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Predgovor 


Upustiti se u pisanje udžbenika sa naslovom "Diskretna matematika" bez ikakve 
sumnje predstavlja hrabru odluku, s obzirom na izuzetnu raznovrsnost problema 
kojima se diskretna matematika bavi. Interesantno je da i sam naziv "Diskretna 
matematika" u početku predstavlja veliku nepoznanicu studentima koji se sa ovom 
vrstom matematike prvi put susreću, s obzirom da je po tradiciji nastava matematike 
na tehničkim fakultetima bazirana pretežno na matematičkoj analizi, odnosno na 
kontinualnoj matematici. Međutim, sa intenzivnim razvojem računara, koji su po 
svojim fundamentalnim principima rada čisto diskretne naprave, interes za diskretnu 
matematiku rapidno raste, tako da diskretna matematika polako ali sigurno ulazi u 
nastavne programe većine fakulteta koji se bave tehničkim naukama. Doduše, neke 
oblasti diskretne matematike (uglavnom matematička logika i donekle teorija 
skupova) odavno se predaju na tehničkim fakultetima u okviru nekih drugih 
matematičkih kurseva, ali najčešće na površan i nedovoljno sistematičan način. Za 
razumijevanje pojava koje se proučavaju i modeliraju u savremenim računarskim 
naukama neophodan je sistematičan pristup matematskom aparatu diskretne 
matematike. Ovo je dosta problematično zbog činjenice da su oblasti kojima se bavi 
diskretna matematika prividno veoma nepovezane međusobno, tako da se njihova 
međusobna veza uočava tek nakon temeljitog proučavanja. 


Kolika je raznovrsnost oblasti kojima se bavi diskretna matematika, najbolje se 
može demonstrirati činjenicom da u svijetu postoji dosta udžbenika hrabrog naziva 
“Diskretna matematika" (poput naziva ovog udžbenika) ili nešto tome slično, a čiji 
se sadržaji posve razlikuju. Kao drastičan primjer, autor može navesti primjere dva 
udžbenika veoma sličnog naziva, koji praktično nemaju niti jedne zajedničke teme 
koji obrađuju. Prvi je udžbenik pod nazivom “The Essence of Discrete Mathematics" 
autora N. Deana, koji obrađuje teme vezane za teoriju skupova, iskaznu i predikatsku 
logiku, te teme vezane za proučavanje relacija, funkcija i principa matematičkog 
modeliranja. Druga krajnost je udžbenik pod nazivom “Diskretna matematika" čiji 
su autori I. Milovanović i E. Milovanović, koji obrađuje teme vezane za teoriju 
diferentnih jednačina i konačnih suma, zatim za proučavanje specijalnih tipova 
matrica, te teme vezane za enumerativnu kombinatoriku, teoriju kombinatornih 
konfiguracija i teoriju grafova. Ovim autor ne želi reći da je i jedan od ova dva 
udžbenika loš (čak naprotiv), nego jednostavno da oni pokrivaju totalno drugačije 
aspekte diskretne matematike. 


Prilikom pisanja ovog udžbenika, autor se našao pred teškom odlukom koje 
oblasti da obradi. Kao vodilja je poslužio nastavni plan i program za kurs pod 
nazivom “Diskretna matematika" koji autor ovog udžbenika posljednjih nekoliko 
godina (praktički od njegovog uvođenja) predaje na Elektrotehničkom fakulteta 
Univerziteta u Sarajevu. Ovaj kurs se sluša na II godini studija kao redovan kurs na 
Odsjeku za računarstvo i informatiku, te kao izborni kurs na Odsjeku za automatiku 
i elektroniku. Stoga je autor odlučio da obradi upravo one oblasti koje se nalaze u 
nastavnom planu i programu ovog kursa. Sve što se obrađuje na predavanjima iz 
ovog kursa, kao i brojni primjeri koji se obrađuju na auditornim vježbama ili kroz 
zadatke za samostalan rad, nalazi se u ovom udžbeniku. Međutim, s obzirom da je 
pomenuti nastavni plan i program izuzetno obiman, a fond časova za kurs veoma 


ograničen (60 časova u toku jednog semestra), mnoge interesantne teme na 
predavanjima ostaju samo dotaknute, a pominju se više sa ciljem da eventualno 
zainteresiraju studenta nego sa ciljem da budu detaljnije obrađene. Autor ovog 
udžbenika je odlučio da takve teme temeljitije obradi u udžbeniku. Stoga na mnogim 
mjestima sadržaj udžbenika daleko prevazilazi sadržaj koji se u okviru predavanja 
posvećuje istoj temi. Odjeljci čiji sadržaj za više od 30 % prelazi sadržaj koji se 
obrađuje na predavanjima označeni su znakom “+” iza rednog broja odjeljka, dok su 
sadržaji koji se uopće ne obrađuju na kursu (ili se eventualno obrađuju samo 
opcionalno za zainteresirane studente) označeni znakom “#”. Na taj način će studentu 
biti olakšano snalaženje u udžbeniku. Nakon svakog poglavlja nalaze se odabrani 
zadaci, koji između ostalog uključuju i sve zadatke koji su se do sada pojavljivali na 
ispitima, ili su bili davani kao zadaci za zadaću. 


Obimnost ovog udžbenika ne treba nikoga da začudi, s obzirom na veoma 
kompleksan nastavni plan i program. Treba napomenuti da je veoma teško naći na 
jednom mjestu sve oblasti kojima se ovaj udžbenik bavi, pogotovo na jezicima naroda 
Bosne i Hercegovine (užbenici D. Cvetkovića, profesora na Elektrotehničkom 
fakultetu Univerziteta u Beogradu, donekle se približavaju ovom cilju, ali ni oni ne 
prate u potpunosti plan i program kursa diskretne matematike na ETF-u u Sarajevu). 
Stoga je cilj ovog udžbenika upravo da ublaži ovaj nedostatak. Poređenja radi, treba 
napomenuti da se dosada predviđena obavezna literatura za ovaj kurs na ETF-u u 
Sarajevu sastojala od 3 udžbenika na engleskom jeziku ("Discrete Mathematics and 
Its Applications" K. H. Rosena, “Discrete and Combinatorial Mathematics" R. P. 
Grimaldija te “Introduction to the Theory of Computation”? M. Sipsera), koji zajedno 
imaju preko 2000 stranica, što je više nego trostruko duže od ovog udžbenika. 


Činjenica da se u ovom udžbeniku obrađuje zaista veliki broj različitih tema na 
relativno skučenom prostoru ima i svoju cijenu. Na mnogim mjestima materija se 
izlaže čisto faktografski, bez ulaženja u dokaze pojedinih tvrdnji (u okviru predavanja 
dokazi se uglavnom u potpunosti izostavljaju). Dokazi su u udžbeniku navedeni 
samo u slučajevima gdje čitatelj odnosno čitateljka mogu doći do nekih bitnih 
saznanja proučavajući dokaz. Na taj način, s vremena na vrijeme udžbenik dobija 
donekle enciklopedijski karakter. Međutim, s obzirom da je udžbenik prvenstveno 
namijenjen studentima tehničkih nauka kojima je bitnije znati kako izvesti neki 
postupak nego zašto se on izvodi baš tako, ovo i nije veliki nedostatak. S druge 
strane, na pojedinim mjestima dosta se prostora posvećuje nekim donekle filozofskim 
raspravama sa ciljem da se pronikne u suštinu materije (ovo se posebno odnosi na 
teme iz oblasti matematičke logike i teorije skupova). Cilj ovoga je da popravi nivo 
opće matematičke kulture kod čitatelja odnosno čitateljki, koji je kod studenata 
tehničkih nauka danas nažalost uglavnom na dosta niskom nivou. 


Interesantno je napomenuti da se u ovom udžbeniku obrađuju i neke teme koje 
se veoma rijetko susreću u udžbenicima diskretne matematike širom svijeta, (a koje 
su predviđene nastavnim planom i programom kursa diskretne matematike na ETF-u 
u Sarajevu). To se prvenstveno odnosi na teme iz oblasti teorije diskretnih sistema, 
koje mada po formi definitivno pripadaju grani diskretne matematike, traže ozbiljnije 
uplitanje matematskog aparata matematske analize, koja je tipični primjer kontinualne 
matematike. S druge strane, ograničenost na teme koje se u manjoj ili većoj mjeri 
obrađuju na kursu diskretne matematike na ETF-u u Sarajevu (u nastavku samo 
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Kursu), te ograničenost prostora u ovom udžbeniku doveli su do toga da se pojedine 
interesantne oblasti diskretne matematike nije moglo naći mjesta u ovom udžbeniku. 
Tako se, na primjer, u ovom udžbeniku nije moglo naći mjesta za teoriju jezika i 
automata, teoriju sekvencijalnih struktura, teoriju kombinatornih struktura, teoriju 
kombinatorne optimizacije (sa izuzetkom problema raspoređivanja), teoriju diskretnih 
igara, računarsku geometriju, teoriju diskretnih stohastičkih procesa, teoriju kodiranja, 
teoriju kompleksnosti, teoriju algebarskih struktura, matrične metode u diskretnoj 
matematici i još neke druge interesantne oblasti koje spadaju u predmet proučavanja 
diskretne matematike u užem ili širem smislu. Ova činjenica se navodi ne da se 
istakne nedostatak udžbenika, nego više sa ciljem da ukaže na činjenicu koliko je 
zapravo širok predmet proučavanja diskretne matematike. 


Mada je udžbenik prvenstveno namijenjen studentima Elektrotehničkog fakulteta 
u Sarajevu, on može bez ikakvih problema poslužiti svima koje ova materija zanima, 
kao i studentima drugih fakulteta na kojima se izučavaju srodne discipline. Tako, 
ovaj udžbenik bez sumnje može biti od koristi studentima svih tehničkih fakulteta, 
zatim studentima Prirodno-matematičkog fakulteta (naročito studentima Odsjeka za 
matematiku), pa donekle i studentima ekonomskog fakulteta. 


Materija u udžbeniku podijeljena je na 10 poglavlja, ne računajući uvodno 
poglavlje. Svrha uvodnog poglavlja (numeriranog kao Poglavlje 0) je da ukaže na 
motivaciju za uvođenje matematskog aparata diskretne matematike. U ovom poglavlju, 
nakon kratkog osvrta na predmet proučavanja diskretne matematike, ilustrira se 
razlika između kontinualnih i diskretnih veličina, te uspostavlja veza između ovih 
veličina. Na kraju uvodnog poglavlja, ilustrira se kako priroda binarnog kodiranja 
informacija u savremenim digitalnim računarima dovodi do potrebe proučavanja 
posve drugačijeg matematskog aparata u odnosu na onaj koji nudi konvencionalna 
kontinualna matematika. 


Poglavlje 1 posvećeno je elementima logike iskaza i iskazne algebre. Ovo 
poglavlje uglavnom po sadržaju i obimu prati materiju koja se prelazi u okviru 
Kursa. Nakon upoznavanja sa osnovnim pojmovima logike iskaza, principima 
formiranja složenih iskaza i zakonima iskazne algebre, čitatelj odnosno čitateljka se 
informativno upoznaju sa aksiomatskom pristupu logici iskaza, više sa ciljem da 
shvate šta je uopće bit aksiomatskog pristupa u matematici. Posebna pažnja se 
posvećuje problemu ekvivalencije logičkih izraza. Dio posvećen tautologijama i 
matematičkom načinu zaključivanja bitno je proširen u odnosu na materiju koja se 
obrađuje na Kursu, prvenstveno zbog opisa dokazivanja zasnovanog na principu 
rezolucije, koji se na Kursu ne obrađuje. Također, u udžbeniku se u osnovnim 
crtama upoznaje i sa pristupom logici iskaza kao formalnoj teoriji, što se u Kursu ne 
obrađuje. Veliki dio poglavlja posvećen je transformaciji logičkih izraza na 
standardne oblike, kao i metodama za njihovu minimizaciju. Mada se ova tematika 
ne obrađuje često na kursevima diskretne matematike, na ovaj način se uspostavlja 
čvrsta poveznica sa kursom "Logički dizajn" koji studenti računarstva i informatike 
na ETF-u u Sarajevu također slušaju kao obavezni kurs. Na kraju poglavlja, 
obrađuju se univerzalne logičke funkcije, te baze iskazne algebre. 


U Poglavlju 2 obrađuju se elementi teorije skupova, pri čemu se posebna pažnja 
posvećuje specijalnim skupovnim tvorevinama kao što su funkcije i relacije. Na 
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početku se obrađuju osnovni pojmovi teorije skupova, modeli za opis skupova, 
osnovne operacije sa skupovima te zakoni algebre skupova. Zatim se uvodi pojam 
uređenih n-torki i Kartezijevog produkta, koji se koristi za definiranje binarnih i 
općenitije n-arnih relacija. Odjeljak o binarnim relacijama neznatno je proširen 
opisom Warshallovog algoritma za nalaženje tranzitivno-refleksivnog zatvorenja 
relacije, koji se na Kursu ne obrađuje. S druge strane, odjeljak o n-arnim relacijama 
bitno je proširen u odnosu na Kurs uspostavljanjem jasne veze sa teorijom relacionih 
baza i programskim jezikom SOL, čime se uspostavlja veza sa kursom "Osnove 
baza podataka" na Odsjeku za računarstvo i informatiku na ETF-u u Sarajevu (ovo 
proširenje se studentima koji pohađaju Kurs nudi kao neobavezni dodatak). Poglavlje 
se dalje nastavlja razmatranjem načina skupovnog modeliranja funkcija, te specijalnih 
vrsta relacija, kao što su relacije ekvivalencije i poretka. Završni dio poglavlja 
posvećen je nekim naprednijim konstrukcijama teorije skupova kao što su modeli 
prirodnih brojeva pomoću skupova i kardinalni brojevi, te kratkim osvrtom na 
protivrječnosti naivne teorije skupova i na aksiomatsku teoriju skupova. Mada se o 
ovim temama rijetko govori na kursevima diskretne matematike, okvirno upoznavanje 
sa njima, pored činjenice da povećava nivo matematičke kulture kod čitatelja 
odnosno čitateljki, neophodno je za kasnije razumijevanje teorije izračunljivosti. 


Cilj Poglavlja 3 je da ukaže na bitnu vezu između tema koje su obrađene u prva 
dva poglavlja i da ukaže na alternativne načine posmatranja na iskaznu algebru, te 
na pravce u kojima se ona može znatno proširivati. Nakon što se uvede pojam 
Booleove algebre, pokazuje se da su i iskazna algebra i algebra skupova njeni 
specijalni slučajevi, te se razmatraju još neki interesantni primjeri Booleovih algebri. 
Posebna pažnja posvećuje se prekidačkoj algebri, prekidačkim funkcijama i njihovoj 
interpretaciji u tehnici, s obzirom da one čine osnovni matematički model za 
modeliranje savremenih digitalnih uređaja. Dio posvećen Žegalkinovoj algebri 
proširen je opisom logičkog diferenciranja koje se ne obrađuje na Kursu, sa ciljem 
da se ukaže na mogućnost njegove primjene u detekciji kvarova u digitalnim 
uređajima. Odjeljci o alternativnim logikama, kao što su ternarna logika i fuzzy 
logika osjetno su prošireni u odnosu na materiju koja se obrađuje na Kursu, s 
obzirom da ove logike dobijaju sve veći i veći značaj u modernom računarstvu. 
Konačno, poglavlje se završava uvodom u teoriju fuzzy relacija, fuzzy vezivanja i 
principima aproksimativnog rezonovanja. Ove teme, koje tek odnedavno stidljivo 
ulaze u predmet proučavanja diskretne matematike, inače se ne obrađuju na Kursu, 
ali se nude kao opcija zainteresiranim studentima. Na taj način ostvaruje se 
poveznica sa nizom kurseva na višim godinama iz oblasti vještačke inteligencije, na 
kojima se koristi upravo taj matematski aparat. 


Poglavlje 4 posvećeno je predikatskoj logici, čije je ispravno razumijevanje 
obično bolna tačka kod velikog broja studenata, što dovodi do čestih pogrešnih 
rezonovanja. S druge strane, temeljito poznavanje ove oblasti neophodno je za 
razumijevanje principa i metoda vještačke inteligencije. Na početku se izlažu 
osnovni pojmovi predikatske logike te načini modeliranja rečenica govornog jezika 
jezikom predikatske logike prvog reda. Sadržaj u ovom dijelu uglavnom prati sadržaj 
Kursa, samo što je obogaćen primjerima. Posebna pažnja posvećuje se valjanim 
izrazima predikatske logike i logičkim posljedicama. Ovaj odjeljak je u odnosu na 
sadržaj Kursa proširen nekim metodama za dokazivanje odnosno opovrgavanje 
valjanosti nekih izraza predikatske logike (poput metoda ekspanzije domena). Nakon 
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upoznavanja sa najvažnijim primjerima valjanih izraza i preneks normalnom formom 
izraza predikatske logike, opisuje se mehanički postupak za dokazivanje valjanosti 
svih valjanih izraza predikatske logike. Na kraju ovog poglavlja, čitatelji odnosno 
čitateljke se informativno upoznaju sa ograničenjima predikatske logike prvog reda, 
te predikatskim logikama višeg reda. 


U Poglavlju 5 obrađuju se odabrane teme iz elementarne teorije brojeva. Ovo 
poglavlje je na mnogim mjestima osjetno prošireno u odnosu na sadržaj Kursa, s 
obzirom da studenti ETF-a o ovoj materiji nemaju priliku ništa čuti ni na kojem 
drugom mjestu tokom studija, a radi se o materiji koja privlači sve više pažnje u 
modernim računarskim naukama, posebno na polju problematike sigurnosti u 
savremenim komunikacijama. Na početku ovog poglavlja, prvo se uvode osnovni 
pojmovi elementarne teorije brojeva, poput djeljivosti, prostih brojeva, najvećeg 
zajedničkog djelioca, itd. Ovaj dio poglavlja uglavnom posve prati sadržaj Kursa, 
osim što je dio o prostim brojevima proširen opisom Lucas-Lehmerovog testa za 
testiranje prostosti Mersenneovih prostih brojeva. Nakon razmatranja Euklidovog 
algoritma, dolazi odjeljak o Fibonaccijevim brojevima, koji je donekle proširen u 
odnosu na sadržaj Kursa opisom nekih interesantnih svojstava ovih brojevima, koje 
je korisno znati. Odjeljak o linearnim Diofantovim jednačinama, osim što je 
obogaćen primjerima, proširen je opisom alternativnih metoda za rješavanje te vrste 
jednačina koje se ne oslanjaju na Euklidov algoritam, kao i upućivanjem na 
problematiku prebrojavanja rješenja takvih jednačina u prisustvu dopunskih 
ograničenja. U odjeljku posvećenom kongruencijama i modularnoj aritmetici postoje 
također neka sitnija proširenja u odnosu na sadržaj Kursa. Međutim, naredni 
odjeljak, posvećen testovima prostosti zasnovanim na kongruencijama, ne obrađuje 
se na Kursu, a uvršten je radi značaja ove tematike u primjenama. Odjeljak o 
linearnim kongruencijama proširen je razmatranjem linearnih kongruencija sa više 
nepoznatih koje se na Kursu ne obrađuju, kao i opisom nekih alternativnih metoda 
za njihovo rješavanje, dok je odjeljak o sistemima linearnih kongruencija drastično 
proširen u odnosu na sadržaj Kursa (na Kursu se obrađuju samo sistemi sa jednom 
nepoznatom koji se mogu riješiti putem Kineske teoreme o ostacima). Odjeljak o 
kvadratnim kongruencijama razmatra i postupke za njihovo rješavanje, dok se na 
Kursu samo dotiče problematika njihove rješivosti, a odjeljak o kongruencijama 
višeg reda izlazi izvan domena razmatranja Kursa. Konačno, posljednji odjeljak 
posvećen nekim primjenama elementarne teorije brojeva u kriptografiji, uglavnom 
prati sadržaj Kursa. 


Poglavlje 6, posvećeno elementima enumerativne kombinatorike, najviše po 
obimu odstupa od sadržaja Kursa. Naime, mada enumerativna kombinatorika spada 
u jednu od najširih oblasti diskretne matematike, njoj je u nastavnom planu i 
programu Kursa posvećeno premalo prostora, pretežno zbog želje da se obradi što 
veći broj različitih oblasti. Tako se Kurs uglavnom ograničava samo na proučavanje 
elementarnih kombinatornih pojmova, kao što su permutacije, kombinacije i 
varijacije (sa i bez ponavljanja), te na probleme izbora uzoraka, uz kratak osvrt na 
permutacije totalnog nereda, particije i kompozicije. Mada se neki složeniji primjeri 
na Kursu obrađuju kroz auditorne vježbe i zadatke za samostalan rad, u pristupu tim 
problemima nedosteje sistematičnosti. Ovaj udžbenik u velikoj mjeri ispravlja ovaj 
nedostatak, pogotovo zbog činjenice da se studenti ETF-a u Sarajevu sa ovom 
materijom ne susreću niti na jednom drugom kursu. Tako se u udžbeniku našlo 
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mjesta i za sistematičan pristup varijacijama i kombinacijama sa ponavljanjem u 
prisustvu dopunskih ograničenja (ovdje su dijelom iskorišteni neki originalni 
rezultati do kojih je došao autor ovog udžbenika'), te naprednijim ali izuzetno 
važnim temama enumerativne kombinatorike kao što su funkcije izvodnice, 
rekurzivni postupci u kombinatorici i Stirlingovi brojevi. Odjeljci o permutacijama 
totalnog nereda te particijama i kompozicijama znatno su prošireni u odnosu na 
sadržaj Kursa (pogotovo ovaj posljednji), dok se poglavlje završava opisom pokušaja 
sistematičnog pristupa raznorodnim kombinatornim problemima koje je pod 
nazivom “twelvefold way" uveo G. C. Rota. 


Poglavlje 7 uglavnom u potpunosti prati sadržaj Kursa. Zbog ograničenosti 
prostora (kako na Kursu, tako i u udžbeniku), u ovom poglavlju obrađuju se samo 
osnovni elementi diskretne teorije vjerovatnoće. Nakon izlaganja osnovnih pojmova 
o algebri događaja i samom pojmu vjerovatnoće (uz ilustrativne primjere), posebna 
pažnja se posvećuje problemu računanja vjerovatnoće pri izboru uzoraka. Slijede 
teme vezane za uvjetnu (relativnu) vjerovatnoću i Bayesovu teoremu. Poglavlje 
završava prikazom jedne od mogućih interpretacija značenja vjerovatnoće, čime se 
uspostavlja prirodna veza teorije vjerovatnoće sa metodama statističke analize. 


Poglavlje 8 posvećeno je elementima teorije grafova. Mada je ovo jedno od dva 
najduža poglavlja u čitavom udžbeniku (što nije čudno s obzirom na značaj koju 
teorija grafova zauzima u diskretnoj matematici), ono uglavnom tačno prati sadržaj 
Kursa (uz izuzetke koji će biti spomenuti). S obzirom na publiku kojoj je udžbenik 
namijenjen, veća težina se daje algoritamskim nego općim aspektima teorije grafova. 
Nakon izlaganja osnovnih pojmova teorije grafova, razmatra se problematika 
reprezentacije grafova u računarima, izomorfizma grafova, osnovne operacije sa 
grafovima, problematika planarnosti, Eulerovih i Hamiltonovih puteva, te bojenja 
čvorova i grana grafa. Nakon toga se razmatraju stabla i kosturi grafa, te problematika 
sistematičnog obilaska čvorova grafa i njene primjene. Slijedi razmatranje problema 
pronalaženja minimalnog povezujućeg stabla i mreže najkraćih puteva u grafu na 
razne načine, pri čemu je odjeljak o nalaženju minimalnog pozezujućeg stabla u 
odnosu na sadržaj Kursa proširen nekim detaljima koji omogućuju efikasniju 
implementaciju odgovarajućih algoritama na računaru. Potom slijedi razmatranje 
transportnih mreža i pronalaženja optimalnog protoka kroz transportne mreže. 
Odjeljak o problematici uparivanja u grafovima proširen je u odnosu na sadržaj 
Kursa, dok se materija obrađena u odjeljku o problemu optimalnog raspoređivanja 
ne obrađuje na Kursu, ali se obrađuje na nekim drugim kursevima na višim 
godinama studija na ETF-u u Sarajevu, kao što je recimo kurs "Operaciona 
istraživanja". Na kraju, poglavlje završava kratkim osvrtom na stabla sa korijenom i 
binarna stabla. 


Poglavlje 9 predstavlja uvod u problematiku vezanu za teoriju diskretnih 
sistema i njene primjene. Ovo poglavlje obrađuje teme koje se, izuzev tematike 
vezane za rekurzivne relacije i diferentne jednačine, rijetko obrađuju u okviru 
kurseva diskretne matematike, nego se ta problematika uglavnom ostavlja za 
specijalističke kurseve posvećene teoriji signala i sistema. S druge strane, ovoj 
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problematici na Kursu se posvećuje posebna pažnja, s obzirom da studenti Odsjeka 
za računarstvo i informatiku na ETF-u u Sarajevu o ovoj problematici nemaju 
priliku čuti niti u jednom drugom kursu tokom studija, a njeno poznavanje je 
poželjno za praćenje nekih kurseva na višim godinama studija. Također, studenti 
Odsjeka za automatiku i elektroniku na istom fakultetu kroz ovaj kurs mogu 
sagledati ovu problematiku iz drugačijeg ugla nego što se to posmatra na nekim 
drugim kursevima na ovom smjeru. Upravo iz tog razloga, sadržaj ovog poglavlja je 
u većini odjeljaka u izvjesnoj mjeri proširen u odnosu na sadržaj Kursa, a neki 
odjeljci se uopće ne obrađuju u Kursu. Tako je već uvodni odsjeljak o diskretnim 
signalima proširen važnim zapažanjima vezanim za prirodu periodičnih diskretnih 
sekvenci, čime se uspostavlja veza sa razmatranjima vezanim za diskretne 
Fourierove redove i diskretnu Fourierovu transformaciju, sa kojima se studenti 
mogu susresti na drugim kursevima. Nakon općih razmatranja o pojmu diskretnog 
sistema, posebna pažnja se posvećuje linearnim i stacionarnim sistemima, pri čemu 
se problematika nestacionarnosti razmatra detaljnije nego na Kursu. Slijedi 
razmatranje diskretne konvolucije i funkcije sistema, pri čemu je sadržaj odjeljka o 
funkciji sistema proširen razmatranjima za frekventno selektivno djelovanje 
diskretnih sistema. U nastavku slijedi upoznavanje sa z-transformacijom i inverznom 
z-transformacijom, koji su prošireni nekim nekonvencionalnim razmatranjima 
vezanim za proširenje područja primjene z-transformacije i nekim alternativnim 
tehnikama koje često olakšavaju nalaženje inverzne z-transformacije. Veći dio 
poglavlja posvećen je primjenama tehnika zasnovanih na z-transformaciji, pri čemu 
se na Kursu razmatraju primjene vezane za nalaženje odziva diskretnih sistema, 
rješavanje linearnih diferentnih jednačina sa konstantnim koeficijentima (i sistema 
takvih jednačina), te za sumiranje nekih tipova redova (posljednja problematika se 
ovdje razmatra detaljnije nego na kursu). Na kraju poglavlja nalaze se dvije teme 
koje se na Kursu ne obrađuju. Prva tema odnosi se na mogućnosti primjene 
razmotrenih tehnika u kombinatorici, čime se uspostavlja interesantna i neočekivana 
veza između nekih problema kombinatorike i teorije diskretnih sistema. Druga tema 
odnosi se na mogućnosti primjene razmotrenih tehnika na rješavanje nekih vrsta 
linearnih diferentnih jednačina sa promjenljivim koeficijentima. Pristup ovoj 
problematici koji je ovdje opisan je vrlo nekonvencionalan i jednim dijelom je 
baziran na rezultatima autorovog samostalnog istraživanja u ovoj oblasti. 


Poglavlje 10 je posljednje poglavlje ovog udžbenika, i posvećeno je elementima 
teorije izračunljivosti. Ovo poglavlje većinom u potpunosti prati sadržaj Kursa, osim 
posljednjeg odjeljka, posvećenog Churchovom A-računu, koje je prošireno u odnosu 
na sadržaj Kursa. Nakon kraćeg uvoda u predmet proučavanja teorije izračunljivosti 
i upoznavanja sa strogim zasnivanjem pojma algoritma, diskutira se egzistencija 
algoritamski nerješivih problema i navode važniji primjeri takvih problema. Potom 
se razmatraju konceptualno različiti ali suštinski ekvivalentni modeli računskih 
načina kojima se na strog način modelira proces izračunavanja, kao što su Turingova 
mašina, univerzalne registarske mašine, beskonačni abakus i razni minimalistički 
programski jezici (kao što je BF). Na kraju poglavlja, razmatraju se alternativni 
modeli izračunljivosti koji se ne oslanjaju ni na kakav koncept računske mašine, kao 
što su Kleeneov koncept rekurzivnih funkcija, Postovi sistemi zamjene, Markovljevi 
normalni algoritmi te, na kraju, Churchov A-račun. 
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Na kraju udžbenika nalaze se i četiri dodatka. Dodatak A ubačen je na 
insistiranje pojedinih zainteresiranih studenata, a posvećen je Veitchovim 
dijagramima, vrlo korisnoj grafoanalitičkoj varijanti Ouineovog algoritma, koji se 
obrađuje u Poglavlju 1, a koji je posebno praktičan za slučaj malog broja 
promjenljivih. Dodatak B daje spisak bibliografskih referenci razvrstan po 
poglavljima, Dodatak C sadrži indeks korištenih pojmova, dok Dodatak D sadrži 
indeks osoba koje se spominju u udžbeniku. 


Ovaj udžbenik prati i odgovarajuća web podrška, koja se nalazi na adresi 
dm.etf.unsa.ba. Ova podrška je još uvijek u razvoju, ali ono što je sigurno je da će 
se na njoj nalaziti rješenja odabranih a u dogledno vrijeme možda i svih zadataka 
koji su postavljeni u udžbeniku kao zadaci za samostalan rad (na kraju svakog od 
poglavlja). Pored toga, na istom mjestu moći će se naći korekcije eventualnih 
naknadno uočenih grešaka, razne dopune materijala, interesantni problemi za 
rješavanje, odgovori na često postavljana pitanja, i druge slične stvari. 


Pored autora, mnogi drugi ljudi su također zaslužni što se ovaj udžbenik pojavio 
u ovakvoj formi. Na prvom mjestu, autor se duboko zahvaljuje recenzentima 
akademiku dr. Branislavi Peruničić, profesoru emeritusu na Elektrotehničkom 
fakultetu Univerziteta u Sarajevu, dr. Senadi Kalabušić, vanrednom profesoru na 
Prirodno-matematičkom fakultetu Univerziteta u Sarajevu i dr. Aleksandri Kostić, 
docentu na Mašinskom fakultetu Univerziteta u Sarajevu, što su se prihvatili 
mukotrpnog posla recenzije ovog udžbenika i na pozitivnim recenzijama. Dalje, autor 
veliku zahvalnost duguje Harunu Šiljku, inžinjeru elektrotehnike i (u vrijeme 
pisanja ovog udžbenika) studentu master studija na Elektrotehničkom fakultetu u 
Sarajevu, za mnogobrojne sugestije i ukazivanje na uočene greške u materijalu, kao i 
za prikupljanje osnovnih biografskih podataka o ličnostima citiranim u udžbeniku. 
Također, brojni studenti Elektrotehničkog fakulteta u Sarajevu koji su spremali ispit 
iz predmeta “Diskretna matematika” prema skriptama koje su u osnovi odabrani 
fragmenti iz ovog udžbenika, ukazali su autoru na izvjesne greške i nedostatke u 
udžbeniku, što je uzeto u obzir. Među njima posebno se istakla Maida Arnautović, u 
vrijeme pisanja ovog udžbenika studentica II godine Odsjeka za računarstvo i 
informatiku Elektrotehničkog fakulteta u Sarajevu. Na kraju, autor duguje veliku 
zahvalnost supruzi Maji, sinu Adrianu i kćerki Nini na nesebičnoj podršci i 
pokazanom razumijevanju za izgubljeno vrijeme utrošeno za pisanje ovog udžbenika. 


Autor: 


Dr. Željko Jurić 
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0. Uvod i motivacija 


0.1 Šta je diskretna matematika? 


Diskretna matematika je zajednički naziv za veoma široku skupinu 
raznovrsnih matematičkih disciplina za koje je karakteristično da manipuliraju sa 
diskretnim objektima, odnosno objektima za koje se podrazumijeva da mogu 
uzimati samo vrijednosti koje su jasno razdvojene jedna od druge. U tom smislu, 
diskretna matematika predstavlja suprotnost kontinualnoj matematici koja 
manipulira sa kontinualnim objektima, odnosno objektima koji mogu uzimati 
vrijednosti koje se mogu međusobno razlikovati za proizvoljno male iznose 
(takva matematička disciplina je, recimo, matematička analiza). Tako, dok se 
diskretni objekti najčešće sasvim lijepo mogu opisivati cijelim brojevima, za 
opis kontinualnih objekata neophodni su realni brojevi. 


U diskretnu matematiku spadaju mnoge različite oblasti matematike, među 
kojima su najkarakterističnije: matematička logika, algebra iskaza i predikata, 
Booleova algebra, teorija algebarskih struktura, kombinatorika, teorija 
grafova, teorija vjerovatnoće i diskretnih slučajnih promjenljivih, elementarna 
teorija brojeva, teorija diferentnih jednačina, teorija diskretnih sistema, teorija 
izračunljivosti, teorija kodiranja i brojne druge discipline. Tipično se u diskretnu 
matematiku ubraja i teorija skupova, pod uvjetom da se ograničimo prvenstveno 
na proučavanje tzv. prebrojivih skupova. U posljednje vrijeme, smatra se da 
teorije koje proučavaju metode sinteze i implementacije algoritama kao i metode 
za analizu efikasnosti algoritama također spadaju u oblast diskretne matematike. 


Diskretna matematika je nauka novijeg datuma i ona se intenzivno počela 
razvijati tek sa pojavom računara. Naime, u predračunarsko vrijeme, obično se 
smatralo da su problemi kod kojih treba pronaći rješenje unutar konačnog skupa 
mogućnosti neinteresantni sa matematičkog aspekta, s obzirom da se rješenje u 
principu uvijek može pronaći pukim ispitivanjem svih mogućnosti (kojih ima 
konačno mnogo). Pored toga, priroda stvarnih problema koji su se javljali u 
predračunarsko vrijeme veoma se rijetko svodila na rješavanje takvih problema. 
S druge strane, pojavom računara, konačnost računarske memorije dovela je, 
između ostalog, do prave eksplozije pojave upravo problema sa konačnim 
skupom mogućih rješenja. Nadalje, konačni skupovi mogućnosti između kojih je 
potrebno izabrati pravo rješenje u takvim problemima obično su astronomskih 
dimenzija (recimo, 10'% mogućnosti ili više), tako da je nalaženje rješenja pukim 
ispitivanjem raznih mogućnosti praktično neizvodljivo u razumnom vremenu, 
čak i uz pomoć najsavremenijih tehničkih sredstava. Upravo tada na scenu 
stupaju metodi diskretne matematike, uz čiju pomoć se značajan broj takvih 
problema relativno jednostavno rješava. Stoga se može reći da diskretna 
matematika predstavlja matematički jezik teorijskih računarskih nauka, tako da 
je posve prirodno da interes za nju kao takvu rapidno raste u posljednjih 
nekoliko decenija. Pored računarskih nauka, diskretna matematika ima svoje 
primjene u elektrotehnici (pogotovo u telekomunikacijama), hemiji, ekonomiji, 
organizacionim naukama, saobraćajnim naukama, itd. 


Bitno je napomenuti da se u mnogim primjenama diskretna i kontinualna 
matematika ne mogu posmatrati striktno odvojeno. Tako je, na primjer, za 
rješavanje mnogih težih problema diskretne matematike poželjno upotrijebiti 
matematički aparat koji spada u tipične alate kontinualne matematike (poput 
diferencijalnog i integralnog računa i teorije redova), mada je problem koji se 
rješava po svojoj prirodi čisto diskretan. Ovo se naročito mnogo dešava u 
kombinatorici, teoriji vjerovatnoće, teoriji diferentnih jednačina 1 teoriji 
diskretnih sistema. Mada se u gotovo svim slučajevima takvi problemi mogu 
riješiti koristeći alate isključivo diskretne matematike, upotreba alata kontinualne 
matematike može osjetno pojednostaviti rješavanje. Stoga se može reći da u 
današnjim računarskim naukama i sličnim disciplinama najveću primjenu ima 
izvjesni "hibrid" diskretne i kontinualne matematike, koji se koristi kako 
metodima diskretne, tako i kontinualne matematike. R. Graham", D. Knuth? i O. 
Patashnik* su za takav hibrid uveli kovanicu konkretna matematika, sa 
dvojakim značenjem: prvo, riječ “konkretna? može se tumačiti da je nastala 
miješanjem riječi "kontinualna" i “diskretna”, a drugo, riječ "konkretna" djeluje 
kao suprotnost riječi "apstraktna", tako da se konkretna matematika javlja kao 
suprotnost apstraktnoj matematici, odnosno matematici “samoj za sebe", bez 
jasne i očigledne primjene izvan sfera čiste matematike. Mada ćemo se u 
izlaganjima koja slijede držati uglavnom matematičkog aparata diskretne 
matematike, na izvjesnim mjestima ćemo posegnuti za nekim alatima kontinualne 
matematike, u slučaju kada to bitno olakšava rješavanje problema koji se 
razmatra. Stoga se od čitatelja ili čitateljke podrazumijeva barem elementarno 
poznavanje alata matematičke analize. 


0.2 Kontinualne, diskretne i digitalne veličine 


Da bismo shvatili značaj diskretne matematike u savremenim računarskim 
naukama i uvidjeli motivaciju za izlaganja koja slijede, moramo se prvo 
upoznati sa suštinskim razlikama između kontinualnih i diskretnih veličina. 
Većina veličina koje predstavljaju stvarne fizikalne veličine predstavljaju 
kontinualne veličine, za koje je karakteristično da je njihova vrijednost poznata 
u svakom trenutku vremena unutar posmatranog vremenskog intervala. Prema 
tome, jednu takvu veličinu, označimo je sa x, možemo prikazati kao funkciju 
realne promjenjive t koja predstavlja vrijeme i koja može uzimati svaku realnu 
vrijednost iz nekog intervala (t;,t,). Drugim riječima, kontinualnu veličinu x 
možemo prikazati izrazom 


x=x(1), te (t,b)CR 


Kontinualne veličine nazivamo još i analogne veličine, s obzirom da se 
zakon njihove promjene lako može simulirati nekim drugim fizikalnim 


! Ronald L. Graham (1935—), američki matematičar, po mnogima jedan od najzaslužnijih za brzi razvoj diskretne 
matematike u drugoj polovini XX vijeka. 
Donald E. Knuth (1938—), američki naučnik najpoznatiji po radovima u teorijskoj kompjuterskoj nauci, odigrao 
značajnu ulogu u razvoju i sistematizaciji teorije algoritama te u razvoju TeX sistema za obradu i prelom teksta. 
* Oren Patashnik (1954—), američki naučnik poznat po radovima u teorijskoj kompjuterskoj nauci. 


veličinama koje ispunjavaju slične (analogne) zakonitosti. Tako je, na primjer, 
ponašanje protoka tečnosti lako moguće simulirati električnim procesima, itd. 


Suprotnost kontinualnim veličinama predstavljaju diskretne veličine, čije su 
vrijednosti poznate isključivo u tačno određenim, međusobno razdvojenim 
vremenskim trenucima. Sljedeća slika jasno ilustrira razliku između kontinualnih 
i diskretnih veličina. 


Analogna veličina Diskretna veličina 


Diskretnu veličinu x možemo također modelirati izrazom oblika x=x(f), ali 
pri čemu promjenljiva £ uzima vrijednosti samo iz nekog diskretnog skupa 
DCR, odnosno skupa koji ispunjava osobinu da su njegovi elementi striktno 
razdvojeni jedan od drugog. Kako su praktično svi diskretni skupovi koji se 
koriste za potrebe diskretne matematike uvijek prebrojivi skupovi (o preciznom 
pojmu prebrojivosti govorićemo kasnije, a ovdje ćemo smatrati da je taj pojam 
poznat od ranije), elemente skupa D možemo numerirati cijelim brojevima 
(strogo uzevši, možemo i prirodnim brojevima, mada je numeracija cijelim 
brojevima pogodnija za primjene u diskretnoj matematici), tako da možemo 
pisati D={...,t_2, t1, to, 11,12, t3, ... }. Odavde slijedi da diskretnu veličinu x možemo 
modelirati izrazom 


x= x(t), te D= {...,12, t1, to, t1, bo, 3, nek, teRneZ 


Da bismo pojednostavili dalja razmatranja, umjesto konkretnog trenutka 
t,€ D možemo posmatrati samo njegov indeks n, tako da možemo smatrati da 
veličina x zapravo zavisi samo od indeksa n i pisati 


x=x(n), ne Z 


U tom smislu, možemo tvrditi da su diskretne veličine definirane samo nad 
skupom cijelih brojeva, odnosno u cjelobrojnim trenucima vremena iz skupa 
(...—2,—1,0,1,2,3,...). Ovakvo cjelobrojno vrijeme, koje se još naziva i 
diskretno vrijeme, stvar je samo usvojene numeracije i ne mora nužno imati 
veze sa stvarnim vremenom. Stoga se ono najčešće obilježava sa n, da se ne 
miješa sa stvarnim (realnim) vremenom ź (veza između stvarnog vremena fi 
diskretnog vremena n data je relacijom t= t„). Ipak, u slučajevima kada su 
diskretni trenuci vremena ravnomjerno raspoređeni (što je u praksi najčešći 
slučaj), diskretno i stvarno vrijeme se podudaraju ukoliko za jedinicu mjerenja 
vremena odaberemo razmak T između dva susjedna diskretna trenutka i ukoliko 
vremenske trenutke numeriramo u prirodnom rastućem poretku. Preciznije 
rečeno, tada su fi n povezani relacijom t=n T. 


Specijalan slučaj diskretnih veličina, koji je naročito značajan u računarskim 
naukama, predstavljaju digitalne veličine. Za njih je karakteristično ne samo da 
su definirane samo nad diskretnim skupom vrijednosti, nego se i njihove 
vrijednosti mogu nalaziti samo unutar nekog unaprijed određenog konačnog 
skupa vrijednosti. Drugim riječima, digitalna veličina x = x(n) ispunjava još 
dodatni uvjet xe Q, gdje je Q neki konačan skup. Naziv “digitalne” potiče od 
činjenice da se njihove vrijednosti najčešće predstavljaju u brojčanom obliku 
pomoću odgovarajućih cifara (riječ “digit” zapravo znači "cifra"), pri čemu se 
koristi konačno mnogo cifara. Značaj digitalnih veličina leži u činjenici da su 
današnje računske mašine (računari) po svojoj prirodi zapravo digitalni računari, 
koji su u stanju da obrađuju isključivo digitalne veličine (što je uvjetovano 
konačnošću računarske memorije). Drugim riječima, svi podaci koji se obrađuju 
u digitalnim računarima pretvaraju se u brojeve (i to u brojeve iz nekog 
konačnog podskupa cijelih brojeva), tako da se sva obrada podataka svodi na 
raznovrsna izračunavanja nad takvim brojevima (tj. na diskretne operacije). 


Pojam kontinualnosti i diskretnosti ne moramo vezati samo za veličine 
ovisne od vremena. Naime, bilo kakvu veličinu koja ovisi od ma kakvog drugog 
skupa promjenljivih vrijednosti možemo smatrati kontinualnom ukoliko te 
promjenljive vrijednosti mogu uzimati vrijednosti koje su proizvoljno bliske 
jedna drugoj, a diskretnom ukoliko te promjenljive vrijednosti mogu uzimati 
samo vrijednosti koje su striktno razdvojene jedna od druge. Na primjer, ukoliko 
posmatramo raspodjelu temperature u nekoj sobi, možemo smatrati da je 
raspodjela kontinualna ukoliko je vrijednost temperature poznata u svakoj tački 
unutar sobe, a diskretna ukoliko je vrijednost temperature poznata samo u nekim 
unaprijed fiksiranim striktno razdvojenim tačkama (npr. tačkama u kojima smo 
postavili mjerne uređaje). 


Na kraju vrijedi još napomenuti da kako je u stvarnom svijetu rijetko šta 
striktno crno ili striktno bijelo, tako ne možemo tvrditi ni da su sve veličine 
striktno kontinualne ili striktno diskretne. Sasvim su zamislivi primjeri veličina 
koje se u jednom odsječku vremena ponašaju kontinualno a u drugom diskretno, 
ili veličine koje zavise od više promjenljivih vrijednosti, pri čemu je zavisnost 
od jednog skupa promjenljivih vrijednosti kontinualne prirode, a od drugog 
skupa vrijednosti diskretne prirode. Takve veličine nazivamo hibridne veličine. 
U skladu sa modernom kvantnom fizikom, većina fizikalnih veličina moderne 
fizike su upravo hibridne prirode. 


0.3 Veza između kontinualnih i diskretnih veličina 


Bez obzira na ogroman značaj diskretnih i digitalnih veličina u računarskoj 
tehnici, većina informacija koje nas okružuju kao i podaci sa kojima neprestano 
baratamo nisu digitalne već kontinualne (analogne) prirode. Stoga je, prije 
njihove obrade u digitalnom računaru, potrebno izvršiti njihovu pretvorbu u 
digitalni oblik. Ovaj postupak se naziva analogno/digitalna (A/D) konverzija. 
Tako pretvorene digitalne informacije obrađuju se u digitalnom računaru, nakon 
čega se dobivene digitalne informacije ponovo pretvaraju u kontinualne (analogne) 


informacije pomoću postupka koji se naziva digitalno/analogna (D/A) konverzija. 
Proces obrade analognih informacija uz pomoć digitalnog računara shematski se 
može prikazati sljedećom slikom: 


Analogni Digitalni Digitalni 
Sla ulaz izlaz 
Z 
merer A/D DIGITALNA D/A 
KONVERZIJA OBRADA KONVERZIJA 


Analogni 
izlaz 


Postupak pretvaranja analognih veličina u digitalne (A/D konverzija) obavlja 
se u dvije etape. U prvoj etapi uzimaju se uzorci vrijednosti posmatrane 
analogne veličine u tačno određenim (najčešće ravnomjerno raspoređenim) 
vremenskim trenucima, dok se vrijednosti posmatrane analogne veličine u 
ostalim vremenskim trenucima prosto ignoriraju. Ovaj postupak naziva se 
diskretizacija (susreću se i nazivi uzorkovanje i semplovanje). Ukoliko sa x(t) 
označimo neku analognu veličinu a sa xy(n) odgovarajuću diskretnu veličinu, 
postupak diskretizacije možemo opisati jednostavnom formulom 


Xa(n) = KE) 


Za slučaj ravnomjernog uzimanja uzoraka, kada vrijedi t=nT pri čemu je T 
razmak između dva vremenska trenutka u kojima se uzima uzorak, ova formula 
postaje 


Xa(N) = xdnT) 


U drugoj etapi se vrijednosti uzetih uzoraka zaokružuju na najbližu vrijednost 
uzetu iz unaprijed zadanog konačnog skupa vrijednosti (koje se nazivaju kvanti), 
a zatim se tako zaokružene vrijednosti zapisuju u vidu brojeva. Ovaj postupak 
naziva se digitalizacija (ili kvantizacija). Ukoliko sa x, označimo veličinu nastalu 
kvantizacijom diskretne veličine xy, taj postupak možemo iskazati formulom 


x(n) = round(x,(1), Q) 


pri čemu oznaka round(x, Q) označava onu vrijednost iz skupa Q koja je po 
iznosu najbliža vrijednosti x. 


Kako se prilikom diskretizacije ignorira veliki broj (praktički, beskonačno 
mnogo) vrijednosti posmatrane kontinualne veličine, prirodno je postaviti pitanje 
da li prilikom diskretizacije dolazi do gubitka informacija. Do posve 
neočekivanog odgovora došli su prije više od 50 godina C. Shannon! i 
H. Nyquist’, koji su dokazali da u slučaju da je, pojednostavljeno rečeno, brzina 
uzimanja uzoraka barem dva puta veća od maksimalne brzine promjene 
posmatrane analogne veličine, ne dolazi ni do kakvog gubitka informacija u 


! Claude Shannon (1916-2001), američki matematičar i inženjer elektrotehnike. Poznat po radovima koji 
predstavljaju temelj teorije informacija, moderne kriptografije i digitalne elektronike. 
Harry Nyquist (1889-1976), švedsko-američki inženjer, ostvario značajan doprinos teoriji informacija i 
teoriji upravljanja. 


postupku diskretizacije, odnosno sve originalne informacije mogu se jednoznačno 
rekonstruirati iz diskretizirane veličine (pri tome nećemo ulaziti u striktno 
matematičko tumačenje šta se tačno podrazumijeva pod brzinom promjene neke 
veličine, s obzirom da precizno tumačenje zahtijeva poznavanje Fourierove 
analize). Ovo je sadržaj čuvene Shannon-Nyquistove teoreme o uzorkovanju, a 
navedeni uvjet koji propisuje minimalnu neophodnu brzinu uzimanja uzoraka 
naziva se Nyquistov uvjet. Na prvi pogled, ovo otkriće djeluje posve nemoguće, 
s obzirom da je moguće formirati beskonačno mnogo kontinualnih veličina 
kojima odgovara ista diskretna veličina. Na primjer, na sljedećoj slici prikazane 
su tri posve različite kontinualne veličine kojima odgovara ista diskretna 
veličina. Međutim, može se pokazati da od svih mogućih kontinualnih veličina 
kojima odgovara ista diskretna veličina, samo jedna od njih ispunjava Nyquistov 
uvjet. Recimo, na sljedećoj slici, samo je kod kontinualne veličine sa 
najsporijom promjenom ispoštovan Nyquistov uvjet pri uzimanju uzoraka, tako 
da će upravo ona biti rekonstruirana iz uzoraka pri eventualnom postupku 
rekonstrukcije. Za rekonstrukciju preostale dvije kontinualne veličine na slici 
(koje se mijenjaju brže) uzorci bi se morali uzimati češće. 


Korištenjem čuvene formule Koteljnikova' moguće je izvršiti rekonstrukciju 
kontinualne veličine iz diskretne veličine dobijene njenom diskretizacijom u 
ravnomjernim vremenskim razmacima, pod uvjetom da je poštovan Nyquistov 
uvjet. Naime, ukoliko je xg(n) diskretna veličina koja je nastala diskretizacijom 
kontinualne veličine x,(f) pri čemu razmak između trenutaka uzimanja uzoraka 
iznosi T (tj. ukoliko je x(n) =x,(nT)), tada se, pod navedenim uvjetima, x4(t) 
može rekonstruisati iz x,(1n) pomoću formule 


xa) = > xy(n) sine GR -n) 


n=—oeo 


gdje je sinc x = (sin x)/x za x #0 i sinc 0 = 1. Rekonstrukciju je moguće izvršiti i 
na osnovu neravnomjerno uzetih uzoraka (pod uvjetom da su uzimani dovoljno 
često), ali su formule za rekonstrukciju znatno složenije. S druge strane, postupak 
kvantizacije uvijek dovodi do gubitka informacija, ali se gubitak može učiniti po 
volji malim ukoliko se kvanti izaberu tako da su dovoljno blizu jedan drugom. 
Postupak pretvaranja digitalnih (ili općenitije diskretnih) veličina u analogne 
naziva se još i interpolacija i on nikada ne dovodi ni do kakvog gubitka 
informacija. 


! Vladimir A. Koteljnikov (1908-2005), ruski inženjer, stručnjak u polju radioastronomije i radiotehnike, 
nezavisno od C. Shannona otkrio teorem o uzorkovanju. 


0.4 Značaj binarnog zapisa u obradi digitalnih veličina 


Kao što je već rečeno, digitalni računari obrađuju isključivo digitalne veličine 
koje su, pored toga, definirane na nekom konačnom skupu vrijednosti. Slijedi da 
su i domen i kodomen digitalne obrade uvijek konačni skupovi. Dalje, poznato 
je da se svaki konačan skup može kodirati sa konačnim nizom cifara 0 i 1, tj. 
konačnim nizom binarnih cifara (bita). Na primjer, elemente skupa 
{A, B, C, D, E, F} možemo jednoznačno kodirati sekvencama od 3 bita, recimo 
kao {000, 001, 010, 011, 100, 101} (ovo je samo jedno od mnoštva mogućih 
kodiranja). Stoga, svaku digitalnu obradu možemo shvatiti kao postupak koji 
jednu sekvencu bita na ulazu preslikava u drugu sekvencu bita na izlazu. Neka je 
ulaz kodiran sa sekvencom od N bita x;x2...xx a izlaz sekvencom od M bita 
Y1)2..:YM- Digitalna obrada tada predstavlja postupak koji svaku sekvencu bita 
X1X2...xn jednoznačno preslikava u drugu sekvencu bita y1y2...ym odnosno, vrijedi 


Y1Y2...YM = f(XX2...XN) 


Funkcija f koja definira traženo preslikavanje zavisi od sekvence bita 
X1X2...XN. Međutim, ništa se suštinski neće promijeniti ukoliko uzmemo da 
funkcija f zavisi individualno od svakog bita koji čini ovu sekvencu, tj. ukoliko 
uzmemo da je ona funkcija od N promjenljivih x;, i= 1..N koje uzimaju samo 
vrijednosti 0 i 1. Na primjer, svejedno je da li ćemo, na primjer, definirati da je 
f(101) = 1101 ili daje /(1,0,1)=1101. Stoga, možemo pisati 


Y1Y2+--YMEf(X1, X2, ..., XN) 


Dalje, neka je m; funkcija koja iz sekvence od N bita izdvaja i-ti bit, odnosno 
neka vrijedi TE(X1X2 ...XN) = X;. Tada je y; = T(Y1Y2...Ym), J = 1..M, tako da imamo 


y=(f0x2 xx), j=1.M 


Jasno je da kompoziciju funkcija T(f(QX1,X,....XN)) možemo tretirati kao 
novu funkciju g/(X1,X,...,Xn), tako da na kraju imamo da se digitalna obrada 
podataka može predstaviti pomoću skupa jednačina oblika 


yj = gj(x1, X2, KXN) J= 1..M 


pri čemu sve promjenljive od kojih zavise funkcije g; j =1..M ovise samo od 
promjenljivih koje mogu uzimati vrijednosti 0 1 1, a pored toga i vrijednosti koje 
uzima funkcija mogu biti samo 0 ili 1. Dakle, svaka digitalna obrada podataka 
može se matematski modelirati upravo takvim funkcijama. Kako je proučavanje 
takvih funkcija zadatak Booleove algebre (preciznije, njenog specijalnog slučaja 
nazvanog prekidačka algebra), to je jasan značaj Booleove algebre za potrebe 
digitalne obrade podataka. Prije nego što se upoznamo sa samom Booleovom 
algebrom, neophodno upoznavanje sa njenim bliskim srodnikom, iskaznom 
algebrom. Stoga je uvođenje u ovu problematiku naša sljedeća tema. 


I George Boole (1815-1864), britanski matematičar i filozof. Njegov najznačajniji doprinos nauci je Booleova 
algebra, koja nije bila prepoznata od strane javnosti sve do radova C. Shannona koji su pokazali njen značaj. 


1. Elementi logike iskaza i iskazne algebre 


1.1 Pojam iskaza 


Matematička logika je matematička disciplina koja proučava iskaze, njihovu 
istinitost, kao i manipulacije sa iskazima u cilju formiranja složenijih iskaza i 
ispitivanja njihove istinitosti. Matematička logika se može grubo podijeliti na 
logiku iskaza i logiku predikata. Logika iskaza je u tijesnoj vezi sa Booleovom 
algebrom, o kojoj će kasnije biti riječi. Ova veza je toliko izražena da mnogi 
brkaju logiku iskaza sa Booleovom algebrom, iako između njih, bez obzira na 
upadljive sličnosti, postoje značajne razlike suštinske prirode. 


Pod iskazom podrazumijevamo svaki misaoni odraz neke činjenice u obliku 
izjavne rečenice nekog prirodnog govornog ili vještačkog (npr. programskog, 
matematskog, simboličkog itd.) jezika, za koju nedvojbeno možemo utvrditi da li 
je tačna ili nije. U skladu sa tim, iskaze dijelimo na tačne i netačne. Na primjer, 
rečenica "Sarajevo je glavni grad Bosne i Hercegovine" predstavlja tačan iskaz. 
Rečenice “Tomato is red" ili simbolički zapisane rečenice “1<2" i "SE N” 
također predstavljaju tačne iskaze. Rečenice "Mostar je veći od Berlina", "Kiša 
čita papir" ili “2+2=5" predstavljaju primjere netačnih iskaza. S druge strane, 
nije svaka rečenica iskaz. Na prvom mjestu, rečenice koje nisu izjavne prirode, 
poput upitnih (recimo "Koliko je sati?") ili naredbodavnih (recimo "Izlazi 
napolje!) rečenica nisu iskazi, s obzirom da se ne radi o izjavnim rečenicama. 
Nisu ni sve izjavne rečenice iskazi. Na primjer, rečenica "Praskozorje češlja staklo 
umiljatim nogavicama, a naročito od mrkve" (preuzeto iz knjige "Matematika za 
kompjuterske nauke” D. Cvetkovića") nije iskaz, s obzirom da nema smisla, tako 
da joj se istinitost ne može utvrditi. U logici se posebno ističu izjavne rečenice čija 
se istinitost ne može utvrditi ne zbog njihove besmislenosti, nego zbog činjenice 
da one svojim tvrđenjem protivrječe same sebi. Takve rečenice nazivaju se 
paradoksalne izjave i one također nisu iskazi. Primjeri takvih izjava su rečenice 
poput “Ova izjava nije tačna" ili “Ja upravo lažem”. Inače, iskaze obično 
označavamo velikim slovima abecede, npr. A, B, C, itd. 


Prema gore navedenom, istinitosna vrijednost ma kojeg iskaza može biti ili 
“tačno” (ovu vrijednost obilježavamo simbolima “T” ili “T”) ili “netačno” (ovu 
vrijednost obilježavamo simbolima “L”, “N” ili “F", od engl. false). Istinitosne 
vrijednosti “T” i "L" često se nazivaju konstante logike iskaza. Često se 
umjesto simbola “T” i “L” koriste i simboli “1” 1 “0”, ali je takva simbolika više 
uobičajena u prekidačkoj algebri nego u logici iskaza. Istinitosna vrijednost 
nekog iskaza A obilježava se sa (A). Tako je (A) = T ukoliko je A istinit, a 
UA) = L ukoliko je A neistinit iskaz. 


Pored prethodno definiranih iskaza, postoje i rečenice srodne iskazima koje, 
strogo gledano, nisu iskazi zbog činjenice da im se istinitost ne može utvrditi jer 
zavise od određenog broja promjenljivih vrijednosti. Takve su, na primjer, 


! Dragoš Cvetković (1939—), srpski matematičar. Jedan od pionira diskretne matematike na ovim prostorima. 
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rečenice “x je prost broj", 'xYX +1=17" ili “x je djeljiv sa y”. Tako je prva od 
ovih rečenica tačna ako x ima, recimo, vrijednost 5, a nije tačna ako x ima, 
recimo, vrijednost 4. Druga rečenica je tačna ako i samo ako x ima vrijednost 4 
ili —4. Treća rečenica je, na primjer, tačna za x= 15 i y= 3, a nije tačna za x=7 i 
y=5. Ovakve rečenice, koje postaju tačni ili netačni iskazi samo nakon dodjele 
konkretnih vrijednosti svim promjenljivim koje se u njima pojavljuju, nazivaju 
se otvoreni iskazi ili predikati. Predikati koji ovise od jedne, dvije, itd. 
promjenljive zovu se jednomjesni, dvomjesni, itd. predikati. Tako su predikati iz 
prva dva primjera jednomjesni, dok je predikat iz trećeg primjera dvomjesni. 
n-mjesni predikati se obično označavaju oznakom P(x, X2, ..., Xn), pri čemu su 
X1, X2, .--, X, promjenljive od kojih iskaz zavisi. Obični iskazi mogu se posmatrati 
kao nulmjesni predikati. O predikatima ćemo detaljnije govoriti kasnije, kada 
budemo razmatrali logiku predikata. 


1.2 Složeni iskazi 


Glavni cilj logike iskaza je ispitivanje istinitosti složenih iskaza u zavisnosti 
od istinitosti njihovih sastavnih dijelova (odnosno komponenti iskaza), kao i 
transformacije iskaza u druge iskaze iste istinitosne vrijednosti. Pri tome se 
posmatraju isključivo oni složeni iskazi koji su formirani primjenom neke od 
jasno definiranih operacija nad svojim sastavnim dijelovima. 


Standardna logika iskaza poznaje šest operacija nad iskazima (ponekad se 
definiraju i još neke operacije). Jedna od tih operacija, negacija, je unarna 
operacija, odnosno primjenjuje se nad jednim iskazom. Negacija iskaza A 
obilježava se obično sa ~A (prefiksni oblik) ili A’ (postfiksni oblik). Iskaz ~A 
(čita se “ne A" ili “nije A”) je tačan ako i samo ako iskaz A nije tačan. 


Preostalih pet operacija su binarne operacije, odnosno primjenjuju se nad 
dva iskaza. Ove operacije nazivaju se redom konjunkcija (čita se sa “n” i “j” 
razdvojeno), disjunkcija, ekskluzivna (ili isključiva) disjunkcija, implikacija i 
ekvivalencija. Simboli ovih 5 operacija su redom "A", “v”, “V”, “>” 1 “e 
Iskaz AAB (čita se “A 1 B") je tačan ako i samo ako su tačna oba iskaza A i B. 
Iskaz AvB (čita se “A ili B”) je tačan ako i samo ako je tačan makar jedan od 
iskaza A ili B. Iskaz A v B (čita se “ili A, ili B”) je tačan ako i samo ako je tačan 
ili iskaz A, ili iskaz B, ali ne i oba istovremeno. Iskaz A SB (čita se "iz A 
slijedi B”, ili “ako je A onda je B”) je tačan u svim slučajevima osim ako je A 
tačan, a B nije. Iskaz A SB (čita se “A je ekvivalentno sa B” ili “B je ako i 
samo ako je A") je tačan ako i samo ako su oba iskaza A i B istovremeno ili 
tačna ili netačna. Napomenimo da se ponegdje u literaturi koriste i druge oznake. 
Tako se, recimo, konjunkcija ponekad obilježava simbolom “&”, za ekskluzivnu 
disjunkciju koristi se i simbol “®”, implikacija se ponegdje obilježava simbolima 
“>” ili “©”, dok se za ekvivalenciju koristi i simbol “~”. 
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Primijetimo neka interesantna svojstva implikacije. Iskaz A =B je tačan 
ako je iskaz A netačan, kakav god da je iskaz B (tzv. materijalna implikacija). 
Ovo na prvi pogled izgleda čudno, jer proglašava istinitim rečenice vrlo 


sumnjivog sadržaja. Na primjer, sa aspekta matematičke logike, rečenica "Kad 
bi želje bili konji, prosjaci bi mogli letjeti" savršeno tačna (s obzirom na 
netačnost pretpostavke “Zelje su konji“). Nešto skriveniji primjer je rečenica 
poput "Svi ružičasti slonovi imaju 5 pari očiju", koju matematička logika 
također tretira istinitom. Zaista, ova rečenica može se preformulirati kao "Ako je 
neki slon ružičast, tada on ima 5 pari očiju", a pretpostavka "Slon je ružičast" 
nikada ne može biti tačna, s obzirom da nema ružičastih slonova. 


Na prvi pogled djeluje nejasno zašto matematička logika tretira ovakve 
rečenice kao tačne. Međutim, pokazalo se da za takvo tretiranje postoji mnoštvo 
jakih razloga. Na prvom mjestu, u većini rečenica oblika "Ako je A onda je B" 
koje smatramo tačnim, iskaz B može biti bilo tačan bilo netačan ukoliko je iskaz 
A netačan. Na primjer, rečenicu oblika "Ako pada kiša, tada mora biti oblaka" 
nesumnjivo smatramo tačnom. Međutim, ukoliko ne pada kiša, ne možemo ništa 
reći o tome ima li oblaka ili ne (tj. može ih biti, a i ne mora). Dalje, često je iz 
neispravne pretpostavke posve ispravnim rezonovanjem moguće izvesti kako 
tačne, tako i netačne zaključke. Pretpostavimo, na primjer, da je 1=2 (netačna 
pretpostavka). Dodavanjem broja 5 na obje strane ove jednakosti (ispravno 
rezonovanje) slijedi 6=7 (netačan zaključak), odnosno vrijedi (1=2)>(6=7). 
S druge strane, iz 1=2 ispravnim rezonovanjem slijedi 2=1, nakon čega 
sabiranjem posebno lijevih i posebno desnih strana (što je također ispravno 
rezonovanje) slijedi 3=3 (tačan zaključak). Dakle, imamo (1=2)>(3=3). 
Štaviše, može se pokazati da se iz netačne pretpostavke može izvesti bilo kakav 
zaključak (čuveni logičar B. Russell ' je, na jednom svom predavanju, na zahtjev 
jednog od svojih studenata, iz pretpostavke da je 1 =2 ispravnim rezonovanjem 
izveo zaključak da je on Papa). Filozofija također poznaje pojam početne laži 
(grčki proton pseudos) koja predstavlja vješto zamaskiranu netačnu činjenicu, iZ 
koje se kasnije nizom ispravnih zaključivanja dolazi do netačnog zaključka, koji 
se pokušava slušaocu nametnuti kao ispravan. U skladu sa ovim, ukoliko 
prihvatimo da matematička logika odražava principe ispravnog zaključivanja, 
moramo rečenice koje imaju formu implikacije A =B prihvatiti kao tačne kad 
god je iskaz A netačan, bez obzira na tačnost iskaza B. Iskazi takvog oblika 
(poput već navedenog primjera "Svi ružičasti slonovi imaju 5 pari očiju") 
nazivaju se bezizražajno tačni (engl. vacuously true), što odražava činjenicu da 
se iz njih, mada su formalno tačni, ne može zaključiti ništa korisno. 


Treba reći i da postoje alternativne matematičke logike, poput relevantne 
logike (engl. relevance logic) koje pokušavaju da uklone bezsadržajno tačne 
iskaze, na način da postavljaju stroga ograničenja pod kojim je od dva iskaza A i 
B uopće moguće formirati implikaciju A =B. Ipak, takve alternativne logike 
nisu široko prihvaćene i više su u domenu matematičke filozofije nego u domenu 
klasične matematike. Naime, u njima se o istinitosti implikacije A = B ne može 
govoriti samo na osnovu istinitosti iskaza A i B, već je potrebno razmatrati i 
njihov sadržaj, što već ozbiljno zalazi u domen filozofije. 


! Bertrand Russell (1872—1970), britanski matematičar, filozof 1 historičar. Dobitnik Nobelove nagrade za 
književnost, istaknuti društveni aktivista. U svom djelu "Principia Mathematica" koje je napisao sa svojim 
profesorom Alfredom Whiteheadom pokušao je matematičke istine i zakone izvesti iz aksioma i pravila logike. 
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U klasičnoj matematskoj logici, istinitost složenih iskaza poput A vB, 
A=B itd. ne zavisi od same formulacije iskaza A i B, nego samo od istinitosti 
iskaza A i B. Stoga, možemo formirati sljedeću tablicu, koja prikazuje istinitost 
složenih iskaza u zavisnosti od istinitosti iskaza od kojih su oformljeni: 


T(A) |T(B) | TA) |WAAB) | AvB) TAVB) uA=>B) |A €B) 


=||- |H 
=|- |=- 
-l-i 
=|- |H- 
=| =| xl} 
=|=- 
a n a 
i i ia a. 


S obzirom na ovu činjenicu, u praktičnom radu sa logikom iskaza često se, 
radi jednostavnije simbolike, ne pravi razlika između samog iskaza i njegove 
istinitosne vrijednosti, tako da se, zavisno od konteksta, A može tumačiti i kao 
iskaz i kao njegova istinitosna vrijednost. U tom smislu, simboli “T” i “1” 
mogu se koristiti kao sinonim za ma kakav istiniti odnosno neistiniti iskaz, a 
simboli za iskaze poput A, B, C itd. mogu se posmatrati i kao promjenljive koje 
mogu uzimati samo vrijednosti “T” odnosno “1”. 


Strogo uzevši, u matematičkoj logici, simboli poput A, B, C itd. uvijek 
predstavljaju neke konkretne iskaze, koji imaju konkretnu istinitosnu vrijednost 
“T” odnosno “L” i konkretan sadržaj (interpretaciju). Po potrebi je moguće 
uvesti i promjenljive logike iskaza (recimo, X, Y itd.) koje po potrebi mogu 
predstavljati zamjenu za proizvoljan iskaz (bilo tačan, bilo netačan). Drugim 
riječima, to su promjenljive koje mogu sadržavati iskaze. Promjenljive logike 
iskaza omogućavaju formiranje formula čija istinitost ovisi od istinitosti 
pojedinih promjenljivih koje u njima učestvuju. Onog trenutka kada prestanemo 
razmišljati o značenju pojedinih formula u kojima učestvuju promjenljive logike 
iskaza nego samo o tome kakva je njihova istinitost u ovisnosti od istinitosti 
njihovih sastavnih dijelova, prestajemo govoriti o logici iskaza nego prelazimo u 
domen iskazne algebre (tj. formalnog računa sa istinitosnim vrijednostima), 
koja se još naziva i logička algebra. U nastavku izlaganja, radi jednostavnosti, 
nećemo pretjerano insistirati na pravljenju razlike između logike iskaza i iskazne 
algebre, s obzirom da je ta razlika više interpretativne nego suštinske prirode. Iz 
istog razloga, nećemo insistirati na upotrebi različitih simbola za konkretne 
iskaze i iskazne promjenljive, nego ćemo i za jedno i za drugo prosto koristiti 
slova abecede poput A, B, C, itd. a eventualna razlika će biti jasna iz konteksta. 
Isto tako, u većini izlaganja koja slijede, iskazi će prosto biti poistovjećeni sa 
njihovom istinitosnom vrijednosti. 


1.3 Izrazi logike iskaza (iskazne algebre) 


Izrazi logike iskaza (odnosno iskazne algebre) predstavljaju smislene formule 
obrazovane od individualnih iskaza, konstanti logike iskaza (“T” i “1%, 
promjenljivih logike iskaza i operacija nad iskazima. Preciznije, izrazi logike 
iskaza definirani su sljedećim pravilima: 


11 


1. Individualni iskazi, te konstante i promjenljive logike iskaza jesu izrazi; 

2. Ako su A i B izrazi, onda su i formule (HA), (A ^ B), (A vB), (Ay B), 
(A => B)i (A & B) također izrazi; 

3. Niti jedna formula koja se ne može dobiti konačnom primjenom pravila 
1. i 2. nije izraz. 


Na primjer, formula (Av(=B)) > ((A A B) v ©)) jeste izraz (provjerite sami 
kako se ona izvodi konačnim brojem primjene pravila 1. i 2.), dok formula 
(AA Đ(B Đ)-A VVC)) nije izraz. 


Ukoliko se ograničimo samo na iskaznu algebru, tada nije dozvoljeno da 
izrazi logike iskaza sadrže individualne iskaze, već samo konstante i promjenljive 
logike iskaza. Recimo, izraz ((15€ N)^ (15> 10)) jeste izraz sa aspekta logike 
iskaza, ali ne spada u korektne izraze iskazne algebre. 


Radi pojednostavljenja pisanja izraza, definiraju se prioriteti operacija, tako 
da se, u slučaju izostavljanja zagrada prvo izvršavaju operacije većeg prioriteta. 
Negacija ima najveći prioritet, a zatim slijede konjunkcija, disjunkcija i 
ekskluzivna disjunkcija (obje imaju jednak prioritet), implikacija i, na kraju, 
ekvivalencija. Tako se, na primjer, izraz A VB AC interpretira kao (AV(BAC)), 
s obzirom na veći prioritet konjunkcije u odnosu na disjunkciju. Zagrade se 
mogu izostaviti iz bilo kojeg dijela izraza pod uvjetom da njihovo izostavljanje 
ne mijenja interpretaciju izraza u odnosu na usvojene prioritete operacija. Tako 
se izraz (Av(=B)) > ((AAB)vC)) može skraćeno napisati bez ijedne zagrade 
kao AV=B > AABVC. S druge strane, zagrade u izrazu (A VB)AC ne smiju 
se izostaviti, s obzirom da bi njihovo izostavljanje promijenilo njegovu 
interpretaciju, u skladu sa ranije izloženim primjerom. Naravno, zadržavanje 
suvišnih zagrada nije neispravno i ponekad može osjetno poboljšati jasnoću i 
čitljivost izraza. 


Pisanje izraza logike iskaza može se i dalje pojednostaviti. Po konvenciji 
(koja će dobiti svoje opravdanje kada budemo razmatrali prekidačku algebru), 
konjunkcija AAB iskaznih promjenljivih A i B može se skraćeno pisati kao 
produkt AB. U slučaju kada su A i B izrazi iskazne algebre, možemo također 
koristiti produktni zapis u obliku (A)(B). Napomenimo da se ovakav način 
pisanja smije koristiti samo kada su A i B iskazne promjenljive ili izrazi iskazne 
algebre, a ne neki proizvoljno formirani iskazi. Na primjer, činjenicu da je 15 
cijeli broj veći od 10, uvijek moramo pisati kao (15€ N)A(15> 10), ili, bez 
zagrada, prosto kao 15€ NA 159 10 (s obzirom da se po konvenciji smatra da 
operacije logike iskaza imaju niži prioritet od svih drugih matematičkih 
operacija), a ne nipošto kao produkt (15 € N) (15 > 10). 


U skladu sa uvedenim konvencijama, izraz poput A v ~B > A AB v C može 
se kraće (i preglednije) napisati kao Av=B > AB vC. Pored toga, negacija 
promjenljive ili izraza A često se obilježava sa A (bez ikakvih zagrada), što 
često može značajno poboljšati čitljivost izraza i skratiti njegovu dužinu. 
Razmotrimo, na primjer, izraz 


(((A A=B)v=(CA (XA VB)))V(CA GA v BAO) 


Uvođenjem konvencije o prioritetima logičkih operacija (koja omogućava 
ispuštanje pojedinih zagrada), te skraćenog obilježavanja konjunkcije i negacije, 
izraz dobija znatno jasniju i pregledniju formu: 


(ABv C(AvB))v CA v BC 


Ovakvo skraćeno obilježavanje koristi se pretežno u iskaznoj algebri, dok se 
rijetko susreće u općoj logici iskaza. 


1.4 Tablice istine 


Jedan od načina da se utvrdi istinitost složenog iskaza koji odgovara nekom 
izrazu iskazne algebre u zavisnosti od istinitosti njegovih komponenti je 
formiranje tablica istine (odnosno kombinacionih tablica). Tablica istine 
predstavlja tablicu koja prikazuje istinitost iskaza za sve moguće kombinacije 
vrijednosti istinitosti promjenljivih logike iskaza koje u njemu figuriraju (te 
kombinacije nazivaju se interpretacije izraza iskazne algebre). Da bismo 
formirali tablicu istine za neki izraz, prvo formiramo onoliko kolona koliko ima 
promjenljivih koje figuriraju u izrazu i njihove vrijednosti u kolonama tablice 
popunimo tako da posljednja (krajnja desna) promjenljiva mijenja svoju 
vrijednost u svakom redu tablice, sljedeća promjenljiva (gledano zdesna na 
lijevo) mijenja svoju vrijednost svaka dva reda, sljedeća svaka četiri reda, i tako 
dalje. Nakon toga se, koristeći tabele istine za pojedine operacije, vrši dodavanje 
novih kolona, pri čemu se prvo određuju vrijednosti manjih podizraza unutar 
izraza, nakon čega se postupno prelazi na formiranje vrijednosti sve većih i 
većih podizraza, dok se na kraju ne formira vrijednost čitavog izraza. Postupak 
ćemo ilustrirati na nekoliko primjera. 


> Primjer: Formirati tabelu istine za izraz I = A v B > AB vC. 


U skladu sa gore opisanim postupkom za formiranje tablice istine, svi koraci 
pri formiranju tabele istine za ovaj izraz vidljivi su u sljedećoj, proširenoj tabeli: 


AÍBÍCÍB| AvB |AB \ABVC| I 
MIRE DETE TI: E Bik 
LILTITI T IL T T 
TE EA CE L ÍT 
TITEI sb ML T T 
TLILITI T I1 L IL 
TILITITI T fL T T 
TITILL T IT T T 
TIT Tja T (T T T 


> Primjer: Formirati tablicu istine za izraz I = (AB vC (A vB)vCAv BC. 


Radi glomaznosti, tablicu istine za ovaj izraz ćemo formirati u dvije etape (s 
obzirom da u suprotnom sve neophodne kolone tablice ne bi mogle po širini stati 
na stranicu): 


A|BÍCÍB | AB |A | AvB |C(AvB) | C(AvB) | BC | Av BC | Av BC 
LILILITI 1 T| T L T mn T 
LILITITI LIT) T T mm T) T L 
LT L LIT T mi T Ld T 
LITITILI L IT| T T È KAT T 
TILA KELE Nel L L T NOT L 
TLITIT TILL JE T T| T i 
TITILL LIL] T iji T LT L 
TITITILI LILI T T aje 1l T L 

A|B |C] ABVC(AVB) |CAvBC | I 

ilula T 1 IT 

111[T nE i NE 

TUE T E, IE 

ETIT iji T |T 

TILIL T LIT 

TJ T FR izr 

TITE T 1 T 

TITT m l fL 


> Primjer: Formirati tabelu istine za izraz I = (A v B) v C 


Na isti način kao i u prethodnim slučajevima imamo: 


A|BICIAvB|C|I 
CRES aii s s 
LILIT) L Lf 
LITLI T {TIT 
LT T) T LIT 
TILIL] T NET 
TLITI T LIT 
T{T|{L}{ 1 JTT 
TÍTT) U PE 


Posljednja dva primjera su veoma ilustrativni, jer pokazuju da dva posve 
različita izraza mogu imati iste tablice istine. Zbog toga uvodimo definiciju da 
su dva izraza X i Y logike iskaza logički ekvivalentna ili istoznačna ukoliko im 
odgovaraju iste tablice istine, odnosno ukoliko za sve kombinacije tačnosti 
njihovih komponenti dobijaju iste vrijednosti. U izlaganjima koja slijede, slovima 
poput X, Y i Z ćemo obično označavati simbole (promjenljive) koji mogu 
reprezentirati čitave izraze, a ne samo pojedinačne iskaze, za koje ćemo koristiti 
slova poput A, B, C itd. Takvi promjenljivi simboli koji služe kao zamjena za 
proizvoljne izraze iskazne algebre nazivamo metapromjenljive ili metavarijable. 


Za dva ekvivalentna izraza X i Y pišemo X =Y (ili, ponekad, X = Y). Treba 
razlikovati zapise X=Y i X<Y. Zapis X =Y je tvrđenje da su izrazi X i Y 
logički ekvivalentni i taj zapis nije izraz logike iskaza, s obzirom da znak “=" ne 
predstavlja operaciju logike iskaza. Tačnost ovakvih tvrđenja se ne provjerava, 
nego se ona prihvaćaju kao tačna (tj. ne izriču se uopće ukoliko ne garantiramo 
njihovu istinitost). U tom smislu, zapis X = Y izriče izvjesno istinito tvrđenje o 
samim iskazima X i Y. Takva tvrđenja često se nazivaju meta-iskazi (iskazi o 
iskazima). S druge strane, zapis X &> Y predstavlja novi iskaz formiran od iskaza 
X i Y, koji može biti kako tačan, tako i netačan (on je tačan onda i samo onda 
ukoliko su iskazi X i Y istovremeno ili tačni ili netačni). 


Treba obratiti pažnju da u logici iskaza tvrdnja X = Y ne znači da su X i Y 
isti iskazi, nego samo da im je ista istinitost (u tome i jeste svrha simbola “=”, 
koji bi trebao da istakne da se ne radi o jednakosti nego samo o logičkoj 
ekvivalentnosti). Na primjer, neka je A (otvoreni) iskaz “Broj x je prost broj", 
dok je B iskaz “Broj x je prirodan broj“. Mada vrijedi A >B = ~B >—A kakva 
god da je istinitost izkaza A i B (što je lako utvrditi pomoću tablica istine), iskazi 
A>Bi-=B>->A nisu isti iskaz (tj. ne tvrde istu stvar). Naime, iskaz A SB 
glasi “Ako je x prost broj, onda je x prirodan broj”, dok iskaz ~B >—A glasi 
“Ako x nije prirodan broj, onda x nije prost broj“. S druge strane, u iskaznoj 
algebri, u kojoj zanemarujemo razliku između sadržaja iskaza i njegove 
istinitosne vrijednosti, možemo tvrditi da logička ekvivalencija dva iskaza zaista 
znači i njihovu jednakost. Stoga, nećemo insistirati na upotrebi znaka "=", nego 
ćemo se zadovoljiti upotrebom znaka obične jednakosti. 


Jasno je da tablica istine za izraz logike iskaza koji zavisi od n promjenljivih 
mora imati 2" redova da bi se pokrile sve kombinacije istinitosti pojedinih 
promjenljivih. Odatle slijedi da su tablice istine prihvatljiv način opisivanja 
samo onih izraza logike iskaza koji zavise od manjeg broja promjenljivih. 


1.5 Osnovni zakoni logike iskaza i iskazne algebre 
Kao i svaka oblast matematike, tako i logika iskaza i iskazna algebra imaju 
svoje zakone odnosno pravila. Ova pravila nam mogu poslužiti da ispitamo da li 


su dva izraza logički ekvivalentna, ili da svedemo neki logički izraz na drugi, 
ekvivalentni (recimo, jednostavniji) oblik. U nastavku ćemo navesti najvažnija 
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pravila logike iskaza odnosno iskazne algebre koja se odnose na tri osnovne 
logičke operacije (negaciju, konjunkciju i disjunkciju). Konjunkciju ćemo 
označavati kao produkt u slučajevima kada to ne unosi zabunu, dok ćemo u 
ostalim slučajevima eksplicitno koristiti znak "A" za konjunkciju. Negaciju 
ćemo označavati nadvlačenjem, u skladu sa skraćenom konvencijom. 


[1] 
[2] 
[3] 
[4] 
[5] 


[6] 


[7] 
[8] 
[9] 


[10] 
[11] 
[12] 


[13] 
[14] 
[15] 
[16] 
[17] 
[18] 
[19] 
[20] 
[21] 


XY=YX 
XvY=YvX 
X(YZ)=(XY)Z 
XVvV(YvZ)=(XVY)vZ 
X(YvZ)=XYvXZ 


XvYZ=(XvY)(Xv7) 


XX=1 

XvX=T 
XAT=X 
Xvl=X 
XAL=L 
XvT=T 


XAXA AX =X 
XvXv ..-VX=X 


Zakon komutativnosti za konjunkciju 
Zakon komutativnosti za disjunkciju 
Zakon asocijativnosti za konjunkciju 
Zakon asocijativnosti za disjunkciju 
Zakon distributivnosti konjunkcije u 
odnosu na disjunkciju 

Zakon distributivnosti disjunkcije u 
odnosu na konjunkciju 

Zakon konzistentnosti (neprotivrječnosti) 
Zakon isključenja trećeg 

Pravilo o T kao neutralnom elementu za 
konjunkciju 

Pravilo o L kao neutralnom elementu za 
disjunkciju 

Pravilo o L kao apsorbirajućem elementu 
za konjunkciju 

Pravilo o T kao apsorbirajućem elementu 
za disjunkciju 

Zakon idempotentnosti za konjunkciju 
Zakon idempotentnosti za disjunkciju 
Pravilo dvostruke negacije 

Pravilo potpunog sažimanja 

Zakon apsorpcije za konjunkciju 

Zakon apsorpcije za disjunkciju 

Prva De Morganova teorema 

Druga De Morganova teorema 

Pravilo neutraliziranja negacije 


Navedimo još nekoliko interesantnih pravila koje povezuju ekskluzivnu 
disjunkciju, implikaciju i ekvivalenciju sa negacijom, konjunkcijom i (običnom) 


disjunkcijom: 
[22] XvY=XYvXY 
[23] X>YyY=Xvy__ 
24] X>Y=XYvXY 
(25) XvYyY=X&Y 


Eliminacija ekskluzivne disjunkcije 
Eliminacija implikacije 
Eliminacija ekvivalencije 
Negacija ekskluzivne disjunkcije 


I Augustus De Morgan (1806-1871), britanski matematičar. Poznat po formulaciji De Morganovih teorema i 
uvođenju pojma matematičke indukcije. 


Primijetimo da iz pravila [22], [23] i [24] slijedi da se svaki logički izraz 
koji sadrži operacije ekskluzivne disjunkcije, implikacije i ekvivalencije može 
napisati u ekvivalentnom obliku koji ne sadrži ove operacije, nego samo 
operacije negacije, konjunkcije i disjunkcije. 


Valjanost svih navedenih pravila moguće je lako dokazati uz pomoć tablica 
istine, što je poželjno uraditi kao vježbu. Međutim, mnoga od navedenih pravila 
mogu se dokazati čisto algebarski, svođenjem na jednostavnija pravila. Tako je, 
na primjer, veoma važno pravilo potpunog sažimanja [16] moguće jednostavno 
dokazati pozivajući se na jednostavnija pravila [5], [8] i [9] (radi lakšeg 
snalaženja, u zagradama iznad znaka jednakosti prikazani su brojevi 
primijenjenih pravila u odgovarajućem koraku): 

— 6) — (8) (9) 
XYv XY =X(YVY) = XAT= X 


Slično, zakon apsorpcije (pravilo (181) može se dokazati pozivajući se na pravila 
[2], [5], [9] i [12]: 


(9) (5) 2) (12) (9) 
XVXY=XTVXY=X(TVY) = X(YVT) = XAT=X 


Interesantno je primijetiti da se i same tablice istine osnovnih logičkih 
operacija mogu “dokazati? pozivajući se na navedena pravila. Pokažimo, na 
primjer, da tablica istine za disjunkciju mora biti onakva kakvu smo je prikazali 
na početku. Po pravilu [10] vrijedi Xv L= X, na osnovu čega je, uvrstimo li 
X=liX=T respektivno, LvL=LiTvl=T, dok po pravilu [12] vrijedi 
XvT=T,na osnovu čega je LvT=TiTVvT =T. Na ovaj način smo “dokazali” 
valjanost tablice istine za disjunkciju, koristeći samo pravila logike iskaza. 
Slično je moguće dokazati valjanost tablica istine za konjunkciju i negaciju. 


1.6 Aksiomi iskazne algebre 


Mogućnost da se valjanost raznih pravila iskazne algebre pa čak i valjanost 
samih tablica istine može dokazati pozivajući se na neka druga pravila, daje 
povoda da se određeni broj pravila proglasi elementarnim činjenicama iskazne 
algebre, koje se prihvataju bez dokaza i na kojima se dalje zasnivaju sva druga 
pravila i čitava iskazna algebra. Ova pravila nazivaju se aksiomi iskazne algebre 
(vrijedi napomenuti da se apstrakcijom ovih aksioma dolazi do pojma Booleove 
algebre, o kojoj ćemo govoriti kasnije). Za aksiome ma kakve matematske teorije 
postavljaju se uvjeti da budu što je god moguće jednostavniji i da ne budu ovisni 
jedan od drugih (tj. niti jedan aksiom ne bi smio da bude dokaziv preko ostalih, 
jer bi se u suprotnom radilo o teoremi, a ne o aksiomu). Stoga je jasno da iste 
zahtjeve trebamo poštovati i pri izboru aksioma iskazne algebre. 


Izbor pravila koja će biti uzeta za aksiome iskazne algebre nije jednoznačan, 
tako da razni autori uzimaju različitu skupinu pravila za aksiome iskazne 
algebre. Ipak, klasični izbor je da se za aksiome iskazne algebre uzmu pravila 
[1]- [10]. Zaista, ova pravila su posve elementarna, međusobno su neovisna i 


omogućavaju dokazivanje svih ostalih pravila pomoću njih. Na primjer, već smo 
dokazali pravilo [16] oslanjajući se samo na pravila koja tvore aksiome iskazne 
algebre, dok smo pravilo [18] dokazali pozivajući se i na pravilo [12] koje nije 
aksiom iskazne algebre. Međutim, pravilo [12] se također lako može dokazati 
oslanjajući se samo na aksiome iskazne algebre (iskoristite ovo da dokažete 
pravilo [18] koristeći samo aksiome iskazne algebre): 


Krke net = (KVT)X(XVX) =XV(TAX)= 
ERA KIK a 


Pravila [13], [14], [17] i [21] također je sasvim lako dokazati polazeći od 
aksioma iskazne algebre (uradite ovo za vježbu). Nešto je teže dokazati pravilo 
dvostruke negacije i De Morganove teoreme, zahtijevamo li da se pri tome 
koriste isključivo aksiome iskazne algebre, odnosno pravila [1]—[10]. Na 
primjer, pravilo dvostruke negacije [15] moguće je dokazati preko aksioma [1], 
[5], [7], [8] i [9], recimo na sljedeći način: 


(9) — (8) — _ 6) = == (lb) —= (7) 
XAT= X(XvX)= XXVXX = Xxvxx, = 


= (1) (5) 
=XXv L= XXVXX = SANA = X(XvX) = = 
XVX XATO X 


Il 


Dokaz De Morganovih teorema primjenom isključivo aksioma iskazne 
algebre je izuzetno glomazan. Ovdje ćemo kao ilustraciju navesti direktni dokaz 
prve De Morganove teoreme (pravila [19]), koji je interesantan jer se u njemu 
višestruko koriste gotovo svi aksiomi iskazne algebre (dokaz je izveo autor ovog 
udžbenika, bez garancije da možda ne postoji i kraći direktni dokaz): 


= (== (9) 
XY KYAT- XYA(XVX)= XYA(XVX)= 


= XYA(XV(KAT)) = XYA(XV(TAX))= 
=XYA(XvT)(XvxX))= = XYA(KVTJAT) = 
=XY(XVT) = = XY(XyYvY) = = XY(YVXVY) a 
-XY(YATvXvY) = = XY(Y(XVX)VXVY) = 
=XY(YXvYX IKI =  XYKYVXYVXVY)= 
= = XY(XYvXYV(XAT)VY) = = ' XYXYVXYvVDVÝ) 2 
-XYXYVX(YV Da Dv Ý) XYAYVX(YVDYvVÝ) vY) = 
= XYXYvVXY VTAT) vY) XYXYVXY YAD) vY) 
XYXYVvXvY)vY)= E XYXYV(XAT)YY) = 
=XY(XYvX vY)= XY XYXYv XY(XvY) = = 


=XYXY V(XVY)XY = LIVZVVI XY = 

=XX V(XVY)XY = X(XvDv(XVY)XY = 
=X(LVX)V(XVY)XY ADVI V(XVY)XY = 2 
=(XAL)VLVYV(XVY)XY = (KADV(XVY)XY = 


(10) (2) 
=XYYv(XvY)XYy = -XYYY(XVY)XYv1l= = 
==>) (10) 
-ZIVXYYv(ZvY)XY = -YYVXYYv(XVY)XY = 
=) 
=Y(YVLDVXYYv(RVY)XY = YUAVY)vXYYY(XVY)XY = 


=(YALDVYYVXYYv(XVY)XY = 
(10) (7) 
=(YADVIVXYYV(XVY)XY = (YADYXYYv(XvY)XY = = 
(1) 
=YXXvXYYv(XvY)XY = XYXvXYYv(XvY)XY = 
(DD) — (5) 


=XY(XVY)V(XVY)XY =(XVY)XYY(XVY)XY = = 
-(XVÝXXYVXY)= (RKVYATE Sr 


Dokaz De Morganovih teorema je moguće izvesti mnogo kraće ukoliko se 
za dokazivanje koriste i druga svojstva a ne isključivo aksiomi, ili indirektnim 
putem uz prethodno dokazivanje nekih pomoćnih rezultata. Međutim, ovaj dokaz 
svakako ne treba pamtiti — on je prikazan čisto kao ilustracija primjene pravila 
iskazne algebre na transformacije logičkih izraza iz jednog oblika u drugi. Ne 
treba se zavaravati činjenicom da se De Morganove teoreme mogu na prvi 
pogled trivijalno “dokazati” pomoću tablica istine. Naime, kasnije ćemo uvidjeti 
da upravo činjenica da su one dokazive čisto formalnim putem samo na osnovu 
aksioma iskazne algebre čini važnu osnovu za razumijevanje formalnog zasnivanja 
Booleove algebre. 


Kao što je već rečeno, od aksioma ma koje aksiomatski zasnovane 
matematičke teorije se traži da budu međusobno nezavisni, odnosno niti jedan 
aksiom ne bi smio biti dokaziv pomoću ostalih aksioma (u suprotnom, to ne bi 
bio aksiom, nego teorema). Međutim, u praksi se često odstupa od ovog zahtjeva, 
tako da se često zadaju skupovi aksioma koji nisu međusobno nezavisni. Razlozi 
za ovo su čisto praktične prirode, jer bogatiji skup aksioma olakšava dokazivanje 
teorema. Tako se u literaturi veoma često u aksiome iskazne algebre ubrajaju i 
pravila [11] 1 [12], zatim pravilo dvostruke negacije [15], pa čak i De Morganove 
teoreme, iako je jasno da oni, strogo posmatrano, nisu aksiomi nego teoreme 
(samo ime De Morganovih teorema trebalo bi ukazivati na tu činjenicu). 


Interesantno je da skup aksioma [1]—[10] nije najmanji skup aksioma koji 
opisuju iskaznu algebru. Naime, McCune' je 1997. godine dokazao (uz pomoć 


! William McCune (1953—), američki naučnik, poznat po radovima u teorijskoj kompjuterskoj nauci, a 
posebno na polju automatiziranih načina rasuđivanja i dokazivanja teorema. 
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računara) da su sva pravila iskazne algebre dokaziva iz zakona komutativnosti i 
asocijativnosti za jednu od operacija logike iskaza, recimo za disjunkciju 
(pravila [2] i [4]), jedne od De Morganovih teorema (recimo, pravila (191) i tzv. 
Robbinsovog' aksioma koji glasi 


XvYvXvY=xX 


Stoga se čitava iskazna algebra načelno može zasnovati na svega četiri pravila, 
iz kojih su izvodljiva sva ostala (ovo vrijedi ne samo za algebru iskaza, nego i za 
mnogo općenitiju Booleovu algebru, za koju je iskazna algebra samo jedan njen 
specijalan slučaj). Ipak, smanjenje broja aksioma skupo se plaća osjetnim 
povećanjem njihove složenosti. Zaista, Robbinsov aksiom je bitno složeniji od 
ranije navedenih pravila logičke algebre i izuzetno je teško dokazati da ta pravila 
zaista slijede iz njega (pogotovo pravila o neutralnom elementu). U suštini, u 
ovako zasnovanom sistemu aksioma uopće se eksplicitno i ne spominje pojam 
neutralnog elementa, tako da bi zapravo trebalo dokazati da ovi aksiomi povlače 
postojanje elemenata koji se ponašaju kao neutralni elementi, a upravo se to 
pokazalo kao veoma problematično. S obzirom da je ova činjenica navedena 
čisto kao kuriozitet, o tome se ne treba previše brinuti. 


1.7 Transformacije logičkih izraza 


Dva ekvivalentna logička izraza uvijek se mogu svesti jedan na drugi 
primjenom konačno mnogo transformacija izraženih pravilima iskazne algebre. 
Naročito su upotrebljiva pravila [19] i [20] (De Morganove teoreme), jer 
omogućavaju efikasnu negaciju složenih izraza koji sadrže konjunkcije i 
disjunkcije, što ćemo kasnije demonstrirati. Bitno je napomenuti da se logički 
izrazi često mogu svesti na znatno jednostavniji oblik u odnosu na njihov 
polazni oblik, kao što se može vidjeti iz primjera koji slijede. 


> Primjer: Svesti izraz (AB v C(A vB)vCAv BC na što je god moguće 
jednostavniji ekvivalentni oblik primjenom zakona iskazne algebre. 


U prikazanom postupku, koristi se veliki broj pravila iskazne algebre. U 
ovom primjeru su ponovo, radi lakšeg snalaženja, u zagradama iznad znaka 
jednakosti prikazani brojevi pravila koja su primijenjena u svakom od koraka 
transformacije (u svakom od koraka primijeneno je samo jedno pravilo): 


(ABVC(AVB))VCAVBC > ABvC(AvB)vCAvBC 2 
= ABvCvAvBvCAvBC O ABVGOVAVBVCABC = 
S ARUGVABUGABO ABV CAPV ARE 
SABVABUCUĆABE > ABVOVCARO = 


! Herbert Robbins (1915-2001), američki matematičar i statističar. Bavio se topologijom, statistikom, teorijom 
mjere, ali i nizom drugih oblasti matematike. 
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= (15) (5) 
=ABvCvCA(BvC) = ABvCvCA(BvC) 


(21) (D 
=ABvCvCABvCAC = ABvCvABv CAC = 
ne ==. 022 — an 
=ABvCvABvACC = ABVCVABV(A AL) = 
= MO =. it a O 2. =D) 
=ABvCvABvl= ABvCvAB = ABvABvC = (AvB)vC 


1 


Vidimo da smo došli do istog zaključka o ekvivalentnosti polaznog i 
dobijenog izraza do kojeg smo došli i ranije, korištenjem tablica istine. 
Pronalaženje najjednostavnijeg logičkog izraza koji je ekvivalentan polaznom 
logičkom izrazu naziva se minimizacija logičkog izraza. Postupak minimizacije 
spada u najvažnije postupke iskazne algebre, koji u općem slučaju nije nimalo 
jednostavan, kao što ćemo uskoro uvidjeti. 


Jedna od mogućih primjena minimizacija logičkih izraza je, između ostalog, 
uprošćavanje iskaza koji su iskazani na konfuzan i uvijen način, kao što se može 
vidjeti iz sljedećeg primjera. 


> Primjer: Meteorološka prognoza je glasila ovako (citirano): “Sutra može biti 
vjetrovito, a može biti i padavina, pri čemu može padati kiša ili snijeg. 
Ukoliko istovremeno bude vjetrovito i kišovito, tada će padati i snijeg. 
Međutim, ukoliko snijeg ne bude padao, biće vjetrovito, ali kiše neće biti". 
Uprostiti ovu konfuznu izjavu i prilagodite je ušima prosječnog slušaoca. 


Da bismo uprostili iskaz kojim je iskazana ova vremenska prognoza, 
uvedimo oznake A, B i C kojima ćemo respektivno označiti iskaze “Biće 
vjetrovito“, “Padaće kiša" i “Padaće snijeg”. Tvrdnju “Sutra može biti vjetrovito, 
a može biti i padavina, pri čemu može padati kiša ili snijeg" tada možemo 
zapisati kao Av Bv C. Slično, tvrdnju “Ukoliko istovremeno bude vjetrovito i 
kišovito, tada će padati i snijeg? možemo zapisati kao (A ^ B) > C, dok tvrdnju 
“Ukoliko snijeg ne bude padao, biće vjetrovito, ali kiše neće biti" možemo 
zapisati kao C>(A AB). Stoga kompletan tekst prognoze možemo zapisati u 
sljedećem obliku: 


(AVBvC)A(AAB)>C)A(C>(AAB)) 


Ostaje samo da minimiziramo ovaj izraz, što u ovom konkretnom primjeru 
nije osobit problem: 


(AVBvC)AQ(AAB)>C)A(C>(AAB)) = 
= (AVBVO)(A ABVC)(CVAB) = (AvBvC)(AvBvC)(CvAB) = 
= (AAvABvACvABvBBvBCvACvBCvCC)(Cv AB) = 
= (ABvACvABvBCvACvBCvC)(CvAB) = 
= (ABvABvC)(CvAB) =ABCvABCvCCvAABBvAABBVvABC = 
=ABCvABCvCvABvABC =ABvC 
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Dakle, tekst prognoze je ekvivalentan iskazu AB v C, što verbalno iskazano 
glasi “Biće vjetrovito bez kiše, ili će padati snijeg”. Ovaj iskaz je svakako znatno 


Primjer: Pojednostaviti logički izraz AB v BC v AC. 


Rješenja koja se prirodno nameću su "izvlačenje" zajedničkog faktora A iz 
prvog i trećeg člana ili zajedničkog faktora C iz drugog i trećeg člana, čime 
možemo dobiti izraze A(BVC)vBC odnosno ABVv(AVB)C, koji nisu 
gotovo ništa jednostavniji od polaznog izraza, a ne mogu se dalje transformirati 
ni na kakav očigledan način. Međutim, pravi put ka minimizaciji ovog izraza 
mnogo je manje očigledan, kako slijedi iz prikazanog niza transformacija: 


ABvBCvAC =ABvBCvAC(BvB) = AB v BC v ACB v ACB = 
= A(B v B©) v B(C v CA) = AB v BC 


> Primjer: Pojednostaviti logički izraz ABC v (A v B v ©)D. 


Ovaj primjer je još interesantniji, s obzirom da je potreban priličan broj 
nimalo očiglednih transformacija prije nego što se pokaže da je promjenljiva B 
unutar zagrade zapravo suvišna: 


ABCv (Av Bv C)D = ABCVADVBDVOD = 
= ABC v AD v BD (Cv ©) v CD = ABC v AD v BCD v (BCD v CD) = 
= ABCv AD v BCD v CD =ABCvADvBCD(AvA)v CD = 
= ABC v AD v ABCD v ABCD v CD = 
= (ABC v ABCD) v (AD v ABCD) v CD= ABC v AD v CD = 
=ABCv (A v OD 


Izloženi primjeri su već sasvim dovoljni da se zaključi da minimizacija 
logičkih izraza korištenjem samo zakona logike iskaza često nije nimalo 
jednostavan postupak, s obzirom da ne postoje nikakve jasne preporuke koje bi 
ukazivale kada treba upotrijebiti koje pravilo. Uskoro ćemo vidjeti da za istu 


eyn eie 


1.8* Tautologije i matematički način zaključivanja 


Za logički izraz kažemo da je tautologija ili identički istinit ukoliko je on 
tačan (tj. ukoliko je njegova vrijednost konstanta “T”) bez obzira na vrijednosti 
promjenljivih koje u njemu učestvuju. Tako je, ukoliko su X i Y ekvivalentni 
izrazi (tj. ukoliko je X = Y), iskaz X & Y tautologija. Stoga su, na primjer, izrazi 
AVB&BVvA i ABvABe&A tautologije. Vrijedi i obrnuto, izrazi X i Y su 
ekvivalentni ukoliko je izraz X &> Y tautologija, tako da možemo reći da su dva 
izraza X i Y ekvivalentna ako i samo ako je izraz X X Y tautologija. Međutim, 
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razumije se da sve tautologije ne moraju nužno imati oblik X & Y. Na primjer, 
lako možemo provjeriti (bilo pomoću tablica istine, bilo korištenjem pravila 
logike iskaza) da je izraz AB v AB v A tautologija. 


Veoma je lako od postojećih tautologija formirati nove tautologije. Na 
primjer, neka je X bilo koja tautologija. Lako se zaključuje da ukoliko izvršimo 
zamjenu bilo koje promjenljive koja figurira unutar izraza X sa bilo kojim 
ispravnim izrazom logike iskaza (pri tome se podrazumijeva da sve pojave iste 
promjenljive zamjenjujemo istim izrazom), dobijamo izraz koji je ponovo 
tautologija. Očigledno, taj postupak možemo ponavljati unedogled i tako dobijati 
sve složenije i složenije tautologije. Kao posljedicu toga, zaključujemo i da 
tautologija ima beskonačno mnogo. 


Ukoliko je izraz X tautologija, to označavamo simbolom EX. Stoga, kada 
tvrdimo da je X = Y, to možemo zapisati i kao EX 2 Y. Tautologije u kojima se 
javljaju operacije implikacije i ekvivalencije igraju važnu ulogu u procesu 
matematičkog zaključivanja. Zbog toga se uvodi i posebna simbolika. Pišemo 
X EY ukoliko je izraz X= Y tautologija, odnosno X EY znači isto što 1 
F(X>V). Dalje, ukoliko je izraz XA XA... AX, > Y tautologija, pišemo 
X1,X2,... Xn FY. Napomenimo da simbol “ H” ima znatno složenije značenje u 
logici predikata (koja je, inače, bitno složenija od logike iskaza). Značaj 
tautologija je u tome što se njima izražava proces ispravnog logičkog 
rezonovanja, odnosno tvrdnja oblika X;, X2,...,X, F Y izražava da je izraz Y 
logička posljedica izraza X,, X>, ..., X,, odnosno da se dobija iz njih postupkom 
ispravnog logičkog rezonovaja. Stoga se, u tautologijama oblika X,, X3, ..., X, EY, 
izrazi X4, X3, ..., X, obično nazivaju hipoteze, a izraz Y zaključak. 


Bitno je naglasiti da principi logičkog rezonovanja ne ulaze u pitanje 
tačnosti hipoteza. Drugim riječima, tautologija oblika Xi, X23, ..., X, EY tvrdi da 
iz tačnosti hipoteza slijedi tačnost zaključka. O tome šta se dešava ukoliko 
hipoteze nisu tačne, ovaj iskaz ništa ne govori (to je posljedica načina kako se u 
logici iskaza tretira implikacija kod koje je pretpostavka netačna). 


> Primjer: Pretpostavimo da je dijete veselo ako se mama igra sa njim. 
Također, pretpostavimo da ako dijete nešto boli, onda nije veselo. Konačno, 
pretpostavimo da se mama igra sa djetetom. Pokazati formalnim putem da iz 
toga slijedi da dijete ništa ne boli. 


Da bismo riješili ovaj problem, označimo iskaze “Dijete je veselo", “Mama 
se igra sa djetetom" i “Dijete nešto boli“ sa A, B i C respektivno. Tvrdnja 
“Dijete je veselo ako se mama igra sa njim" može se iskazati kao B>A. 
Tvrdnja “Ako dijete nešto boli onda nije veselo" može se iskazati kao C >A. 
Treba pokazati da je negacija izraza C logička posljedica izrazaB>A,C>Ai 
B, odnosno da, formalno zapisano, vrijedi 


B>A,C>A,B FC 
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Ovo zapravo znači da je sljedeći izraz tautologija: 
(B>A)A(C>A)AB>C 


Da je ovaj izraz tautologija, pokazaćemo algebarskim postupkom, odnosno 
njegovim svođenjem na minimalni ekvivalentni oblik, za koji će se pokazati da 
je upravo konstanta "T"': 


(B>A)A(C>A)AB>C=(BVvAX(CvA)B>C = 
=(BCvABvACvAA)B>C =(BCvABvAC)B>C = 


=(BBCvABBvABC)>C =ABC>C =ABCvC=AvBvCvC = 
=AvBvT=T 


Ovim je pokazana ispravnost provedenog rezonovanja. 


Neke od poznatijih tautologija koje se koriste u procesu matematičkog 
zaključivanja su sljedeće: 
(X>Y)e(X>Y)aA(Y>X) 
X>YeYy=xX 
X>(Y>Xx) 
(X>(Y>27)o6((X>Y)>(X>7) 
XA(X>Y)>Y 
(X>Y)AY>X 
(XvVY)A(Yv7) > XvzZ 

X>YeXY>X 
X>YeXy>YyY 
X>YeXy>1 


66% 


Slično kao kod upotrebe simbola , treba praviti razliku između oznaka 
X>YiX FY. Dok implikacija X > Y predstavlja iskaz koji može biti kako 
tačan tako i netačan, zapis oblika X EX iskazuje da je implikacija X > Y tačna, 
odnosno tvrđenje oblika X EY se uopće ne iskazuje ukoliko implikacija X > Y 
nije tačna. U tom smislu simbol “ F”, slično simbolu “=”, također ne predstavlja 
logičku operaciju (oni spadaju u tzv. meta-logičke simbole). Kako je ovaj simbol 
interpretativne prirode, to se on nikada ne koristi u iskaznoj algebri, koja samo 
barata sa formalnim manipuliranjem logičkim izrazima, ne ulazeći u njihovu 
sadržajnu prirodu. 


Treba napomenuti da bez obzira na činjenicu da tautologije modeliraju 


ispravno logičko rezonovanje, sve tautologije nisu ipak u skladu sa intuitivnom 
interpretacijom šta je logično, a šta ne. Na primjer, lako je provjeriti da je izraz 
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(X>Y)v(Y=> X) tautologija. Međutim, pogledamo li šta ova tautologija 
zapravo tvrdi, vidjećemo da ona iskazuje da od dva proizvoljna iskaza X i Y, 
barem jedan od njih mora slijediti iz drugoga. Mora se priznati da ovo tvrđenje 
nije u skladu sa intuicijom. Ovaj problem uzrokovan je općim problemima koji 
se javljaju pri interpretaciji operacije implikacije, o kojima smo govorili ranije. 
Na sreću, ovakve "nelogične" tautologije ne predstavljaju nikakvu zapreku za 
njihovu primjenu u ispravnom matematičkom rezonovanju. 


Tautologija X > Y > Y > X predstavlja matematički zapis poznatog načina 
rezonovanja, po kojem se dokaz da iz tvrđenja X slijedi tvrđenje Y može izvesti 
tako što dokažemo da iz negacije tvrđenja Y slijedi negacija tvrđenja X. Na 
primjer, da bismo dokazali da iz diferencijabilnosti funkcije u nekoj tački slijedi 
postojanje njenih parcijalnih izvoda u toj tački, dovoljno je dokazati da iz 
nepostojanja makar jednog od parcijalnih izvoda u nekoj tački slijedi 
nediferencijabilnost funkcije u toj tački. Inače, iskaz definiran izrazom Y > X 
naziva se kontrapozicija iskaza definiranog izrazom X= Y, a dokazivanje 
tačnosti nekog iskaza korištenjem njegove kontrapozicije nazivamo dokaz po 
kontrapoziciji. Kontrapoziciju treba razlikovati od iskaza definiranog izrazom 
Y>X koji se naziva obrat iskaza definiranog izrazom X > Y i koji mu nije 
ekvivalentan, tako da izraz X > Y S Y > X nije tautologija, što je lako provjeriti 
pomoću tablica istine (na primjer, obrat maloprije navedenog iskaza tvrdi da iz 
postojanja parcijalnih izvoda u nekoj tački slijedi diferencijabilnost funkcije u 
toj tački, što je netačan iskaz). 


Tautologija X ^A (X => Y) > Y, koju možemo zapisati i kao X, X > Y EY, 
predstavlja matematički zapis načina rezonovanja koji je u logici poznat kao 
modus ponens. Ovo je način zaključivanja koji, na primjer, koristimo da iz 
činjenica “Damir je Zlatkov otac" (iskaz X) i “Ako je Damir Zlatkov otac, onda 
je Zlatko Damirov sin" (iskaz X > Y) izvlačimo zaključak “Zlatko je Damirov 
sin” (iskaz Y). Tautologija (“> Y)AY > X, koju možemo zapisati i kao 
X>Y,Y EX, predstavlja matematički zapis načina rezonovanja koji je u logici 
poznat kao modus tolens. Ovo je način zaključivanja koji, na primjer, koristimo 
da iz činjenica “Ako pada kiša, ulice su mokre” (iskaz X > Y) i “Ulice nisu 
mokre” (iskaz Y) izvlačimo zaključak “Kiša ne pada" (iskaz X). 


Tautologija (X v Y)^ Yv Z)=>XvZ, koju možemo iskazati u obliku 
XvY,YvZ EX v Z, predstavlja generalizaciju principa modus ponens, koja je 
poznata kao princip rezolucije (ili pravilo rezolucije). Ovaj princip je veoma 
moćno sredstvo za dokazivanje valjanosti brojnih tautologija koje se susreću u 
primjenama, što ćemo intenzivno koristiti kasnije (posebno prilikom testiranja 
valjanosti formula predikatske logike). U specijalnom slučaju, ukoliko je Z tačan 
iskaz, princip rezolucije možemo iskazati u formi tautologije (X v Y) AY>X, 
odnosno u formi XvY,Y FX. Slično, ukoliko je X tačan iskaz, dobijamo 
tautologiju Y, Y v Z EZ, koju možemo zapisati i kao Y, Y > Z EZ (s obzirom da 
je YvZ=Y>27), a što nije ništa drugo nego princip modus ponens. Odavde 
vidimo da je princip rezolucije zaista njegova generalizacija. 
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Princip rezolucije omogućava da se na jednostavan i sistematičan način 
dokaže ispravnost tautologija oblika Xi, X2, ...,X, FY, koje tvrde da je zaključak 
Y logička posljedica hipoteza X;, X2,..., X,. Ideja je zasnovana na činjenici da 
ukoliko je X1, X2, ..., Xn EY zaista tautologija, tada sve hipoteze X, X2, ...,X, 1 
negacija zaključka Y ne mogu biti istovremeno tačni, odnosno tada izraz oblika 
X AXA... AX,A Y mora biti identički netačan (takve izraze kraće nazivamo 
kontradikcije). Ovo se lako može i formalno pokazati. Zaista, negacija ma koje 
tautologije mora biti identički netačan iskaz (kontradikcija), a primjenom De 
Morganovih teorema lako je pokazati da vrijedi interesantna osobina 


G(X AXA... AX > Y)=X{AX A... AX,AY 


Sada posmatramo skupinu iskaza X;, X,,..., X,» X i na osnovu njih izvodimo 
nove iskaze, koji su njihove logičke posljedice, koristeći poznate tautologije 
(prvenstveno princip rezolucije). Nove iskaze dodajemo u popis iskaza sa kojima 
baratamo. Ukoliko na taj način izvedemo neka dva iskaza koji protivrječe jedan 
drugom, to je siguran znak da je početna skupina iskaza bila protivrječna, 
odnosno da je izraz XJAX A..AX,AY kontradikcija. Međutim, to ujedno 
znači daje X1, X3, ..., Xn FY zaista tautologija, što smo i željeli dokazati. 


Kao primjer ovog interesantnog i važnog načina dokazivanja, dokažimo 
ponovo da vrijedi B>A,C>A, B EC (ovo smo već dokazali u jednom od 
ranijih primjera, ali koristeći metod svođenja odgovarajućeg izraza na minimalni 
ekvivalentni oblik). U ovom izrazu, imamo tri hipotezeB>A,C>AiB,kaoi 
zaključak C. Prve dvije hipoteze mogu se napisati u ekvivalentnim oblicima 
BvA i CvA koji ne sadrže implikacije (s obzirom da je X > Y = X v Y). Dalje 
nastavljamo kao što slijedi: 


(1) BvA (hipoteza 1) 
(2) CVA (hipoteza 2) 


(3) B (hipoteza 3) 

WC _ (negacija zaključka) 

(5) Bv C (posljedica (1) 1 (2) po pravilu rezolucije) 
(6) C (posljedica (3) i (5) po pravilu rezolucije) 


Vidimo da su iskazi (4) i (6) međusobno protivrječni. To znači da je početna 
skupina iskaza koja se sastoji od hipoteza i negacije zaključka protivrječna, što 
prema maloprije provedenom razmatranju povlači da je zaključak zaista logička 
posljedica hipoteza, što je i trebalo dokazati. 


Metod dokazivanja tautologija zasnovan na pravilu rezolucije uveo je 1965. 
godine J. A. Robinson '. U navedenom primjeru, ovaj metod pokazao se mnogo 


! John Alan Robinson (1930), britansko-američki matematičar i filozof (filozof po obrazovanju, sam učio 
matematiku i teorijsku kompjutersku nauku). Najvažniji doprinos nauci dao je na polju automatiziranog 
dokazivanja teorema i logičkog programiranja. 
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jednostavnijim od metoda svođenja na najprostiji ekvivalentni oblik. Pokazuje se 
da ovo nije slučajnost, nego je često ovaj način dokazivanja tautologija upravo 


ey ose 


svim softverskim sistemima koji imaju podršku za automatsko rezonovanje. 


Primijetimo da smo za izvođenje logičkih posljedica u prethodnom primjeru 
koristili isključivo pravilo rezolucije i ništa drugo. Stoga se logično postavlja 
pitanje da li je princip rezolucije sam za sebe dovoljan za dokazivanje svih 
tautologija razmatranog oblika. Odgovor je potvrdan u slučaju kada sve 
hipoteze i negacija zaključka imaju isključivo oblik promjenljivih, zatim 
negacija promjenljvih, te disjunkcije više promjenljivih ili njihovih negacija 
(uskoro ćemo vidjeti da se takvi specijalni oblici nazivaju elementarne 
disjunkcije odnosno klauze). U tom specijalnom i za praksu važnom slučaju, 
primjena pravila rezolucije dovoljan broj puta će prije ili kasnije dovesti do 
protivrječnih izraza ukoliko se zaista radi o tautologiji. Također, ukoliko se ne 
radi o tautologiji, prije ili kasnije ćemo doći do situacije u kojoj se nove logičke 
posljedice primjenom pravila rezolucije više ne mogu formirati, pri čemu među 
do tada izvedenim izrazima nema međusobno protivrječnih. Slijedi da se 
opisanim metodom ispravnost početne tautologije može potvrditi ili osporiti u 
konačno mnogo koraka. Stoga možemo zaključiti da za tautologije koje imaju 
oblik X,;, X2,..., Xn EY u kojima hipoteze i posljedica imaju navedena svojstva, 
princip rezolucije predstavlja jednostavan i sistematičan metod za dokazivanje 
njihove ispravnosti. Ovo je od velikog značaja, s obzirom da se u praksi najčešće 
susreću tautologije upravo takvog oblika. 


Metod se može koristiti i u slučajevima kada hipoteze i posljedica nemaju 
tražena svojstva, ali se mogu jednostavnim transformacijama svesti na izraze 
koji imaju tražena svojstva (kao u primjeru koji smo upravo demonstrirali). Pri 
tome, ukoliko se u bilo kom trenutku neka od hipoteza može izraziti kao 
konjunkcija više izraza, takvu hipotezu treba razbiti u više hipoteza (svaki od 
izraza koji učestvuju u konjunkciji postaju nove hipoteze). Na opisani način, 
prije ili kasnije, svaku tautologiju možemo svesti na skup hipoteza i posljedicu 
koje su takve da je dalje dovoljna samo primjena principa rezolucije. Upravo ta 
sistematičnost čini ovaj metod pogodan za implementaciju na računaru. 


Tautologije X>YeXY>X, X>YeXY>Yi X>YeXYyY=1 
predstavljaju različite formalne zapise metodologije dokazivanja koja se naziva 
indirektno dokazivanje. Po ovom načinu dokazivanja, koji je blizak srodnik 
modus tolens rezonovanja, da bismo dokazali da iz tačnosti X slijedi tačnost 
iskaza Y, pretpostavićemo da je Y netačan 1 iz toga izvesti da je iskaz X netačan. 
Pošto je iskaz X po pretpostavci tačan, po zakonu isključenja trećeg dobijamo 
kontradikciju, tako da iskaz Y mora biti tačan. Alternativno, da bismo dokazali 
tačnost iskaza X, pretpostavimo tačnost njegove negacije X 1 iz nje izvedemo 
očigledno netačno tvrđenje Y. Ovim je dokazana tačnost implikacije X > Y, 
odnosno implikacije X>1. Međutim, odavde slijedi netačnost iskaza X, s 
obzirom da samo tada navedena implikacija može biti tačna. Jasno je da odatle 
kao posljedicu imamo da je iskaz X tačan. 
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Kao primjer indirektnog dokazivanja, dokažimo da ne postoji racionalan 
broj čiji je kvadrat jednak 2. Pretpostavimo suprotno, da takav racionalan broj 
postoji. Tada bi morali postojati cijeli brojevi p i q, koji nemaju zajedničkih 
djelilaca, takvi da je (p/q) = 2, odnosno p*/q"=2 (pretpostavka o tome da p i q 
nemaju zajedničkih djelilaca trebalo bi da se uvi jek Pi postupkom skraćivanja 
razlomaka može realizirati). Odavde dalje slijedi p =2q, odnosno p° je paran 
broj, tako da je, po poznatim svojstvima cijelih brojeva, p također paran bro K 
Stoga možemo pisati p= 2n, gdje je n cijeli broj. , Dalje slijedi (2n){=2g 
odnosno 41" = 2g" ili 2n? = g". Odavde slijedi da je g", pa samim tim i q, paran 
broj. Dakle, oba broja p i g su parni, što protivrječi pretpostavci da p i g nemaju 
zajedničkih faktora. Kako je ovo kontradikcija, slijedi da takvi brojevi p i g ne 
postoje, odnosno ne postoji racionalan broj čiji je kvadrat jednak 2, što je i 
trebalo dokazati. 


Bez obzira na njegovu veliku snagu, indirektno dokazivanje je povezano sa 
brojnim problemima. Na prvom mjestu, da bismo dokazali istinitost nekog 
iskaza, mi kao tačnu pretpostavljamo njegovu negaciju i odatle izvodimo dalje 
zaključke. Međutim, ukoliko je tvrdnja koju dokazujemo tačna, njena negacija je 
netačna, tako da u procesu daljeg zaključivanja vršimo manipulacije sa netačnim 
tvrdnjama. Pri takvom zaključivanju veoma je lako napraviti grešku. Naime, 
mnogo je lakše baratati sa tačnim nego sa netačnim tvrdnjama, jer nam pri 
baratanju sa tačnim tvrđenjima pomaže intuicija, dok se baratanje sa netačnim 
tvrdnjama opire intuiciji. Ispravno rezonovanje je posebno otežano činjenicom 
da se iz netačne pretpostavke korektnim rezonovanjem može izvesti ma kakav 
zaključak, tako da se veoma lako može doći do prividne kontradikcije koja je 
uzrokovana greškom u rezonovanju, a ne stvarno izvedenom kontradikcijom. 


Drugi problem koji se javlja pri indirektnom dokazivanju je njegova izrazita 
nekonstruktibilnost, koja naročito dolazi do izražaja kada treba dokazati da 
postoji neki objekat koji posjeduje određeno svojstvo. Naime, pri indirektnom 
dokazu pretpostavimo da takav objekat ne postoji i izvedemo kontradikciju, na 
osnovu čega zaključimo da takav objekat mora postojati. Međutim, takav dokaz 
apsolutno ništa ne govori o samom tom objektu, niti kako bi se on mogao 
efektivno konstruisati. 


Opisana poteškoća vezana za konstruktibilnost dovela je do rađanja jedne 
radikalne škole matematičkog rezonovanja, od strane matematičara Brouwera', 
poznate pod nazivom intuicionizam. Prema intuicionistima, za neki objekat se 
može tvrditi da postoji samo ukoliko se efektivno izvede postupak kojim se 
takav objekat može konstruisati, a ne samo iz činjenice da pretpostavka da takav 
objekat ne postoji dovodi do kontradikcije (interesantno je da je Brouwer do 
tako radikalnog rezonovanja došao nakon što je postao nezadovoljan svojim 
vlastitim indirektnim dokazom jedne važne teoreme iz topološke geometrije, 
koja tvrdi da pri određenoj vrsti geometrijskih preslikavanja postoji jedna tačka 


| Luitzen E. J. Brouwer (1881-1966), holandski matematičar i filozof. Bavio se matematičkom filozofijom, 
topologijom, teorijom skupova i kompleksnom analizom. 
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koja se takvim preslikavanjima ne pomjera sa svog mjesta, ali apsolutno ništa ne 
govori o tome gdje se ta tačka nalazi, niti kako se može naći). Mada će neki u 
intuicionizmu možda prepoznati ispravno rezonovanje, činjenica je da takvo 
rezonovanje unosi drastične probleme u samu matematičku logiku. Na primjer, 
intuicionizam protivrječi zakonu isključenja trećeg, što je razlog zbog kojeg 
većina matematičara ipak ne prihvaća intuicionizam kao ispravno matematičko 
rezonovanje. 


1.9" Logika iskaza kao formalna teorija 


Formalne teorije predstavljaju pokušaj formaliziranja samog pojma 
matematske teorije. Slobodno rečeno, formalna teorija predstavlja skup formula, 
od kojih se neke smatraju za osnovne formule (ili aksiomi) i skupa pravila 
izvođenja, koje preciziraju kako se od već postojećih formula mogu dobijati 
nove formule. Pravila izvođenja zapisujemo kao X,, X3, ...,X, py. što znači da 
se iz formula X;, X5,...,X, može izvesti formula Y. Dalje, ukoliko se neka 
formula Y može dobiti u konačno mnogo koraka iz formula X,, X5, ...,X, 
primjenom zadanih pravila izvođenja, tu činjenicu također zapisujemo kao 
Xi, X3, 05 Xn py. Konačno, ukoliko se neka formula Y može dobiti u konačno 
mnogo koraka iz osnovnih formula formalne teorije, takvu formulu Y nazivamo 
teoremom te formalne teorije, što obilježavamo kao py. Napomenimo da se u 
formalnim teorijama ne govori ništa o pojmu istine. Drugim riječima, da li je 
nešto teorema ili ne, ne zavisi od toga da li je to nešto istinito ili ne, nego da li je 
to nešto izvodljivo iz aksioma uz pomoć zadanih pravila. 


Logika iskaza može se jednostavno zasnovati kao formalna teorija. Za tu 
svrhu, za aksiome se uzimaju sljedeće formule: 


X>(Y >X) 


(X>(Y>7)2((X>Y)>(X>7) 
(“Y>=X)>(X>Y) 


Za pravila izvođenja uzimamo sljedeća pravila: 


X, X >Y HY (modus ponens) 

X, Y Hx AY (uvođenje konjunkcije) 

XY H XvY (uvođenje disjunkcije) 
X>Y,Y>X H XeyY (uvođenje ekvivalencije) 
XvY,=Xv=Y EF XVY (uvođenje ekskluzivne disjunkcije) 


Može se pokazati da za ovako definiranu formalnu teoriju vrijedi da je svaka 
teorema ove formalne teorije tautologija logike iskaza (u smislu u koji je 
definiran u prethodnom odjeljku), odnosno, možemo reći da je, u izvjesnom 
smislu, svaka teorema ove teorije istinita. Za formalne teorije koje posjeduju ovu 
osobinu kažemo da su adekvatne (engl. sound) ili dobro zasnovane. Pored toga, 
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može se pokazati da vrijedi i obrnuto, odnosno da se svaka tautologija logike 
iskaza (tj. svaka bezuvjetno istinita tvrdnja logike iskaza) može dobiti kao 
teorema ove formalne teorije. Za formalne teorije koje posjeduju ovu osobinu 
kažemo da su potpune (engl. complete). Dakle, ovdje navedena formalna teorija 
je adekvatna i potpuna i ona predstavlja formalizaciju logike iskaza. Tako je neki 
izraz logike iskaza tautologija ako i samo ako je on teorema prethodno navedene 
formalne teorije. Stoga, uz ovako definiranu formalnu teoriju, simboli “ F i“ F 
imaju isto efektivno značenje. 


1.10 Standardni oblici logičkih izraza 


Interesantno je da se svaki logički izraz primjenom zakona iskazne algebre 
može svesti na neke karakteristične oblike, koji imaju vrlo jednostavnu i 
pravilnu strukturu. Da bismo to pokazali, moramo prvo uvesti nekoliko pojmova. 


Na prvom mjestu ćemo uvesti pojmove literala, elementarne konjunkcije i 
elementarne disjunkcije. Pod literalom podrazumijevamo bilo koju logičku 
promjenljivu ili njenu negaciju. Izraz koji je ili literal, ili predstavlja konjunkciju 
više literala u kojoj se niti jedna promjenljiva ne pojavljuje više od jedanput 
(npr. ACD) naziva se elementarna kojnunkcija. Slično, izraz koji je ili literal, ili 
predstavlja disjunkciju više literala u kojoj se niti jedna promjenljiva ne javlja 
više od jedanput (npr. A v B v D) naziva se elementarna disjunkcija ili klauza. 
Pored toga, logička konstanta “T” tretira se kao elementarna konjunkcija sa 0 
literala, a logička konstanta " L" kao elementarna disjunkcija sa 0 literala. 


Izraz koji ima oblik disjunkcije više prostijih izraza (npr. B v AC) naziva se 
disjunktivna forma. Ukoliko je svaki od tih izraza elementarna konjunkcija (npr. 
AVBCVBC) tada govorimo o disjunktivnoj normalnoj formi (DNF). Slično, 
izraz koji ima oblik konjunkcije više prostijih izraza (npr. ABC(B v C)) naziva 
se konjunktivna forma, a ukoliko je svaki od tih izraza elementarna disjunkcija 
(npr. AGBVC)(BVv C)), u pitanju je konjunktivna normalna forma (KNF). Pri 
tome, individualne elementarne konjunkcije smatraju se specijalnim slučajem 
disjunktivnih normalnih formi, a individualne elementarne disjunkcije smatraju 
se specijalnim slučajem konjunktivnih normalnih formi. Uvođenje ovakvih 
“degenerisanih" specijalnih slučajeva bitno pojednostavljuje formulaciju nekih 
tvrđenja koja slijede. 


Svaki logički izraz uvijek je moguće svesti bilo na disjunktivnu, bilo na 
konjunktivnu normalnu formu. Da bismo neki logički izraz sveli na disjunktivnu 
normalnu formu, prvo se trebamo osloboditi eventualng prisustva ekskluzivnih 
disjunkcija, implikacija i ekvivalencija, uz pomoć pravila Xv Y = XY v XY, 
X>Y=XvY i Xe&Y=XYvXY. Dalje je potrebno osloboditi se svih 
negacija složenih podizraza (uključujući i višestruke negacije) pomoću De 
Morganovih pravila (redoslijed kojim se vrši ovo oslobađanje ne mora biti 
jednoznačan), a zatim obaviti sve moguće konjunkcije koje se mogu obaviti 
prema pravilu distributivnosti konjunkcije prema disjunkciji. Na kraju se, 
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pomoću trivijalnih pravila (poput zakona idempotentnosti ili konzistentnosti) 
oslobodimo eventualnog suvišnog pojavljivanja istih promjenljivih ili čitavih 
podizraza. Postupak svođenja na DNF ilustriraćemo na jednom primjeru. 


> Primjer: Svesti logički izraz AB(Av BC) v ACBC na oblik DNF. 


Svođenje ćemo provesti postupno, u skladu sa gore opisanim postupkom: 


AB(AvBC)vACBC = AB(Av BC)v ACv BC = AB(A v BC) ACBC = 


= (ABv(AvBC)ACBC = (AvBvABC)(AvC)(BvC) = 
= (AvVBvA(BVO)(AvC)(BvC) = (AvBvABvAC)(ABVvACvBCvC) = 
= AABvBABvABABvACABvAACvBACvABACvACACv 
VABCvBBCvABBCvACBCVvACvBCVvABCVvACC = 
= ABvABvLvABCvACvABCVvABCVvACv 
VABCvBCvILIVABCVACVBCVABCVAC = 
= ABvABCvACvBCvABC =ABvACvBC 


U ovom primjeru, već pretposljednji izraz predstavlja disjunktivnu normalnu 
formu. Međutim, mi smo izvršili dodatno skraćenje ove forme dvostrukom 
primjenom zakona apsorpcije za disjunkciju: 


ABVvVABC=AB, ACvABC =AC 


Usput, iz izloženog vidimo da neki izraz može imati više različitih, međusobno 
ekvivalentnih DNF (isto vrijedi i za KNF). 


Prilikom nalaženja DNF, postupak se može osjetno skratiti ukoliko u toku 
postupka vršimo primjenu pravila sažimanja i apsorpcije kada se god za to ukaže 
mogućnost. Tako smo, na primjer, u prethodnom primjeru već u drugom redu 
mogli uočiti da na osnovu zakona apsorpcije slijedi da je 


AvABC=A 
i na taj način bitno skratiti postupak. 


Svođenje logičkog izraza na konjunktivnu normalnu formu moguće je 
obaviti sličnim postupkom kao i svođenje na DNF, jedino je umjesto pravila 
distributivnosti konjunkcije prema  disjunkciji potrebno koristiti pravilo 
distributivnosti disjunkcije prema konjunkciji. Međutim, za razliku od prvog 
pravila koje glasi X(YvZ) = XYvXZ i koje se primjenjuje rutinski zbog 
činjenice da podsjeća na slično pravilo X(Y+Z) = XY + XZ iz elementarne 
matematike, primjena drugog pravila XvYZ=(XvY)(Xv7) zahtijeva 
povećanu koncentraciju, jer slično pravilo ne postoji u elementarnoj matematici. 
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Stoga je, pri primjeni ovog pravila, veća vjerovatnoća da ćemo nešto previdjeti 
ili napraviti neku drugu grešku. Da bi se uklonile ove poteškoće, svođenje 
proizvoljnog logičkog izraza na KNF najčešće se obavlja indirektnim putem, 
odnosno postupkom dvostruke negacije. Tako, da bi se neki izraz sveo na KNF, 
najpraktičnije je prvo formirati njegovu negaciju, zatim tu negaciju svesti na 
DNE i na kraju negirati dobijeni rezultat korištenjem De Morganovih pravila. 
Suština postupka oslanja se na činjenicu da De Morganova pravila prevode 
disjunktivne normalne forme u konjunktivne normalne forme i obrnuto. 


> Primjer: Svesti logički izraz A (B v CD) vB(Cv D) na konjunktivnu 
normalnu formu, prvo direktno, a zatim postupkom dvostruke negacije. 


Direktno svođenje na KNF možemo obaviti višestrukom primjenom pravila 
distributivnosti X v YZ = (X v Y) (X v Z): 


A (BvCD)vB(CvD)=A(BvC)XBvD)vB(CvD)= 
= (A(BVCXBVD)vB)(A(BVCXBVD)vCvD) = 
= (AVBY(BVBvC)(BVBVvDX(AvCvD)(BVCvCvDXBVvCvDVvD) = 
= (AVB)(AVCVD) 


Postupkom dvostruke negacije prvo ćemo naći DNF negacije traženog izraza: 


A(BVCD)VvB(CvD)=A(BvCD)B(CvD)= 
= (AVBVvCD)(BVCvD) = (AvBCD)(BvCD)= 
= (Av B(Cv D) (Bv CD) =(AvBCvBD)(BvCD) = 
= ABv BBC v BBD v ACD vBCCDv BCDD = ABv ACD 


Traženu KNF sada dobijamo negacijom dobijenog izraza: 
A(BVCD)vB(CvD) = ABvACD = ABACD = (AVB)(AVCVD) 


Disjunktivna normalna forma u kojoj svaka elementarna konjunkcija sadrži 
iste promjenjive (na primjer ABCv ABC v ABC v A BC) naziva se savršena 
disjunktivna normalna forma (SDNF), dok se konjunktivna normalna forma u 
kojoj_svaka_elementarna disjunkcija sadrži iste promjenljive (na primjer 
(AvBvO(AvBvC)) naziva savršena konjunktivna normalna forma (SKNF). 
Elementarne konjunkcije koje čine SDNF nazivaju se minterme, dok se 
elementarne disjunkcije koje čine SKNF nazivaju maksterme. 


U slučaju kada govorimo o savršenoj disjunktivnoj odnosno konjunktivnoj 
normalnoj formi nekog zadanog polaznog izraza, prećutno podrazumijevamo da 
pri tome sve minterme odnosno maksterme trebaju sadržavati one i samo one 
promjenljive koje su se javljale u polaznom izrazu. Recimo, neka imamo izraz 
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ABvVABVAC. Mada je lako provjeriti da je ovaj izraz ekvivalentan izrazu 
ACVACVAC, on nije SDNF polaznog izraza, bez obzira što sve njegove 
elementarne konjunkcije sadrže iste promjenljive A i C. Naime, ovaj izraz ne 
sadrži promjenljivu B koja se javljala u polaznom izrazu (ispravna SDNF ovog 
izraza glasi ABC v ABC v ABC v ABC v ABC v ABC). 


Svaka DNF može se lako svesti na SDNF tako da u svakom članu u kojem 
nedostaje neka od promjenljivih uvedemo nedostajuću promjenljivu pomoću 
razvoja X = X (Y v Y) = XY v XY. Ukoliko u nekom članu nedostaje više od 
jedne promjenljive, ovaj razvoj po potrebi primjenjujemo više puta sve dok ne 
uvedemo sve nedostajuće promjenljive. Postupak ponavljamo dok se svi članovi 
ne dovedu u oblik koji sadrži sve promjenljive. Na kraju se oslobodimo 
eventualnog suvišnog pojavljivanja istih članova koji mogu nastati kao posljedica 
provedene ekspanzije. 


> Primjer: Svesti izraz AB v BC v AC u obliku DNF na oblik SDNF. 


Da bi ovaj izraz dobio oblik SDNE, u prvi član treba uvesti promjenljivu C, 
u drugi član promjenljvu A, a u treći član promjenljivu B, tako da imamo: 


ABVYBCVAC = AB(CVC)VBC(AVA)VvAC(BvB)= 
= ABCvABCvABCvABCvABCvABC =ABCvABCvABCv ABC 


Slično, svaka KNF se lako može svesti na SKNF primjenom razvoja 
X=XvYY =(XvY)X(XvY). Alternativno, i ovdje se također može primijeniti 
postupak dvostruke negacije. 


> Primjer: Svesti izraz (A v B)X(Av Cv D) u obliku KNF na oblik SKNF. 


U ovom slučaju, u prvom faktoru nedostaju promjenljive C i D, a u drugom 
faktoru promjenljiva B. Radi bolje preglednosti, promjenljive ćemo uvoditi 
postupno, jednu po jednu: 


(AVB)(AVCVD) = (AvBVO(AvBv©(AvCvD) 
= (AVBVO)/(AVBVYVC)(AVBVCVD)(AVBVYVCVD)= 

= (AvBvCvD(AvBvCvD(AvBvVO(AvBvCvD(AvBvCvD) = 
= (AVBYCVD)(AVBYCVYD)(AVBVC)(AVBVYCVD)= 

= (AVBVCVD)(AVBVCVD)(AVBYCVD)(AVBVYCVD)(AVBVYCVD) 


Ovim smo formirali i traženu SKNF. Alternativno, možemo formirati 
negaciju ovog izraza, svesti je na SDNF i negirati dobijeni izraz da dobijemo 
traženu SKNE: 
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(AVB)(AVCVD) = AVBVAVCVD =ABVACD = 
=ABCvABCvABCDvABCD = 


= ABCDvABCDvABCDvABCDvABCDvABCD = 
= ABCDvABCDvABCDvABCDvABCD 


(AVB)(AVCVD) =ABCDvABCDvABCDvABCDvABCD = 
= ABCDABCDABCDABCDABCD = 
= (AVBVCvDX(AvBvCvDXAvBvCvDXAvBvCvDX(AvBvCvD) 


Kao što vidimo, dobili smo rezultat koji se od prethodnog rezultata razlikuje 
samo u poretku članova. Ovo nije slučajnost, jer se može dokazati da su SDNE i 
SKNEF svakog logičkog izraza jedinstvene, u smislu da se dvije različite SDNE 
(ili SKNF) istog logičkog izraza mogu eventualno razlikovati samo u poretku 
članova. Odavde slijedi jedan sistematičan metod za ispitivanje da li su dva 
logička izraza ekvivalentna ili ne (bez korištenja tablica istine). Naime, oba 
izraza treba svesti na oblik SDNF ili SKNF. Tada, ukoliko su posmatrani izrazi 
ekvivalentni (i samo tada), dobijene SDNF odnosno SKNF mogu se eventualno 
razlikovati samo u poretku pojedinih članova. Nažalost, dužina postupka svođenja 
nekog izraza na oblik SDNF ili SKNF u općem slučaju eksponencijalno raste sa 
porastom broja varijabli, tako da je efiksanost takvog metoda tipično loša. 


1.11 Formiranje logičkog izraza na osnovu poznate tablice istine 


Oblici SDNF i SKNF nekog logičkog izraza naročito su pogodni ukoliko je 
potrebno na osnovu zadane tablice istine konstruisati logički izraz čija je tablica 
istine jednaka zadanoj. Ako uočimo da svaka minterma dobija vrijednost “T” 
samo za jednu kombinaciju promjenljivih (dakle, u samo jednom redu tablice 
istine), dok svaka maksterma dobija vrijednost “L” samo za jednu kombinaciju 
promjenljivih, veoma je lako dokazati sljedeća pravila (ona su, zapravo, gotovo 
očigledna): 


e Da bismo formirali izraz u obliku SDNF koji odgovara zadanoj tablici istine, 
za svaki red tablice u kojem izraz uzima vrijednost “T” formiramo 
mintermu u kojoj one promjenljive koje u tom redu tablice imaju vrijednost 
“1” ulaze sa negacijom, a one koje imaju vrijednost “T” ulaze bez negacije. 
Tražena SDNEF je disjunkcija svih takvih mintermi. 


e Da bismo formirali izraz u obliku SKNF koji odgovara zadanoj tablici istine, 
za svaki red tablice u kojem izraz uzima vrijednost " L" formiramo makstermu 
u kojoj one promjenljive koje u tom redu tablice imaju vrijednost “1” ulaze 
bez negacije, a one koje imaju vrijednost “T” ulaze sa negacijom. Tražena 
SKNE je konjunkcija svih takvih makstermi. 


Opisani postupak je najlakše ilustrirati kroz konkretan primjer. 
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> Primjer: Odrediti nepoznati izraz I u obliku SDNF i SKNF, kojem odgovara 
sljedeća tablica istine: 


-|=|-|H|-|-|-|- = 


A 
L 
L 
dle 
L 
T 
T 
T 
T 


Primjenom opisanih pravila neposredno nalazimo: 
I= ABCv ABCv ABCv ABCv ABC / SDNF / 
I= (AVBYO)/(AVBVO(AVBYC) / SKNF / 


Odavde slijedi da je za svaku tablicu istine uvijek moguće naći logički izraz 
koji generira tu tablicu istine, i to koristeći samo operacije negacije, konjunkcije 
i disjunkcije. Međutim, vrijedi napomenuti da ovaj postupak gotovo nikad ne 
daje najkraći izraz koji generira traženu tablicu istine. Na primjer, tablicu istine 
iz prethodnog primjera generiraju i izrazi BCv BCv AC, (BVC)(AVBVC), 
BCv B(A v ©) i (B&C)vAC, od kojih je prvi u obliku DNF, drugi u obliku 
KNF, a treći i četvrti izraz predstavljaju neke općenite disjunktivne forme koje 
nisu normalne forme. Svi ovi izrazi znatno su kraći od pronađenih izraza u 
obliku SDNF odnosno SKNF. 


Činjenica da neki izraz može imati više suštinski različitih DNF odnosno 
KNF dovodi do sljedećih definicija. Za neki logički izraz kaže se da je u 
minimalnoj disjunktivnoj normalnoj formi (MDNF) ukoliko ne postoji druga 
ekvivalentna DNF istog izraza koji sadrži manje literala od posmatranog izraza. 
Analogno se definira i minimalna konjunktivna normalna forma. 


1.12 Ouineov postupak nalaženja MDNF i MKNF 


Odmah na početku, treba napomenuti da do danas nije pronađen 
sistematičan postupak koji omogućava da se izvrši potpuna minimizacija nekog 
logičkog izraza, odnosno da se pronađe apsolutno najjednostavniji logički izraz 
koji je ekvivalentan zadanom logičkom izrazu. S druge strane, W. V. Quine! je 
otkrio sistematičan postupak za pronalaženje MDNF odnosno MKNF proizvoljnog 


! Wilard Van Orman Quine (1908-2000), američki filozof i matematičar. Osim doprinosa matematičkoj logici, 
značajan je njegov doprinos filozofiji nauke. 
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logičkog izraza. Ovaj postupak poznat je pod nazivom Ouineov algoritam 
minimizacije logičkih izraza. Mada MDNF i MKNEF nisu nužno i najkraći oblici 
logičkih izraza, oni su tipično dosta blizu optimumu i često se za neke praktične 
aspekte digitalne tehnike smatraju pogodnijim od potpuno minimiziranog izraza 
(na primjer, digitalni sklopovi zasnovani na oblicima MDNF i MKNE optimalni 
su po pitanju brzine rada). Stoga se, u tom smislu, smatra da je problem 
minimizacije logičkih izraza u priličnoj mjeri danas riješen. U slučaju potrebe, 
često je moguće ručno izvršiti dodatnu optimizaciju dobijenih izraza u obliku 
MDNE ili MKNF (naravno, dobijeni izrazi više neće imati oblik DNF odnosno 
KNP) i tako ostvariti još neke uštede. 


Ouineov algoritam odvija se u dvije etape. U prvoj etapi, traženi izraz se 
prvo prikazuje u obliku SDNF. Zatim treba uočiti sve parove mintermi koje se 
mogu sažimati primjenom pravila XYvXY=X. Polazni izraz jednak je 
disjunkciji svih rezultata takvih sažimanja i onih mintermi koje nisu učestvovale 
niti u jednom sažimanju (ovu činjenicu je lako dokazati). Na novodobijeni izraz 
ponovo primjenjujemo isti postupak i ponavljamo ga sve dok se ne može izvršiti 
niti jedno novo sažimanje. Ovim je prva etapa Ouineovog algoritma završena. 
Ilustrirajmo ovo na primjeru logičkog izraza 


ABCDvABCDvABCDvABCDvABCDvABCDvABCD 


Prvi član u ovom izrazu može se sažimati samo sa trećim članom (po 
promjenljivoj B) i kao rezultat tog sažimanja dobija se član ACD. Drugi član ne 
može se sažimati ni sa čim. Treći član može se sažimati (osim sa prvim članom, 
što je već obavljeno) sa petim (po promjenljivoj C) i šestim (po I promje jenljivoj D) 
članom, čime se kao rezultat sažimanja dobijaju članovi ABD i ABC. Četvrti 
član se, također, može sažimati sa petim i šestim članom, čime se dobijaju 
članovi ABC i ABD, ali se može sažimati i sa sedmim članom, čime se dobija 
član ACD. Ovim smo iscrpili sva sažimanja koja se mogu obaviti. Slijedi da je 
polazni izraz ekvivalentan sljedećem izrazu (drugi član koji se nije mogao 
sažimati ni sa čim je prosto prepisan): 


ACDv ABCD v ABD v ABC v ABC v ABD v ACD 


U novodobivenom izrazu je ponovo moguće izvršiti neka sažimanja. Prvi i 
drugi član ne mogu se sažimati ni sa čim, ali se zato treći član može sažimati sa 
šestim, čime se dobija član AB. Isti rezultat dobija se i nakon sažimanja četvrtog 
i petog člana, čime su iscrpljena sva moguća sažimanja u ovom izrazu. Slijedi da 
se polazni izraz može predstaviti i u sljedećem obliku: 


ACDvABCDvABvACD 


Ovim su iscrpljene sve mogućnosti sažimanja, čime je završena prva etapa 
Quineovog algoritma. Ova etapa je u potpunosti šablonizirana i nedvosmislena, 
tako da ne stvara nikakve principijelne poteškoće, osim što sam postupak može 
biti dugotrajan. Ipak, pri ručnom radu veoma je lako previdjeti neki par članova 


36 


koji se mogu sažimati. Pokažimo stoga na primjeru istog polaznog izraza kako je 
moguće obaviti prvu etapu Ouineovog algoritma na znatno sistematičniji način, 
pomoću kojeg se smanjuje mogućnost da napravimo grešku. Na početku, prvo 
razvrstamo sve članove u polaznoj SDNF u klase po broju negacija: 


0 negacija: ABCD 

1 negacija: ABCD 

2 negacije: ABCD, ABCD, ABCD, ABCD 
3 negacije: ABCD 

4 negacije: nema 


Razumije se da se mogu sažimati samo članovi iz klasa čiji se broj negacija 
razlikuje za 1, recimo iz klase sa i negacija i klase sa i+1 negacija, a kao rezultat 
se dobija član koji sadrži i negacija. Također, bilo koji član iz i-te klase može se 
sažimati samo sa onim članovima iz i+1-ve klase koji sadrže iste one negacije 
kao i razmatrani član iz i-te klase, što se lako uočava. Rezultate sažimanja 
možemo odmah sortirati po klasama onako kako ih nalazimo (pri tome ćemo 
imati jednu klasu manje): 


0 negacija: ACD 

1 negacija: ABC, ABD 

2 negacije: ACD, ABD, ABC 
3 negacije: nema 


U sljedećem koraku se ponovo mogu sažimati samo parovi iz istih klasa, 
pod istim uvjetima kao i u prethodnom slučaju, uz dodatni uvjet da se mogu 
sažimati samo članovi koji se sastoje od istih promjenljivih. Rezultate sažimanja 
ponovo razvrstavamo po klasama: 


0 negacija: nema 
1 negacija: AB 
2 negacije: nema 


Jasno je da dalja sažimanja nisu moguća. Polazni izraz sada je ekvivalentan 
disjunkciji svih članova koji nisu učestvovali u daljim sažimanjima. Da bismo 
lakše uvidjeli koji su članovi učestvovali u sažimanjima a koji ne, potrebno je 
nakon svakog obavljenog sažimanja na neki način označiti učesnike u sažimanju, 
recimo podcrtavanjem učesnika u sažimanju nakon svakog obavljenog sažimanja. 


Kao rezultat prve etape Quineovog algoritma dobija se disjunktivna normalna 
forma koja ima osobinu da se niti iz jedne elementarne konjunkcije od kojih se 
ona sastoji ne može odstraniti niti jedan literal, a da se vrijednost izraza ne 
promijeni. Takva disjunktivna normalna forma naziva se skraćena disjunktivna 
normalna forma (ovo ime nije baš najsretnije odabrano, s obzirom da postoje 
situacije u kojima skraćena disjunktivna normalna forma sadrži više literala čak i 
od savršene disjunktivne normalne forme). 
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Skraćena DNF je tijesno povezana sa pojmom implikante (umjesto izraza 
implikanta susreće se i naziv preduvjet). Pod implikantom (preduvjetom) nekog 
izraza F podrazumijeva se svaki izraz Q za koji vrijedi Q EF, odnosno svaki izraz 
Q za koji vrijedi da je izraz F njegova logička posljedica, tako da je implikacija 
EF tautologija (lako se pokazuje da je ovaj uvjet ekvivalentan sa uvjetom 
Fve=F). U načelu, izraz Q je implikanta izraza F ukoliko Q dobija vrijednost 
“L” za sve vrijednosti promjenljivih za koje i izraz F dobija vrijednost "L". 
Alternativno, Q je implikanta izraza F ukoliko za sve vrijednosti promjenljivih 
za koje Q uzima vrijednost “T”, izraz F također uzima vrijednost “T”. 


Iz definicije neposredno slijedi da je svaka elementarna konjunkcija neke 
DNF ujedno i njena implikanta. Međutim, neka DNF može imati i kraćih 
implikanti nego što su njene elementarne konjunkcije. Recimo, često se dešava 
da je neki dio neke elementarne konjunkcije i sam implikanta. Stoga se za neku 
implikantu Q nekog izraza F kaže da je prosta implikanta ukoliko niti jedan njen 
dio nije i sam implikanta izraza F. Veoma je lako pokazati da sve elementarne 
konjunkcije koje čine neku MDNEF moraju biti proste implikante. Naime, kada 
neka elementarna konjunkcija p nekog izraza F u obliku MDNF ne bi bila prosta 
implikanta, tada bi se ona mogla apsorbovati u neku drugu kraću implikantu Q,, 
pa bi, ukoliko primijenimo jednakost F =FvQ,, nakon apsorpcije PVP; = 
dobili novi izraz koji je ekvivalentan izrazu F, a kraći je od njega, što je u 
protivriječnosti sa pretpostavkom da izraz F ima oblik MDNEF. Također je lako 
pokazati da je disjunkcija svih prostih implikanti nekog izraza F ekvivalentna 
polaznom izrazu. Naime, svaka prosta implikanta je ili minterma ili neki njen 
dio, tako da će razvoj disjunkcije svih prostih implikanti u savršenu disjunktivnu 
formu dati upravo SDNF polaznog izraza. Quineova teorema tvrdi da skraćena 
DNF nekog izraza nije ništa drugo nego disjunkcija svih njegovih prostih 
implikanti. Drugim riječima, sve elementarne konjunkcije od kojih se sastoji 
skraćena DNF nekog izraza F su njegove proste implikante, a pored toga, izraz F 
nema drugih prostih implikanti osim elementarnih konjunkcija od kojih se 
sastoji njegova skraćena DNF. 


Bitno je naglasiti da skraćena DNF, koja se dobija kao rezultat nakon prve 
etape Quineovog algoritma, ne mora biti MDNEF. Naime, mada sve elementarne 
konjunkcije od kojih se sastoji MDNF moraju biti proste implikante, MDNEF se 
ne mora sastojati od svih prostih implikanti (a skraćena DNF je disjunkcija svih 
prostih implikanti). Stoga se može desiti da u skraćenoj DNF nekog izraza 
postoje članovi koji se mogu potpuno izbaciti, a da se vrijednost izraza ne 
promijeni. Na primjer, primijenimo li prvu etapu Quineovog algoritma na izraz 
ABC v ABC v ABC v ABC, dolazimo do izraza AB v BC v AC. Međutim, ovaj 
izraz ekvivalentan je izrazu AB v AC, odnosno član BC je suvišan. Stoga, za 
neku DNF nekog izraza sastavljenu od njegovih prostih implikanti kažemo da je 
nesvodljiva ukoliko se iz nje ne može izbaciti niti jedan član a da se vrijednost 
izraza ne promijeni. Jasno je da MDNF mora biti nesvodljiva, jer u suprotnom 
ne bi bila minimalna. S druge strane, proizvoljna nesvodljiva DNF ne mora 
nužno biti minimalna, ali je jasno da najkraća od svih mogućih nesvodljivih 
DNF nekog izraza (kojih ima konačno mnogo) mora biti upravo njegova MDNEF. 
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Druga etapa Ouineovog algoritma namijenjena je upravo nalaženju 
nesvodljivih DNF nekog izraza, među kojima se nalazi i tražena MDNEF. Ovaj 
korak je mnogo delikatniji i nije ga lako u potpunosti formalizirati. U ovom 
koraku potrebno je izabrati što manji skup što kraćih članova iz dobijene 
skraćene DNF čija je disjunkcija ekvivalentna traženom izrazu. Najpregledniji 
način da se to uradi je formiranje tzv. tablice pokrivanja, čiji redovi odgovaraju 
nađenim članovima skraćene DNF nakon obavljene prve etape, a kolone 
mintermama polazne SDNF. U presjeku i-tog reda i j-te kolone upisuje se znak 
“+” ukoliko i-ti član predstavlja dio j-te minterme. Na primjer, sljedeća tablica 
predstavlja tablicu pokrivanja za prethodno nađeni izraz: 


ABCD| ABCD ABCD|ABCD|ABCD|ABCD|ABCD 
ACD | + + 
ABCD + 
AB + + + + 
ACD pa = 


Tablica pokrivanja omogućava da relativno lako odredimo koji se članovi 
mogu izbaciti. Naime, mi moramo izabrati članove čija disjunkcija daje izraz 
ekvivalentan polaznom, tj. koji je ekvivalentan disjunkciji svih mintermi. To 
ćemo uraditi tako da ćemo odabrati takav skup članova kod kojeg će u svakoj 
koloni tablice pokrivanja biti barem jedan znak “+”. U slučaju kada je broj 
članova veliki, ne postoji generalna sugestija kako odabrati najmanji takav skup, 
pa u takvim slučajevima pomaže samo intuicija ili metod isprobavanja različitih 
varijanti i izbor najbolje varijante. Ipak, u svakom slučaju, postupak treba 
započeti posmatranjem kolona u kojima se nalazi samo jedan znak “+”, kao što 
su prva, druga, peta, šesta i sedma kolona u navedenom primjeru. Odgovarajući 
članovi nazivaju se esencijalni članovi i njih svakako moramo zadržati. Tek 
kada razmotrimo sve esencijalne članove, prelazimo na razmatranje ostalih 
(neesencijalnih) članova i od njih biramo minimalan skup članova koji pokriva 
znacima “+” preostale kolone tablice pokrivanja. Ukoliko je ovo moguće uraditi 
na više različitih načina, to znači da postoji više različitih nesvodljivih DNF, a 
najkraća među njima predstavlja traženu MDNF. Ovu činjenicu nije teško 
dokazati, u šta se ovdje nećemo upuštati. 


U razmotrenom primjeru lako uviđamo da su svi nađeni članovi esencijalni. 
Naime, prvi član moramo zadržati, jer jedino on unosi znak "+" u prvu kolonu. 
Iz istog razloga moramo zadržati drugi, treći i četvrti član, jer jedino oni unose 
znakove “+” u drugu, petu, šestu i sedmu kolonu. Kao zaključak slijedi da se niti 
jedan član ne može izbaciti, odnosno da nađena skraćena DNF ujedno 
predstavlja i traženu MDNEF. 


Quineov algoritam može se iskoristiti i za nalaženje minimalne konjunktivne 


normalne forme zadanog logičkog izraza. Za tu svrhu, prvo je potrebno u 
savršenoj disjunktivnoj normalnoj formi predstaviti negaciju zadanog logičkog 
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izraza. To nije teško učiniti, s obzirom da se SDNF negacije nekog logičkog 
izraza sastoji od onih i samo onih mintermi koje se ne nalaze u SDNF samog 
izraza. Nakon toga se na tako formiranu SDNF primjenjuje Ouineov algoritam, 
čime dobijamo MDNF negacije logičkog izraza. Na kraju, negacijom dobijene 
MDNE dobijamo MKNEF polaznog izraza. 


Primijetimo da Quineov algoritam traži prethodno svođenje izraza na oblik 
SDNF. Ovo je naročito pogodno ukoliko je izraz čiju MDNEF tražimo zadan 
tablicom istine (u suprotnom je potrebno razmatrani izraz ručno svesti na 
SDNF). Quineov algoritam ćemo detaljno ilustrirati na još jednom primjeru. 


> Primjer: Quineovim algoritmom naći izraze u obliku MDNF odnosno 
MKNE, a koji odgovaraju sljedećoj tablici istine: 


A|B|CID]|] 
DA AP E 
T1] 
LILITILIT 
LILIT ITIL 
LITILILIT 
LIT|LITIL 
LIT IT LIL 
LITITITIT 
PCA ee 
T{L (L{T}{T 
T{L{T{L{L 
TILITITIT 
TITIL[ LIT 
TIT L[TI|IL 
TITITILIT 
TITITITIT 
Početni korak je formiranje SDNF za dati izraz, što nije teško uraditi: 


ABCDv ABCD v ABCDv ABCD v ABCD v ABCDv ABCD v ABOD v ABCD 


Radi lakšeg pronalaženja članova koji se mogu sažimati, sve članove ćemo 
razvrstati u klase prema broju negacija, slično kao u prethodnom primjeru: 


0 negacija: ABCD 

1 negacija: ABCD , ABCD, ABCD 
2 negacije: ABCD, ABCD 

3 negacije: ABCD, ABCD, ABCD 
4 negacije: nema 
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Rezultate sažimanja ćemo ponovo razvrstavati u klase, tako da nakon prvog 
ciklusa sažimanja imamo sljedeću situaciju, pri čemu minterma ABCD nije 
učestvovala u sažimanju: 


0 negacija: BCD, ACD, ABC 
1 negacija: ABD, ABD 

2 negacije: ABC, BCD, ACD 
3 negacije: nema 


U ovom trenutku, dalja sažimanja nisu moguća, tako da je prva etapa 
Quineovog algoritma okončana. Skraćenu DNF obrazuju svi članovi dobijeni 


nakon drugog ciklusa sažimanja, kao i minterma ABCD koja nije učestvovala u 
prvom ciklusu sažimanja: 


ABCD v BCD v BCD v ABC v ACD v ABD v ACD v ABD v ABC 


Sada prelazimo na drugu etapu Quineovog algoritma, odnosno na formiranje 
tablice pokrivanja. U načelu, nema nikakve potrebe da eksplicitno ispisujemo 
skraćenu DNF, nego možemo odmah formirati tablicu prekrivanja na osnovu 
implikanti nađenih u toku prve etape Quineovog algoritma. Nađene proste 
implikante smo u tablici označili oznakama od I; do Io radi lakšeg snalaženja: 


ABCD|ABCD|ABCD|ABCD|AB CDI ABCD,ABCD ABCD/ABCD 
L=ABOD| + 
L=BCD + + 
L=ACD + 
L= ABC + + 
I;= ABD + + 
I;= ABD + + 
L=ABC + + 
I= BCD + 
I= ACD + + 


Prvo je potrebno naći esencijalne članove, ako takvi postoje. Odmah vidimo 
da su članovi lı, I i Ig esencijalni tako da ih svakako moramo zadržati, jer bi 
njihovim izbacivanjem prva, druga odnosno treća kolona tablice pokrivanja 
ostale nepokrivene. 


Nakon nalaženja esencijalnih članova, potrebno je od preostalih članova 
(koji nisu esencijalni) izabrati što manji skup članova tako da budu pokrivene i 
preostale kolone tabele. Ovaj postupak nije uvijek jednostavan i često traži 
izvjesnu dozu domišljatosti. Pri ručnom radu (bez pomoći računara), najbolje je 
redove koji odgovaraju esencijalnim članovima, kao i kolone koje su već 
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pokrivene esencijalnim članovima (kolone 1, 2, 3, 7 i 9) precrtati da nam ne 
odvlače nepotrebno pažnju. Tako dobijamo sljedeću tablicu: 


ABCD|ABCD |ABCD |ABCD 
BG = ACD + 
L=ABC + 
I; = ABD + + 
I;= ABD + 
L=ABC + 
I= ACD 


Da bismo dobili nesvodljivu formu, nikada ne smijemo uzeti član koji 
pokriva kolone koje su već pokrivene drugim članovima. Postoji jedan 
jednostavan postupak koji uvijek garantira da ćemo pronaći nesvodljivu formu. 
Naime, možemo analizirati redom jedan po jedan član i eliminirati ga iz 
razmatranja ukoliko ustanovimo da on prekriva one redove koji su već pokriveni 
ostalim članovima. Na primjer, krenemo li od člana I3, vidimo da ga možemo 
eliminirati iz razmatranja, jer on ne pokriva niti jednu kolonu koja nije pokrivena 
ostalim članovima (konkretno, članom Is). Slično, možemo eliminirati član L, s 
obzirom da jedina kolona koju on pokriva također pokriva i član Ig. Nakon ovih 
eliminacija, član I; ne smijemo izbaciti, jer bi u suprotnom treća kolona ostala 
nepokrivena. Također, ne smijemo izbaciti ni član I, jer u suprotnom četvrta 
kolona ostaje nepokrivena. Sada, član I, možemo izbaciti, jer on ne pokriva niti 
jednu kolonu koja nije pokrivena preostalim članovima Is, Ig i lo. Međutim, 
nakon njegovog izbacivanja, član Io moramo zadržati, da pokrijemo prvu kolonu. 
Tako smo dobili nesvodljivu formu koju čine upravo članovi 15, Ix i 19. 


Izbacivanje članova smo mogli izvršiti i drugim poretkom, čime bismo 
mogli dobiti i druge nesvodljive forme. Za izraz iz ovog primjera moguće je 
pronaći čak šest nesvodljivih pokrivanja, koja su sva iste dužine (tri člana, svaki 
sa po tri promjenljive). To su, redom, pokrivanja sastavljena od trojki članova 
(L, L, b), (l, 1, b), (l, l5, b), (l, 15, lo), (ls, 1, b) i (ls, 1, 19). Slijedi da su sve 
odgovarajuće nesvodljive forme ujedno i minimalne, tako da traženi izraz ima 
čak 6 različitih ekvivalentnih MDNE. Na primjer, uzmemo li članove h, Lil, 
dobijamo sljedeću MDNF (ne smijemo zaboraviti uključiti i esencijalne članove 
L, L i 12): 


ABCD v BCDv BCD v ACDv ABCv ABC 
Interesantno je napomenuti da postoji i jedan čisto algebarski (mada 
najčešće izuzetno glomazan) postupak za nalaženje svih nesvodljivih pokrivanja, 


poznat pod nazivom Petrickov' metod. Za tu svrhu, posmatramo sve članove 


L Stanley Roy Petrick (1931—), američki matematičar, bavio se teorijskom kompjuterskom naukom, vještačkom 
inteligencijom, sistemima govora i prepoznavanja uzoraka. 
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skraćene DNF dobijene nakon prve etape Ouineovog algoritma kao neovisne 
promjenljive i formiramo pomoćni izraz P u vidu konjunktivne forme, u kojoj je 
svaka elementarna disjunkcija formirana od članova koji pokrivaju po jedan red 
tablice pokrivanja. Konkretno, za prethodnu tablicu, izraz P glasi ovako: 


ẹ = (bv b) i y D) (IVI) (vy Io) 


Zatim, izraz P treba prevesti u oblik DNF, primjenom pravila distribucije i 
apsorbovanja. U konkretnom primjeru, nakon nešto dužeg računa, dobija se 


d=LLLV LIL v L 151 v LI; lv EEL v I; Is lọ 


Svaka elementarna konjunkcija u dobijenoj DNF odgovara jednom nesvodljivom 
pokrivanju, u šta se možemo lako uvjeriti. Valjanost ovog postupka nije teško 
dokazati. 


Da bismo našli MKNF traženog izraza, prvo treba naći SDNF negacije ovog 
izraza, što je lako uraditi direktno iz tablice istine, zamjenom uloge simbola “T” 
i “1” u koloni koja predstavlja vrijednosti izraza (primijetimo da se u SDNE 
negacije izraza nalaze one i samo one minterme koje se ne nalaze u SDNF 
polaznog izraza): 


ABCD v ABCD v A BCD v ABCD v ABCD v ABCD v ABCD 
Razvrstajmo sve minterme u klase prema broju negacija: 


0 negacija: nema 

1 negacija: ABCD 

2 negacije: ABCD, ABCD, ABCD, ABCD 
3 negacije: ABCD 

4 negacije: ABCD 


Nakon prvog ciklusa sažimanja dobijamo sljedeću situaciju, pri čemu se minterme 
ABCD i ABCD nisu sažimale ni sa čim: 


0 negacija: nema 
1 negacija: BCD __ 
2 negacije: ABD, ACD 


3 negacije: ABC 


Ovim su iscrpljene sve mogućnosti sažimanja, tako da nakon prve etape 
dolazimo do sljedećeg prikaza (ovo je prikaz negacije traženog izraza): 


ABCDvABCDvBCDvABDvACDvABC 


Sada prelazimo na formiranje tablice prekrivanja: 
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ABCD|ABCD|ABCD|ABCD ABCD | ABCD | ABCD 
I= ABCD + 
L= ABCD + 
Iz =BCD + + 
L=ABD + + 
I;=ACD + + 
I=ABC | + + 


Na osnovu tablice prekrivanja odmah vidimo da su članovi li, b, Ís, I4 i 15 
esencijalni. Međutim, ovih 5 članova ujedno prekrivaju sve kolone tablice 
prekrivanja, tako da član I; možemo izbaciti. Na taj način dolazimo do 
jedinstvene nesvodljive disjunktivne normalne forme negacije traženog logičkog 
izraza, koja je, prema tome, ujedno i njegova MDNEF: 


ABCDvABCDvBCDvABDVvABC 


Konačno, MKNE traženog izraza dobijamo negacijom dobijenog izraza: 


(AvBvCvD(AvBvCvD(ByvCvD(AvBvD(AvBvO 


Bitno je napomenuti da ne postoji nikakva sugestija koja apriori ukazuje 
kojim redoslijedom treba eliminirati suvišne članove da bi se dobila minimalna 
forma. Situacija može bitno ovisiti od poretka u kojem eliminiramo članove, a 
samim tim i od načina kako su članovi sortirani. Na primjer, uzmimo da smo 
dobili sljedeću tablicu prekrivanja prilikom minimizacije nekog logičkog izraza: 


A BC | ABC | ABC | ABC | ABC | ABC 
L=AC| + + 
L=BC| + + 
L=AB + 
L=BC + + 
L=AB + 
IL=AC = = 


Eliminiramo li na početku član Iı, vidimo da moramo zadržati članove L i ls. 
Ukoliko sada eliminiramo član L, vidjećemo da možemo eliminirati član 15, a 
zadržati član I, čime dobijamo nesvodljivu formu sastavljenu od članova Í, Li 
14 (koja je, zapravo, i minimalna). Međutim, ukoliko nakon eliminacije člana I, 
odmah eliminiramo član Ig (jer ni on ne pokriva ništa što nije pokriveno ostalim 
članovima), došli bismo do zaključka da moramo sačuvati sve preostale članove 
b, kl, L 1 15, čime bismo dobili nesvodljivu formu koja nije minimalna! 
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Jedina garancija za dobijanje zaista minimalne forme je formiranje svih 
mogućih nesvodljivih pokrivanja i izbor najkraćeg od njih. Sva moguća 
nesvodljiva pokrivanja moguće je odrediti recimo pomoću maločas opisane 
algebarske metode. Na primjer, za prethodni primjer imamo: 


® = (L v b) (l v b) Œ v L) (k v Is) sv Ig lv Is) =... = 
=LLLIVv LLLI v Lh Ll; v L Ll; V bLI; 


Odavde vidimo da postoji ukupno 5 nesvodljivih pokrivanja, od kojih nije 
teško odabrati najmanja pokrivanja — u ovom slučaju to su pokrivanja (lı, L, I5) 
ili (h, h, Isẹ). Međutim, kako u općem slučaju takvih pokrivanja može biti zaista 
veoma mnogo (pogotovo kada izraz zavisi od mnogo promjenljivih), koriste se 
izvjesni intuitivni postupci. Na primjer, dobra je ideja uvijek birati članove koje 
ćemo zadržati takvim redoslijedom tako da svaki novi član pokriva što je god 
moguće više do tada nepokrivenih kolona. Recimo, u gornjem primjeru, 
izaberemo li prvo član I,, sljedeći član koji bi trebalo uzeti je L, jer on prekriva 
dvije nove kolone, dok članovi I, i I; pokrivaju samo jednu kolonu koja već nije 
prekrivena članom I;. Nakon izbora članova I, i L, izbor člana I; koji pokriva 
preostale dvije kolone je očigledan, čime smo dobili minimalnu nesvodljivu 
formu, koju čine članovi I, L i Is. Ipak, ni takva strategija ne mora uvijek 
garantirati optimalnost. 


Ovim je završen opis Quineovog algoritma za minimizaciju logičkih izraza. 
Ovaj algoritam je posve jasno formuliran i stoga je pogodan za programiranje na 
računaru. Æ. J. McCluskey' je predložio modifikaciju ovog algoritma, poznatu 
pod nazivom Quine-McCluskeyjev algoritam, u kojem se u prvom koraku 
članovi koji se sažimaju na pogodan način numeriraju binarnim brojevima, čime 
se znatno dobija na preglednosti i olakšava implementacija algoritma prilikom 
programiranja na računaru (drugi korak, tj. traženje optimalnog pokrivanja, isti 
je kao kod običnog Quineovog algoritma). S obzirom da ovaj algoritam u suštini 
ne donosi ništa novo u odnosu na izvorni Quineov algoritam, osim olakšanog 
predstavljanja članova u računarskom programu i nešto većoj preglednosti pri 
ručnom računanju (u smislu da se lakše uočavaju članovi koji se mogu sažimati), 
njegov opis nećemo navoditi. 


Quineov odnosno Quine-McCluskyjev algoritam je, pored tzv. Rothovog* 
algoritma, jedan od najpodesnijih algoritama za minimizaciju logičkih izraza za 
programiranje na računaru. Međutim, svi spomenuti algoritmi su prilično 
glomazni i stoga nepodesni za ručni rad, tako da je već za npr. šest promjenljivih 
gotovo nemoguće ručno provesti cijeli postupak, a da se pri tome nigdje ne 
napravi greška. Pored toga, dužina postupka koji treba provesti eksponencijalno 
raste sa porastom broja promjenljivih (dodavanje svake nove promjenljive može 
produžiti postupak i do 4 puta). Naime, izraz koji zavisi od n promjenljivih 
očigledno može imati do 2" mintermi u savršenoj disjunktivnoj normalnoj formi, 


! Edward J. McCluskey (1929—), američki inženjer, bavio se između ostalog i logičkim mrežama i kolima. 
2 Paul J. Roth (1923-2005), američki matematičar. Član Von Neumannovog tima za razvoj računara. Bavio se 
kompjuterskom logikom. 
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dok se može pokazati da broj prostih implikanti može ići do oko 3"/n. Slijedi da 
za izraz koji zavisi od 10 promjenljivih tabela pokrivanja može biti i formata 
recimo 5000 x 1000, što je prilično mnogo i za računar (o ručnom radu nema ni 
govora). Za slučaj izraza sa više od 15-20 promjenljivih, čak ni upotreba 
računara ne dolazi u obzir. 


Da bi se omogućila minimizacija izraza sa još većim brojem promjenljivih, 
razvijeni su i razni heuristički algoritmi kao što je npr. Espresso algoritam (kojeg 
ovdje nećemo opisivati), koji radi uspješno i sa većim brojem promjenljivih, ali 
ne garantira pronalaženje optimalnog rješenja, već samo rješenja koje je 
“dovoljno dobro" (tj. koje nije “previše loše"). S druge strane, kako se u 
praktičnim situacijama uglavnom susreće potreba za minimizacijom izraza koje 
ovise od malog broja promjenljivih (recimo do 6), razvijene su i metode koje su 
znatno prilagođenije za ručni rad i koje znatno brže vode rješenju nego Ouineov 
algoritam (mada se, u suštini, radi samo o prerušenim verzijama Ouineovog 
algoritma). To su u suštini grafo-analitičke metode, zasnovane na pogodnom 
predstavljanju logičkih izraza pomoću specijalnih tablica nazvanih Karnaughove' 
mape ili Veitchovi" dijagrami. Kako se radi o važnim inžinjerskim metodima, 
bitnim za logičko projektiranje digitalnih sistema, a čije bi nas izlaganje na 
ovom mjestu nepotrebno udaljilo od same teme ovog poglavlja, zainteresiranima 
su ove metode ponuđene u Dodatku A. 


1.13 Shefferova i Pierceova operacija 


U primjenama logike iskaza u digitalnoj tehnici od velikog su značaja dvije 
dodatne logičke operacije, koje se označavaju simbolima “T* i “Ļ”, a koje se 
respektivno nazivaju Shefferova? operacija i Pierceova“ operacija (ili operacija 
Łukasiewicza’). Ove operacije su respektivno definirane kao negacija konjunkcije 
i negacija disjunkcije, odnosno 


def —- def —— 
XTY=XY, XLlY=Xvy 


Napomenimo da se u literaturi Shefferova operacija često označava i 
simbolom “|”, tako da se umjesto X T Y često piše samo X |Y. Međutim, ovdje 
nećemo koristiti tu simboliku, s obzirom da se simbol “|” često koristi i za druge 
svrhe, tako da postoji opasnost od zabune. Na primjer, u elementarnoj teoriji 
brojeva (koja je također grana diskretne matematike) simbol “|” označava 
relaciju “biti djelilac od", dok se isti simbol u nekim programskim jezicima 
koristi za operaciju disjunkcije. Pored toga, simboli “T” i “4? posjeduju i 


Maurice Karnaugh (1924—), američki fizičar i matematičar. Bavio se logičkim kolima. 

Edward W. Veitch (1924—), američki fizičar, bavio se teorijskom kompjuterskom naukom. 

Henry M. Sheffer (1882—1964), američki matematičar. Najpoznatiji je po navedenoj operaciji u logici, kojoj 
su značajno mjesto u svojim radovima kasnije posvetili Russell i Quine. 

Charles Pierce (1839-1914), američki filozof i matematičar. Bavio se logikom. Jedan je od značajnih 
prethodnika modernih naučnika u oblasti teorijske kompjuterske nauke. 

Jan Łukasiewicz (1878-1956), poljski matematičar i filozof. Osnivač varšavske škole matematičke logike. 


v N 
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646,2? 


vizualnu sličnost sa simbolima "A" i “v”, tako da je lako zapamtiti da su u 
pitanju operacije izvedene iz konjunkcije i disjunkcije. 


Već smo rekli da se svaki logički izraz može izraziti preko operacija 
konjunkcije, disjunkcije i negacije. U suštini su dovoljne samo negacija i 
konjunkcija, jer se disjunkcija može izraziti preko ove dvije operacije korištenjem 
formule 


XvY=XY 


Na sličan način zaključujemo da su dovoljne samo negacija i disjunkcija, jer 
vrijedi formula 


XY=XVY 


Štaviše, svaki logički izraz može se zapravo izraziti pomoću jedne jedine 
operacije, i to bilo pomoću upravo definirane Shefferove operacije, bilo pomoću 
Pierceove operacije. Stoga se ove operacije nazivaju univerzalne logičke 
operacije. Da bi dokazali ovu tvrdnju, dovoljno je pokazati da se konjunkcija, 
disjunkcija i negacija mogu izraziti preko Shefferove ili Pierceove operacije. I 
zaista, vrijede sljedeća pravila (zagrade su neophodne, s obzirom da ove 
operacije nisu asocijativne): 

X=XX=XÎX 
XvY=XY=X1TY=(X1x1YTY) 
XY=XY=XTY=(XTVTxTy) 


X=XvX=X1X 
XvY=Xvy=X1Y=(X1Y) (XY) 
XY=XvYy=X1Y=(X1X)14(Y4Y) 


Ova činjenica ima naročit značaj u digitalnoj tehnici, jer omogućava da se 
svaki logički digitalni sklop može realizirati uz pomoć samo jednog tipa 
elementarnog logičkog sklopa (tzv. logičkog kola). Naime, pri proizvodnji 
integriranih kola (čipova), tehnološki je povoljnije imati veći broj logičkih 
sklopova istog tipa nego manji broj logičkih sklopova različitog tipa. 


Svođenje proizvoljnog izraza na oblik u kojem se javljaju samo Shefferova 
ili Pierceova operacija u načelu se može obaviti direktnom primjenom gore 
prikazanih formula, ali na taj način se dobijaju mnogo glomazniji izrazi nego što 
bi mogli biti. Stoga se za tu svrhu koriste prikladniji postupci. Da bismo neki 
izraz izrazili samo pomoću Shefferove operacije, najbolje je krenuti od njegove 
MDNE i izvršiti njenu dvostruku negaciju. Na unutrašnju negaciju tada treba 
primijeniti De Morganova pravila, nakon čega se tražena realizacija pomoću 
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Shefferove operacije jednostavno očitava. Da bismo izrazili isti izraz samo 
pomoću Pierceove operacije, postupamo analogno, samo polazimo od MKNF 
umjesto od MDNF. Postupak je najbolje ilustrirati na konkretnom primjeru. 


> Primjer : Predstaviti logički izraz ABC v ACv BDv ACDVC samo pomoću 
Shefferove operacije i samo pomoću Piercove operacije. 


Za izražavanje preko Shefferove operacije, najpogodnije je poći od MDNF 


datog izraza. MDNF ovog izraza možemo naći, recimo pomoću Quineovog 
algoritma (uradite to sami) i on glasi: 


ADvBDv C 


Primjenom dvostruke negacije i elementarnih transformacija dobijamo: 


ADvBDvC = ADvBDvC = ADBDC = (AT(DTD)TN(BTD) NCTC) 


Za izražavanje preko Pierceove operacije, prvo nam je potrebna MKNF 
ovog izraza, koja glasi (provjerite): 


(BYVCVD)(AVCVD) 


Primjenom dvostruke negacije i elementarnih transformacija dobijamo: 


(BYCVD)(AVCVD) = (BVCVD)(AVvCVvD) = BVCVDVAVCVD = 
=(BLCL(DL+D)4ALC4+ID) 


Ponekad se dešava da je MDNF mnogo kraća od MKNE za isti izraz, ili 
obratno. Zbog toga su razvijeni postupci da se iz MDNEF dobije realizacija 
pomoću Pierceove operacije, odnosno iz MKNF realizacija pomoću Shefferove 
operacije. Ideja postupka je da prvo negiramo izraz, zatim da realiziramo 
njegovu negaciju i na kraju da negiramo rezultat. 


> Primjer: Predstaviti logički izraz ADvBDv C samo pomoću Pierceove 
operacije, bez njegovog prethodnog svođenja na MKNF. 


Ukoliko negiramo ovaj izraz, a zatim na dobijenu negaciju primijenimo 
elementarne transformacije, možemo pisati: 


ADvBDvC=ADBDC = (AvD)(BVD)C =(AvD)(BVD)C = 


= AVDVBVDVC =((ALA)LD)/((BIB)I(DID)IC 


Da bismo dobili realizaciju polaznog izraza preko Pierceove operacije, 
dovoljno je iskoristiti relaciju X = X 1 X, čime dobijamo izraz 
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(((ALA)LDV(BLB)L(DID)LO GALA) ED) L(B+B) (D+D))LC) 


Dobijeni izraz, doduše, jeste veoma glomazan, ali postoje brojne primjene u 
digitalnoj tehnici u kojima se upravo ovakva forma izraza pokazuje kao veoma 
pogodna. Naime, iako primjena posljednjeg koraka ovog postupka u kojem se 
negacija izraza X izražava kao X LX praktično udvostručuje dužinu izraza X, 
ovaj korak se pri praktičnoj realizaciji logičkih izraza u digitalnoj tehnici 
realizira upotrebom samo jednog logičkog kola. 


1.14 Baze iskazne algebre 


Vidjeli smo da se svaki izraz logike iskaza može predstaviti koristeći samo 
operacije negacije, konjunkcije i disjunkcije, a da se po volji jedna od operacija 
konjunkcije ili disjunkcije (ali ne obje) može izostaviti, a da se zadrži mogućnost 
predstavljanja proizvoljnog izraza logike iskaza. Skupovi operacija, takvi da se 
pomoću njih može formirati proizvoljan izraz logike iskaza, nazivaju se baze 
iskazne algebre. Na primjer, jedna od baza iskazne algebre je skup (>, A, v}. 
Baza iskazne algebre naziva se elementarna baza (ili prosta baza) ukoliko se 
niti jedna od operacija iz baze ne može izostaviti a da se zadrži mogućnost 
predstavljanja proizvoljnog izraza logike iskaza (ponegdje se u literaturi pod 
pojmom baze smatraju isključivo elementarne baze). Tako smo, na primjer, 
utvrdili da su skupovi {~, ^} i {~, v} dvije moguće elementarne baze iskazne 
algebre. Dalje, kako smo vidjeli da se samo pomoću Shefferove ili samo pomoću 
Piercove operacije također može predstaviti svaki izraz logike iskaza, to su i 
jednočlani skupovi (7) i (L) također elementarne baze iskazne algebre. 


Postoji veliki broj elementarnih baza iskazne algebre, a ovdje ćemo navesti 
neke najinteresantnije. Operacije konjunkcije i ekskluzivne disjunkcije dovoljne 
su (bez negacije) za predstavljanje proizvoljnog izraza logike iskaza, ukoliko 
dozvolimo i upotrebu konstante “T” (koju možemo posmatrati i kao operaciju sa 
nula argumenata). Zaista, imamo 


X=XvT, XvY=XvYvXY 


Odavde slijedi da skup {A,V,T} također čini jednu elementarnu bazu iskazne 
algebre, koja se naziva Žegalkinova! baza. Na ovoj bazi zasniva se tzv. 
Žegalkinova algebra, sa kojom ćemo se informativno upoznati nešto kasnije. 


Interesantna je činjenica da je sama operacija implikacije dovoljna za 
predstavljanje proizvoljnog logičkog izraza, ukoliko dozvolimo i upotrebu 
konstante “L”, odnosno skup {=,L} čini još jednu elementarnu bazu iskazne 
algebre. Zaista, imamo 


! Ivan Žegalkin (1869—1947), ruski matematičar. Bavio se matematičkom logikom i problemima odlučivosti. 
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X=X>1 
XY=(X>(Y>1l))>1l 
XvYy=(X>1)>yY 


Odavde slijedi zanimljiva posljedica da je svaki izraz logike iskaza moguće 
zapisati u obliku u kojem se od operacija javlja samo implikacija (po cijenu da 
se dobije glomazan i posve nerazumljiv izraz). Na primjer, za izraz ABv BC 
dobijamo 


(A>_B>1l))=1)>1)>(B>1l1)=>C>1L)=.1) 


Ovakva interpretacija logičkih izraza je interesantna sa aspekta proučavanja 
logike iskaza kao formalne teorije, s obzirom da postoje stanovišta da se cijela 
logika iskaza u osnovi zasniva na operaciji implikacije (koja formalizira proces 
donošenja zaključaka). S druge strane, posmatrano sa praktičnog aspekta, 
možemo primijetiti da je praktično nemoguće utvrditi kakvu logičku činjenicu 
iskazuje dobijeni izraz predstavljen samo pomoću operacije implikacije. 


Još jednu elementarnu bazu logike iskaza čini skup {=,=}, odnosno 
operacije implikacija i negacija. Ova baza se dosta koristi pri zasnivanju logike 
iskaza kao formalne teorije. Za vježbu sami pronađite kako se u ovoj bazi 
izražavaju operacije konjunkcije i disjunkcije (dobijaju se izrazi koji su znatno 
prostiji nego u bazi (>, 1)). 


Postoji opći rezultat koji iskazuje potrebne i dovoljne uvjete da bi izabrani 
skup operacija predstavljao bazu iskazne algebre, poznat kao Postova! teorema 
o funkcionalnoj kompletnosti logičkih funkcija. Za izlaganje ovog rezultata, 
potrebno je uvesti nekoliko novih pojmova. Svakoj operaciji iskazne algebre 
možemo pridružiti njenu karakterističnu funkciju, čiji su argumenti i vrijednosti 
iz skupa {T, L}. Takve funkcije nazivaju se logičke funkcije (zapravo se svakom 
izrazu iskazne algebre može pridružiti odgovarajuća logička funkcija). Na 
primjer, negaciji možemo pridružiti funkciju f jednog argumenta datu pravilima 
f(L)=T i f(T) = L. Konjunkciji možemo pridružiti funkciju f dva argumenta 
datu pravilima f(L,L)= (LT) =f(T,D=Lif(T,T)=T , itd. Sada, za neku 
logičku operaciju, čija je karakteristična funkcija f (x1, X2, ..., Xn), Kažemo: 


*  dazadržava neistinu ukoliko vrijedi f(L, L, ..., L)=1; 

e  dazadržava istinu ukoliko vrijedi f(T,T,..., T)=T; 

* da je linearna ukoliko se vrijedost f(x, X2, ..., Xn) može napisati u obliku 
ao V ax NY... V AnXn gdje SU ao, 41, ..., An neke konstante iz skupa {L, T 1; 

e daje samodualna ukoliko vrijedi f (1, X2, ..., Xn) = f (X1, X2, +++ Xn); 

* da je neopadajuća (ili monotona) ukoliko joj vrijednost ne opada pri rastu 
argumenata, tj. ukoliko iz x? <x? slijedi f(Xx1,..., Xi, +++,Xn) S f(X1, +09 Xi", +09 Xn) 
za sve indekse i od 1 do n (pri čemu se smatra da vrijedi _L < T ). 


! Emil Leon Post (1897-1954), američki matematičar. Bavio se mnogim značajnim problemima matematičke 
logike. 
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Nakon izlaganja ovih uvodnih pojmova, Postovu teoremu o funkcionalnoj 
kompletnosti logičkih funkcija možemo iskazati na sljedeći način: Da bi neki 
skup logičkih operacija predstavljao bazu iskazne algebre, potrebno je i dovoljno 
da se među njima nalazi barem jedna operacija koja ne zadržava neistinu, barem 
jedna operacija koja ne zadržava istinu, barem jedna operacija koja nije linearna, 
barem jedna operacija koja nije samodualna i barem jedna operacija koja nije 
neopadajuća. 


Na primjer, za slučaj klasičnog skupa logičkih operacija {—,A,V}, 
konjunkcija zadržava neistinu i istinu i neopadajuća je, ali nije linearna i nije 
samodualna, dok je negacija linearna i samodualna, ali ne zadržava niti neistinu 
niti istinu i nije neopadajuća. Stoga su po Postovoj teoremi, konjunkcija i 
negacija dovoljne za predstavljanje proizvoljnog logičkog izraza. U slučaju 
Žegalkinove baze imamo konjunkciju (koja nije linearna niti samodualna, ali je 
neopadajuća i zadržava neistinu i istinu), kao i ekskluzivnu disjunkciju koja 
zadržava neistinu 1 linearna je, ali ne zadržava istinu, nije samodualna i nije 
neopadajuća. Očigledno nam za ispunjenje uvjeta Postove teoreme nedostaje 
operacija koja ne zadržava neistinu. Takva je očigledno "operacija" konstanta 
“T” (operacija sa nula argumenata), koja očigledno ne zadržava neistinu (mada 
je linearna, samodualna, neopadajuća i zadržava istinu). U slučaju Shefferove 
odnosno Pierceove operacije, svaka od njih ne zadržava niti neistinu niti istinu, 
nije linearna, nije samodualna i nije neopadajuća, tako da je po Postovoj teoremi 
svaka od njih sama za sebe dovoljna za prikaz proizvoljnog logičkog izraza. Što 
se tiče implikacije, ona ne zadržava neistinu, nije linearna, niti samodualna, niti 
neopadajuća, ali zadržava istinu, tako da nam je potrebna još neka operacija koja 
ne zadržava istinu. Za takvu operaciju možemo upotrijebiti recimo negaciju, ili 
trivijalnu operaciju izraženu konstantom "L". 
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1.10 


1.12 


1.13 


114" 


Zadaci uz Poglavlje 1. 


Napišite logički izraz (Av C)CvBEv(CDvAE)BvC korištenjem isključivo standardnih 
simbola matematičke logike =, A i v. 


Sastavite tablicu istine za logički izraz ABCVAvBvCvABC. 


Sastavite tablicu istine za izraze ABC v (A vBv © D i ABCv (A v ©) D i pokažite da su 
oni ekvivalentni. Šta se može zaključiti? 


Dokažite pravila [13], [14], [17] i [21] logike iskaza ne koristeći ništa drugo osim aksioma 
logike iskaza. 


Dokažite drugu De Morganovu teoremu (pravilo [20]) koristeći samo aksiome logike 
iskaza. 


Koristeći isključivo aksiome logike iskaza, dokažite sljedeću tvrdnju: Ukoliko vrijedi 
PQ=0iPvQ-=1, tada mora vrijediti O =P. 


Dokažite pravilo dvostruke negacije [15] koristeći pomoćnu tvrdnju dokazanu u zadatku 
1.6. 


Dokažite obje De Morganove teoreme koristeći pomoćnu tvrdnju dokazanu u zadatku 1.6. 


Koliko ima međusobno neekvivalentnih logičkih izraza koji sadrže n promjenljivih? 
Obrazložite odgovor. Posebno utvrdite koliko ima međusobno neekvivalentnih logičkih 
izraza sa 2, 3, 4, 5 i 6 promjenljivih. 


Prilikom pravljenja novog ustava neke države, uočeno je da mnogi gradonačelnici ne stanuju 
u gradovima kojima upravljaju. Da bi se zakonski reguliralo ovo pitanje na jednoobrazan 
način, u ustavu su predložena sljedeća dva člana: 


Član 1: Svi gradonačelnici koji ne stanuju u gradu kojim upravljaju stanovaće u glavnom 
gradu države. 

Član 2: Niti jedan gradonačelnik neće stanovati u glavnom gradu države osim onih o 
kojima govori Clan 1. 


Pravnici su ubrzo uvidjeli da ove zakonske akte nije moguće realizirati. Objasnite zašto. 


Prije izvjesnog vremena, gradske vlasti grada Napervilla, država Ilinois (USA), donijeli su 
zakon koji citirano glasi: “Niti jednoj osobi nije dozvoljeno da posjeduje više od 3 psa i 3 
mačke". U gradu je stanovao Mark Charles, koji je imao 5 pasa i niti jednu mačku, a 
susjedi su ga prijavili vlastima zbog kršenja zakona. Kada mu je inspekcija pokucala na 
vrata, on je uspio ubijediti inspektore da on zapravo ne krši zakon. Pokazalo se da je on 
zapravo u pravu, zbog “rupe” u formulaciji zakona. Gdje je “rupa u zakonu" i kako bi 
zakon zapravo trebao glasiti? 


Kombiniranjem_ raznih pravila  iskazne algebre,  pojednostavite logički izraz 
Y = ABVACVBC koliko god je to moguće. Provjerite dobijeni rezultat formiranjem 
tablica istine za polazni i dobijeni izraz. 


Pojednostavite koliko je god moguće sljedeće logičke izraze, koristeći samo pravila iskazne 
algebre: 

a) (AVB(AVvBvC(AvBvC) 

b) ABCv ABC v ABC v ABC 

c) Av ABCv ABCVABVADVAD 


Minimizirajte logički izraz A(BvO)vBCvAC korištenjem isključivo pravila iskazne 
algebre. 
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1.15 


1.16 


1.17 


1.18. 
1.19“ 


1.20 


1.21 
1.22 


1.23 


1.24 


1.25 


1.26 


1.27 


Primjenom zakona iskazne algebre, minimizirajte sljedeće logičke izraze: 


a) ABCVDvACDvB b) ABCvVDvACDvB 


c) ABCvVDvACDvB d) ABv CD v AC v BD 


Pojednostavite sljedeće logičke izraze, koliko god je to moguće, korištenjem samo zakona 
logike iskaza: 


a) BLAVCO)VDAVC b) BYV(AVC) DVAVC 


Primjenom De Morganovih teorema, nađite negacije sljedećih logičkih izraza, u što je god 
moguće jednostavnijoj formi. Šta možete zaključiti posmatrajući dobijene rezultate? 

a AvB_ b) (AVB)C ©) AVBC 

d) AvBC e)A(BvCD) f ABCvB(CvD) 


Nađite negaciju logičkog izraza ABC v B (C vD) ; 


Nađite negacije sljedećih logičkih izraza, u što je god moguće prostijem obliku: 


a) (AVBCD)(ADVB(CVA)) b) ABC v (A v B v D) (ABD v B) 


Minimizirajte logički izraz (A v C)C v BE v (CD v AE)B v C „ koristeći pri tome samo 
zakone logike iskaza. Zatim nađite negaciju ovog izraza (u izvornom obliku) i minimizirajte 
tako dobijenu negaciju koristeći samo zakone logike iskaza. Konačno, nađite negaciju 
minimizirane verzije istog izraza i pokažite da se dobija isti rezultat. 


Pokažite (ne koristeći tablice istine) da je izraz A S (B > A) tautologija. 


Pokažite korištenjem isključivo pravila logike iskaza da su sve tautologije navedene u 
odjeljku 1.8 ovog poglavlja zaista tautologije. 


Pretpostavimo da ako je predstava dobra, onda nije loš tekst, ili su dobri režiser i glumci. 
Također pretpostavimo da je predstava dobra i da su glumci dobri. Pokažite formalnim 
putem da iz toga slijedi da tekst nije loš ili da je režiser dobar. 


Pretpostavimo da ako je beba mirna, onda nije nervozna. Dalje, pretpostavimo da je beba 
nervozna ako joj rastu zubići. Konačno, pretpostavimo da bebi rastu zubići. Iz izloženih 
činjenica, možemo zaključiti da beba nije mirna. Dokažite ispravnost ovog rezonovanja 
formalnim putem. 


Za vrijeme godišnjeg odmora, gospodin Bosanković će ići ili na more ili na selo, ali ne i na 
jedno i na drugo mjesto. On će ići na more ukoliko bude imao dovoljno novca, a da bi imao 
dovoljno novca potrebno je da radi prekovremeno, ili da dobije premiju na sportskoj 
prognozi. Ukoliko gospodin Bosanković ne ode na selo, neće se sresti sa širom rodbinom. 
Pretpostavimo da je poznato da je gospodin Bosanković radio prekovremeno. Utvrdite 
formalnim putem da li će se gospodin Bosanković sresti sa širom rodbinom. 


Neka je poznato da je gospodina Petrovića u njegovoj kući ubila ili njegova kućna 
pomoćnica ili njegov baštovan (ali ne oboje skupa). Pretpostavimo dalje da je poznato da 
bi ulazak baštovana u kuću aktivirao alarm. Konačno, pretpostavimo da činjenice govore 
da se alarm nije aktivirao. Odavde očigledno slijedi da je gospodina Petrovića ubila kućna 
pomoćnica. Pokažite ispravnost ovog logičkog rezonovanja formalnim putem. 


Pretpostavimo da su poznate sljedeće činjenice: 

— Nakon odigranog derbija, Sabahudin Topalbećirević' (Baho) je sretan ako i samo ako je 
pobijedio FK Sarajevo; 

— Nakon odigranog derbija, slaviće ili bordo ili plavi navijači, ali ne i jedni i drugi; 

— Ukoliko je pobijedio FK Sarajevo, slaviće bordo navijači; 

— Derbi je odigran, i slave plavi navijači. 

Iz ovih činjenica može se zaključiti da Sabahudin Topalbećirević nije sretan. Dokažite 

ispravnost ovog rezonovanja formalnim putem. 


! Sabahudin Topalbećirević (1965), bosanskohercegovački sportski novinar i vatreni navijač FK Sarajevo. 
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1.28 


1.29 


1.30 


1.31 


1.32 


1.33 


1.34 
1.35 


1.36 


Za američke predsjedničke izbore kandidirani su Barack H. Obama" i John McCain“, od 
kojih jedan i samo jedan može pobijediti. Barack H. Obama će pobijediti ukoliko kod 
Amerikanaca bude dovoljno raspoloženja za promjene. Raspoloženje za promjene će 
postojati ukoliko Amerikanci uspiju prevladati dugogodišnje rasne barijere ili ukoliko im 
dojadi surova međunarodna politika koju je vodio George Bush". Ukoliko John McCain ne 
pobijedi, krupni kapitalisti neće biti zadovoljni. Rezultati anketa pouzdano pokazuju da je 
Amerikancima dojadila Bushova politika. Odredite formalnim putem da li će krupni 
kapitalisti biti zadovoljni. 


Neka je poznato da je Damir polagao matematiku i elektrotehniku i da je pri tom položio 
tačno jedan od ta dva ispita. Pretpostavimo dalje da bi Damir uspio upisati drugu godinu 
da je položio matematiku. Nažalost, Damir nije upisao drugu godinu. Odavde očigledno 
slijedi da je položeni ispit bio ispit iz elektrotehnike. Pokažite ispravnost ovog logičkog 
rezonovanja formalnim putem. 

Svedite logički izraz (Av BVO (AvBvVO(AvBvO(AvBvC©) na DNF primjenom zakona 
distributivnosti, a zatim proširite dobijenu DNF do oblika SDNF. 


Svedite izraz (A v Bv D) (A v D) (Cv D) prvo na neku DNF, a zatim na oblik SDNF. 


Svedite izraz ABCvABCv ABCv ABC prvo na neki od oblika KNF, a zatim na oblik 
SKNEF. Svođenje obavite prvo direktnim postupkom, a zatim postupkom dvojne negacije. 


Nađite SDNF i SKNF za logički izraz ABC v BC v AC v BC. 


Nađite SDNF i SKNF za logički izraz (A v B vACAC)AvBC. 


Haris, Ivan, Alen i Marko su se igrali loptom na ulici. Odjednom je jedna nespretno šutnuta 
lopta udarila u prozor i razbila ga. Na saslušanju, svaki od dječaka je dao po 3 izjave: 


Haris: H; — Ja nisam razbio prozor! 
H, — Marko je predložio da se igramo loptom na ulici! 
H; — Alen nije razbio staklo! 


Ivan: I, — Nisam ja šutnuo loptu koja je razbila prozor! 
Ñ — To je učinio Alen! 
I; — Ja igram fudbal bolje od Marka! 
Alen: A; — Ja nisam posljednji udario loptu! 
A; — Da sam znao šta će se dogoditi, ne bi se ni igrao loptom na ulici! 
A3 — Haris nije razbio prozor! 


Marko: M; - Ja nisam kriv! 
M, — Alen je razbio prozor! 
M; — Kad sam se ja priključio igri, ostali dječaci su se već igrali! 


Očigledno je da nisu svi mogli govoriti istinu. Na ponovljenom saslušanju, ustanovilo se 
da je svaki od dječaka izrekao po jednu 1až, dok su preostale dvije izjave istinite. Formalnim 
putem utvrdite koje su izjave tačne, a koje ne (time će se, između ostalog, saznati i ko je 
razbio prozor). 


Neki logički izraz koji sadrži 4 promjenljive A, B, C i D dobija vrijednost “T” u redovima 
tablice istine čiji su redni brojevi 0, 1, 2, 7, 8, 9, 10 i 15, a vrijednost “1” u ostalim 
redovima (pri tome podrazumijevamo da su redovi tablice numerirani od nule nadalje). 

a) Predstavite datu funkciju u obliku SDNF. 

b) Predstavite datu funkciju u obliku SKNF. 

c) Nađite negaciju ove logičke funkcije u obliku SDNF. 

d) Nađite negaciju ove logičke funkcije u obliku SKNF. 


! Barack H. Obama (1961—), američki političar, 44. predsjednik SAD-a i prvi afroamerikanac na toj poziciji. 
2 John McCain (1936—), američki političar, kandidat za 44. predsjednika SAD-a na izborima 2008. godine. 
à George W. Bush (1946-), američki političar, 43. predsjednik SAD-a u periodu od 2001. do 2009. godine. 
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1.37 


1.38 


1.39 


1.40 


1.41 
1.42 
1.43 


1.44 
1.45 


1.46 
1.47 
1.48 


1.49 


1.50" 


Dat je logički izraz ABv CVAVBC. 
a) Predstavite ovaj izraz tabelom istine. 


b) Predstavite ovaj izraz u oblicima SDNF i SKNF očitavanjem iz tablice istine i 
provjerite valjanost dobijenih SDNF i SKNF pomoću zakona iskazne algebre. 


c) Nađite barem dvije DNF koje su kraće od SDNF. 
d) Nađite barem jednu KNF koja je kraća od SKNF. 


Nađite DNF, KNF, SDNF i SKNF za logički izraz B(A>C)vD(AvC). Napomena: 
razumije se da DNF i KNF nisu jedinstvene, tako da se može dobiti više različitih rješenja. 
Ispitajte da li su sljedeći logički izrazi nesvodljivi: =. = = 

a) ACDvACDvABDVvBCD b) ACDVACDVABC c)ABCv ADvBDv CD 
Dat je logički izraz 

ABCDv ABCDv ABCDv ABCD v ABCD v ABCDv ABCDv ABŒ@v ABCD 

Koristeći Quineov algoritam, odredite: 

a) Skraćenu DNF datog izraza 


b) Sve nesvodljive DNF datog izraza 
c) Minimalnu DNF (MDNF) datog izraza 


Nađite minimalnu KNF (MKNF) za logički izraz iz Zadatka 1.40. 
Nađite MKNF i MDNF za logički izraz iz Zadatka 1.38. 


Primjenom Quineovog algoritma, nađite MDNF sljedećih logičkih izraza: 


a) ABCDv ABCD v ABCD v ABCDv ABCDv ABCD v ABCD v ABCD 
b) ABCD v ABCD v ABCD v ABCD v ABCD v ABCD v ABCD vABCDv ABCD 


Nađite MKNF za izraze iz Zadatka 1.43. 


Pomoću Quineovog algoritma, nađite MDNF za sljedeće logičke izraze: 
a) ABvBCvABC b) ACVBCVAB c) ABvACvBCvACvBC 


Quine-ovim algoritmom nađite MKNF za logički izraz ACVBCVAB. 
Nađite MDNF i MKNF logičkog izraza AC(B&D) VBC(ACV(BVD)). 


Primjenom Ouine-ovog algoritma nađite MDNF i MKNF za logičke izraze zadane 
tablicom istine koji sadrže 4 promjenljive A, B, C i D, a koji uzimaju vrijednost “T” u 
navedenim redovima tablice istine, a vrijednost “L” u ostalim redovima (pri tome se 
podrazumijeva da su redovi tablice numerirani od nule nadalje): 

a) 0,4, 5, 7, 8, 12,131 15 

b) 0,2,5,7,8110 

c) 0,1, 2, 5,7, 12,131 14 

d) 0,2,3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14115 

e) 0, 1,2, 3,6, 7,8,91 15 


Dvije medicinske sestre X i Y opslužuju četiri pacijenta A, B, C i D. Obje sestre su 
jednako osposobljene za sve poslove, ali pacijenti A i D zbog samo njima znanih razloga 
ne žele usluge sestre X. Izvedite što jednostavniju logičku formulu koja je tačna ako i samo 
ako neki od pacijenata ne može biti uslužen. Formula treba da zavisi od 4 promjenljive A, 
B, C i D, koje imaju vrijednost “ T” ukoliko istoimeni pacijent traži uslugu, a vrijednost 
“L” u suprotnom. 


Primjenom Ouine-ovog algoritma nađite MDNF za logički izraz zadan tablicom istine koji 
sadrži 5 promjenljivih A, B, C, D i E, a koji uzima vrijednost “T ” u redovima tablice istine 
čiji su redni brojevi 0, 1, 3, 7, 8, 11, 12, 16, 20, 23, 24, 27, 28 i 31, a vrijednost “1” u 
ostalim redovima (redovi tablice su numerirani od nule nadalje). 
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1.55 
1.56 
1.57 
1.58 
1.59 
1.60 


1.61” 


1.62 


1.63 


U jednoj sali sa 5 šaltera rade dva službenika, jedan pripravnik i šef. Svaki šalter je 
predviđen za različite poslove, a stranke zahtjev za uslugom signaliziraju pritiskom na 
dugme ispred odgovarajućeg šaltera. Pripravnik poznaje samo poslove koji se obavljaju na 
prva dva šaltera (ostale poslove ne poznaje). U slučaju da ima veći broj istovremenih 
zahtjeva, tako da službenici i pripravnik ne mogu da prihvate sve zahtjeve, u pomoć im 
priskače i šef. Neka promjenljive S;, i=1..5 imaju vrijednost “tačno” ili “netačno”, ovisno 
da li se stranka nalazi za i-tim šalterom ili ne. Odredite što je god moguće jednostavniji 
logički izraz koji je tačan ako i samo ako šef treba priskočiti u pomoć. 


Neki logički izraz koji sadrži 5 promjenljivih A, B, C, D i E dobija vrijednost “T” ako i samo 
ako barem dvije od ukupno 5 promjenljivih od kojih zavisi imaju vrijednost “T”. Formirajte 
tablicu istine ovog izraza i predstavite ga u obliku MDNF odnosno MKNF. 
Neki logički izraz koji sadrži 5 promjenljivih A, B, C, D i E dobija vrijednost “T” ako i samo 
ako tačno 3 od ukupno 5 promjenljivih od kojih zavisi imaju vrijednost “T”. Formirajte 
tablicu istine ovog izraza i predstavite ga u obliku MDNF odnosno MKNF. 


Bez prethodnog pojednostavljenja, prikažite logički izraz ABv AC v BC 
a) Samo pomoću Shefferove operacije 
b) Samo pomoću Pierceove operacije 


Nakon toga, ponovite postupak polazeći od pojednostavljenih oblika ovog izraza (MDNF 
odnosno MKNF). 


Predstavite logički izraz ABC v ABvC(A vB) na što je god moguće jednostavniji način 
koristeći samo Shefferovu operaciju, odnosno samo Pierceovu operaciju. 


Izrazite operacije ekskluzivne disjunkcije, implikacije i ekvivalencije pomoću Shefferove 
odnosno Pierceove operacije. 


Izrazite Shefferovu operaciju preko Pierceove operacije i Pierceovu operaciju preko 
Shefferove operacije. 


Dokažite identitet AB v AC (ABC v AB) =(ALA)LB pomoću zakona iskazne algebre i 
definicije Pierceove operacije. 


Koristeći zakone iskazne algebre i neophodne definicije, dokažite tačnost identiteta 


((ALA)LGBILB) ALB) =(ATBTB)TBTI(ATA)). 
Pojednostavite logički izraz ((ATB)TA) T (ATB)T B) koliko god je to moguće. 


Za logički izraz ACEv ABDEv ABCEv ACEv ABDEvABDE , primjenom Quineovog 
algoritma nađite minimalnu disjunktivnu i minimalnu konjunktivnu normalnu formu, te 
izrazite dobijene MDNF i MKNF pomoću Shefferove odnosno Pierceove operacije. 


Pokažite da svaki od sljedećih skupova predstavlja elementarnu bazu iskazne algebre. Za 
svaku od navedenih baza pokažite kako se pomoću operacija u bazi mogu izraziti osnovne 
logičke operacije (negacija, konjunkcija i disjunkcija) u slučaju kada se one ne nalaze u bazi: 
a) (>= b)i=> vj c) (> 1) d) {v, ©, L} 

e) {A,V, 2} Dive) 8) (y.T) 


U iskaznoj algebri se ponekad uvodi i logička operacija zabrane, sa oznakom "A", koja je 
definirana tako da je izraz X A Y ekvivalentan izrazu XY. Pokažite da svaki od sljedećih 
skupova, koji sadrži operaciju zabrane, predstavlja elementarnu bazu iskazne algebre. Za 
svaku od navedenih baza pokažite kako se pomoću operacija u bazi mogu izraziti osnovne 
logičke operacije: 

a) (>,A) b) (>,A) c) {A, +} d) (AT) 


Utvrdite kakva postoji veza između logičke operacije zabrane (uvedene u prethodnom 
zadatku) i operacije implikacije. 


Dokažite da se svaka neopadajuća (monotona) logička funkcija različita od konstanti “T” 
ili “1” može izraziti samo preko operacija konjunkcije i disjunkcije. 
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2. Elementi teorije skupova 


2.1 Osnovni pojmovi teorije skupova 


Teorija skupova je u veoma tijesnoj vezi sa logikom iskaza koju smo upravo 
obradili, iako to nije posve očigledno na prvi pogled. Ovu teoriju osnovao je u 
19. vijeku G. Cantor'. Značaj pojmova i struktura koje je on uveo shvaćen je tek 
mnogo kasnije. Teorija skupova je odlučujuće utjecala na gotovo sve oblasti 
matematike (za neke od njih predstavlja i sam preduvjet postojanja), pa je danas 
postala nezaobilazna alatka u matematici i njenim primjenama. Određene oblasti 
ove teorije (mada ne sve) imaju veliku primjenu u računarskim naukama, a 
naročito u teoriji relacionih baza podataka, s obzirom da se sve manipulacije sa 
relacijama koje tvore relacionu bazu podataka zasnivaju upravo na teoriji 
skupova. Stoga je proučavanje određenih dijelova teorije skupova nezaobilazno 
u proučavanju diskretne matematike. 


U teoriji skupova, skup je elementarni pojam koji se ne definira. Naime, 
mada je pojam skupa intuitivno jasan, pokazalo se da je praktično nemoguće dati 
preciznu formalnu matematsku definiciju ovog pojma koja bi bila nedvosmislena, 
koja se ne bi “vrtila u krug", itd. Ovdje imamo sličnu situaciju poput situacije 
koja nastaje pri pokušaju definiranja pojma “boja”. Ovaj pojam je praktično 
svima poznat iz iskustva, a ipak ga je veoma teško tačno definirati (bez pozivanja 
na, recimo, talasnu optiku). Stoga je bolje pojam skupa uopće ne definirati, nego 
ga smatrati elementarnim pojmom koji ne traži definiciju. 


Neformalno, skup je kolekcija određenih, različitih, stvarnih ili zamišljenih 
objekata, posmatrana kao cjelina (sam Cantor je skupove definirao kao 
“objedinjenje izvjesnih elemenata u jednu cjelinu", ali strogo gledano, ta 
definicija ne znači ama baš ništa). Za te objekte kažemo da su elementi tog 
skupa. Iskaze “a je element skupa A" odnosno “a nije element skupa A" 
zapisujemo kao ae A odnosno a¢ A. Dalje, skupovi mogu biti konačni ili 
beskonačni, u ovisnosti da li imaju konačno ili beskonačno mnogo elemenata 
(pojam beskonačnosti ćemo kasnije formalno definirati). Pri tome je, kod 
beskonačnih skupova, veliki doprinos G. Cantora u spoznavanju činjenice da svi 
beskonačni skupovi nisu “jednako beskonačni", već da postoji čitava hijerarhija 
različito "beskonačnih" beskonačnosti, o čemu ćemo uskoro govoriti. 


Neki skupovi koji se često primjenjuju u raznim oblastima matematike imaju 
posebna imena i posebne oznake. Ovdje ćemo pretpostaviti da su pojmovi skupa 
prirodnih brojeva, skupa cijelih brojeva, skupa racionalnih brojeva, skupa 
realnih brojeva i skupa kompleksnih brojeva poznati od ranije. Za ove skupove 
usvajaju se oznake N, Z, O, Ri C respektivno. 


Mada teorija skupova na prvi pogled izgleda prilično jednostavno, ako ne i 
pomalo banalno, radi se zapravo o jednoj od najdelikatnijih i najkontraverznijih 


I Georg Cantor (1845-1918), njemački matematičar. Osnivač teorije skupova. Bavio se i trigonometrijskim 
redovima. 
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matematskih teorija, koja je sve samo ne banalna. Na prvom mjestu, neka 
složenija razmatranja koja se tiču beskonačnih skupova (poput teorije 
transfinitnih ordinalnih brojeva) veoma je teško intuitivno shvatiti, zbog teškog 
poimanja samog pojma beskonačnosti. Dalje, u teoriji skupova sasvim je lako, 
polazeći od nekih na prvi pogled očiglednih pretpostavki, kreirati beskonačne 
kolekcije elemenata sa posve bizarnim svojstvima koji se protive intuiciji. Na 
primjer, relativno je lako kreirati takve skupine tačaka na pravcu, u ravni ili 
prostoru kojima nije ni na kakav način moguće pridružiti nikakvu mjeru veličine 
(ni konačnu, ni beskonačnu) poput dužine, površine ili zapremine, a koja ne bi 
bila u kontradikciji sa intuitivnim svojstvima koja bi takva mjera veličine morala 
posjedovati. Postojanje ovakvih tvorevina dalje dovodi do još bizarnijih 
zaključaka, o kojima će ukratko biti riječi kasnije. 


Problem teorije skupova nije samo u tome što može voditi do bizarnih i 
kontraintuitivnih zaključaka. Mnogo veći problem je u tome što je sama teorija 
skupova, u obliku u kakvom ju je uveo Cantor, a koja se naziva opisna ili 
naivna teorija skupova, protivrječna. Naime, već je Cantor primijetio da 
preslobodno shvatanje skupa kao ma kakve kolekcije ma kakvih objekata lako 
može dovesti do paradoksalnih zaključaka, odnosno zaključaka koji su u 
kontradikciji sa samim sobom (ovi paradoksi tipično nastaju pri pokušaju 
kreiranja izuzetno obuhvatnih skupova poput skupa koji predstavlja kolekciju 
svih skupova). Inače, već smo napomenuli da paradoksi nisu nepoznata pojava u 
logici: lako je formirati paradoksalne rečenice poput rečenice "Ja upravo lažem" 
(koja protivrječi sama sebi), ili paradoksalne definicije poput definicije "Brijač 
je čovjek koji brije one i samo one ljude koji se ne briju sami” (paradoks može 
nastati ukoliko pokušamo da utvrdimo da li osoba koja je jedini brijač u skupini 
ljudi od kojih se svi briju brije sama sebe). Međutim, teorija koja pretendira da 
bude jedna od fundamentalnih teorija matematike definitivno ne bi smjela biti 
kontradiktorna. To je dovelo do razvoja strožijih teorija skupova, koje su poznate 
pod nazivom aksiomatske teorije skupova, koje zabranjuju da se izvjesne 
enormno masivne kolekcije objekata smiju uopće tretirati kao skupovi. Postoji 
više različitih aksiomatskih teorija skupova, koje nisu potpuno saglasne 
međusobno, ali su tvorevine kod kojih se uočava njihova razlika posve egzotične 
i ne spadaju u tematiku uobičajenih matematskih proučavanja. U većini izlaganja 
koja slijede, nema praktično nikakvih razlika da li se koristi naivna ili aksiomatska 
teorija skupova. O problemima naivne teorije skupova i načinima njihovog 
prevazilaženja biće ukratko riječi na kraju ovog poglavlja. 


Skup koji ima elemente a,;, a2, a3 itd. obilježavamo sa (44, a2, 43,...}. Za tako 
opisane skupove kažemo da su zadani pobrojavanjem. Na primjer, skup 
(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47) zadan je pobrojavanjem. Jasno 
je da se pobrojavanjem mogu precizno zadati samo konačni skupovi. Međutim, i 
kod konačnih skupova dolazi do problema ukoliko skup ima veliki broj 
elemenata. Recimo, jasno je da je pobrojavanjem praktično nemoguće zadati 
(konačni) skup koji se sastoji od prvih 10'"" prostih brojeva. Stoga se u praksi 
koriste i drugi načini zadavanja skupova, poput zadavanja specifikacijom. Ako 
je P(x) neki otvoreni iskaz (predikat), tada je (x| P(x)) skup svih elemenata x za 
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koje je predikat P(x) tačan. Na primjer, skup iz prvog primjera može se zadati 
kao {x|(xje prost broj)A(x<50)). Ukoliko želimo specifikacijom izdvojiti 
elemente iz nekog već postojećeg skupa X pomoću predikata P(x) definiranog 
nad elementima skupa X, to možemo zapisati kao (xe X|P(x)}. Ovaj zapis je 
uglavnom ekvivalentan zapisu (x|xe XAP(x)), samo što se ovakvim zapisom 
eksplicitno naznačava da nije nužno da predikat P(x) bude definiran za elemente 
koji ne pripadaju skupu X. Pored toga, konvencija dopušta i još neke intuitivno 
jasne zapise. Recimo, konstrukcije poput (y|y=f()AP()) gdje je f(x) neki 
izraz koji zavisi od promjenljive x možemo skraćeno pisati kao {f(x)|P(x)}. Na 
primjer, skup kvadrata svih prirodnih brojeva možemo zapisati kao {x" |xe N}. 


Zadavanje skupova specifikacijom, bez obzira na njegovu neospornu 
praktičnost, povezano je sa brojnim poteškoćama. Prvo, u mnogim slučajevima 
nije nimalo lako (a ponekad čak nije ni moguće) odrediti koji su zaista elementi 
skupa koji je zadan na takav način, s obzirom da problem određivanja vrijednosti 
x koje zadovoljavaju predikat P(x) može biti veoma složen. Posmatrajmo, na 
primjer, skup {xe R|1512x +x = 1235 +278 x}. Elementi ovog skupa su —19, 
1, 5 1 13, mada je ovo daleko od očiglednog. Drugi je problem u tome što 
izvjesni skupovi posjeduju toliko nepravilnu strukturu elemenata da se ne može 
uočiti da oni zadovoljavaju ikakvu jednostavnu zakonitost, tako da zadavanje 
specifikacijom nije praktično, ili nije uopće ni moguće. Stoga se definira pojam 
skupa sa slučajnim elementima kao skupa za koji, neformalno rečeno, ne 
postoji kraći način da opišemo njegove elemente nego da ih prosto pobrojimo 
(ova neformalna definicija može se izreći na matematski precizan način jezikom 
teorije informacija, ali složenost takve definicije izlazi izvan okvira ovog 
udžbenika). Ako je slučajan skup još pri tome i beskonačan, u velikim smo 
problemima, s obzirom da se beskonačni skupovi ne mogu zadati pobrojavanjem 
(nažalost, postoje beskonačni skupovi sa slučajnim elementima). 


Skupove možemo zadati i preko nekog efektivnog postupka (algoritma) kojim 
se generiraju njegovi elementi, jedan po jedan (sam pojam algoritma će biti strogo 
preciziran u poglavlju o teoriji izračunljivosti), ili pomoću nekog efektivnog 
postupka kojim se za unaprijed izabran element utvrđuje da li pripada skupu ili ne. 
Za skupove za koje postoji efektivni postupak kojim se generiraju njegovi 
elementi kažemo da su rekurzivno nabrojivi (engl. recursively enumerable) dok 
za skupove za koje postoji efektivni postupak za utvrđivanje pripadnosti kažemo 
da je rekurzivan (engl. recursive). Svi rekurzivni skupovi su i rekurzivno 
nabrojivi, ali obrnuto ne vrijedi. Svi konačni skupovi su rekurzivni. Postoje 
beskonačni skupovi koji su rekurzivno nabrojivi, ali nisu rekurzivni, a postoje 
beskonačni skupovi koji nisu čak ni rekurzivno nabrojivi. Začudo, takve skupove 
ne treba tražiti isključivo među “egzotičnim” skupovima- postoje čak i (beskonačni) 
podskupovi skupa prirodnih brojeva koji nisu rekurzivno nabrojivi. Ovi pojmovi 
su od velike važnosti u teoriji izračunljivosti, o kojoj ćemo govoriti kasnije. 


Važno je naglasiti da elementi skupova mogu i sami biti skupovi. Bez takve 


pretpostavke se teorija skupova uopće ne bi mogla razviti u upotrebljivu teoriju. 
Na primjer, skup (a, {a,b}, {{a}, {a,b}}} je skup sa tri elementa: prvi element 
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je a, drugi element je skup {a,b}, odnosno skup čiji su elementi a i b, dok je 
treći element {{a},{a,b}}, odnosno skup čiji su elementi skup čiji je element a i 
skup čiji su elementi a i b. Oni elementi skupova koji nisu i sami skupovi 
nazivaju se urelementi ili atomi (napomenimo da postoji i tzv. čista teorija 
skupova po kojoj su svi objekti koji postoje skupovi, tako da je svaki element 
nekog skupa uvijek ponovo skup). Kao što je potrebno praviti razliku između 
nekog elementa a i skupa (a) čiji je element a, tako je važno uočiti razliku i 
između skupova poput {a} i {{a}}. Naime, {a} je skup čiji je element a, dok je 
element a. Isto tako, skupovi {1,2,3} i {{1},{2},{3}} predstavljaju dva 
suštinski različita skupa: elementi prvog su brojevi 1, 2 i 3, dok su elementi 
drugog skupovi (1), (2) 1 (3). Nije rijetkost da pojedinci teško uočavaju razliku 
između ovih pojmova. Međutim, svi oni kojima predstavlja problem praviti 
strogu razliku između ovih pojmova, imaće problema ne samo sa teorijom 
skupova, već i općenito sa razumijevanjem struktura podataka u računarskim 


naukama (recimo, u teoriji relacionih baza podataka). 


Za dva skupa A i B kažemo da su jednaki ili ekvivalentni i pišemo A =B 
ako i samo ako sadrže iste elemente, odnosno ukoliko je svaki element jednog 
od njih ujedno i element onog drugog. Odavde neposredno slijedi da poredak 
elemenata u skupu uopće nije bitan, tako da su, na primjer, skupovi 
A=(3,4,1,21i1B=(4,3,2,1) jednaki, s obzirom da sadrže iste elemente (1, 2, 
3 1 4). Dalje, slijedi da se sva višestruka pojavljivanja istog elementa u skupu 
mogu eliminirati, tako da sui skupovi A = {1,2} i B= {1,1,1,2,2} jednaki, s 
obzirom da oba također sadrže jednake elemente (1 i 2). Kombinirajući ove 
zaključke, zaključujemo da su i skupovi A =(3,1,3,7,2) i B= {1,7,2,3} 
također jednaki. U nastavku ćemo pretpostaviti da u skupu ne postoje višestruka 
pojavljivanja istog elementa, s obzirom da se oni uvijek mogu eliminirati. 
Također ćemo pretpostaviti da kad god elemente nekih skupova obilježavamo 
nekim općenitim oznakama (poput a, b, c itd.), tada sve te oznake predstavljaju 
međusobno različite objekte. U suprotnom bismo lako mogli upasti u probleme. 
Na primjer, ukoliko je a=b, tada su skupovi A= {a} i B={b} jednaki, iako ih 
mi intuitivno doživljavamo kao različite. Također, uz istu pretpostavku, skup 
A= (a,b,c) ima dva elementa (s obzirom da su a i b isti element), iako ga mi 
doživljavamo kao tročlani skup. Što je još gore, uz takvu pretpostavku, skupovi 
A= {a,b,c} i B= {a,c} su također jednaki. Da bismo izbjegli ove probleme, 
držaćemo se konvencije da dvije različite opće oznake elemenata predstavljaju 
dva različita elementa. 


Strukture slične skupu, u kojima se dopušta višestruko ponavljanje istog 
elementa (bez njegove eliminacije), nazivaju se multiskupovi. Multiskup u 
kojem se element a; ponavlja n; puta, element a, ponavlja n, puta itd. obično se 
obilježava kao (71: a1, n2: a2, ...}. Mada se uz pomoć uređenih parova, koje ćemo 
uskoro upoznati, svaki multiskup može modelirati kao običan skup uređenih 
parova oblika ((4,,1),(42,M2), ...}, pri čemu prva komponenta uređenog para 
predstavlja sam element multiskupa, a druga komponenta broj njegovih 
pojavljivanja, u nekim primjenama je korisno multiskupove posmatrati kao 
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općenitije pojmove od samih skupova, koji uopćavaju pojam skupa. Na primjer, 
vidjećemo kasnije da se neke operacije sa skupovima poput unije, presjeka itd. 
mogu prirodno uopćiti na multiskupove na način koji nije ekvivalentan sa onim 
što bismo dobili kada bismo te operacije prosto primijenili na skupove čiji su 
elementi uređeni parovi. 


Ako su svi elementi skupa A ujedno i elementi skupa B tada kažemo da je A 
podskup skupa B i pišemo A CB. Skupovi A i B su jednaki ako i samo ako 
vrijedi A CB i BcA, odnosno (A = B) & (A CB)A(BCA). Ukoliko vrijedi 
A CB i A+B, kažemo da je A pravi podskup od B, i pišemo ACB. Ako je A 
podskup od B, kažemo i da je B nadskup od A i možemo pisati BO A. Analogno 
se definira i pravi nadskup u oznaci B > A. Primijetimo da uvijek vrijedi A CA, 
ali nikad ne vrijedi ACA. Također, primijetimo da se može desiti da za dva 
različita skupa A i B ne vrijedi niti ACB niti B CA (odnosno AB). 


Naivna teorija skupova u osnovi se oslanja na sljedeće elementarne 
pretpostavke (aksiome), koje ćemo navesti iskazane u neformalnom obliku: 


* Aksiom obuhvatnosti (obimnosti): Dva skupa su jednaka ako i samo ako 
sadrže iste elemente; 

* Aksiom specifikacije (apstrakcije): Za svako svojstvo (predikat) P(x) postoji 
skup {x|P(x)} čiji su elementi oni i samo oni elementi x za koje je predikat 
P(x) tačan (tj. koji zadovoljavaju to svojstvo); 

* Aksiom izbora: Za svaku kolekciju C nepraznih podskupova nekog skupa S 
moguće je formirati novi skup od po jednog elementa iz svakog elementa 
kolekcije C. 


Bez obzira na prividnu očiglednost navedenih aksioma, posljednja dva aksioma 
su veoma sporna. Naime, kao što ćemo pokazati na kraju ovog poglavlja, 
preslobodna primjena aksioma specifikacije može dovesti do paradoksa (tj. do 
zaključaka koji protivrječe sami sebi) a primjena aksioma izbora omogućava 
kreiranje skupova sa bizarnim (mada ne i paradoksalnim) svojstvima. 


Prazan skup je skup koji ne sadrži niti jedan element. Označava se sa { } ili 
simbolom Ø. Egzistencija takvog skupa slijedi iz aksioma specifikacije. Zaista, 
možemo definirati Ø = {x|x+#x}, Prazan skup je podskup svakog skupa, 
odnosno za ma kakav skup A uvijek vrijedi O CA. Za mnoge skupove zadane 
specifikacijom pokazuje se da su prazni, poput skupa {xe R| XxX+1=0}. 
Problem utvrđivanja da li je neki skup zadan specifikacijom prazan ili ne spada u 
najteže matematičke probleme, jer ne postoji generalni metod utvrđivanja postoji 
li ikakva vrijednost x za koju je neki predikat P(x) tačan ili ne. Mnogi od najtežih 
matematičkih problema mogu se formulirati kao pitanje da li je neki skup zadan 
specifikacijom prazan ili ne. Na primjer, čuvena velika Fermatova' teorema, 
koja tvrdi da ne postoje prirodni brojevi x, y, z i n > 2 takvi da vrijedi x” + y” = z” i 
koja je bila nedokazana više od 200 godina, može se iskazati kao tvrdnja da je 


! Pierre de Fermat (1601-1665), francuski pravnik i matematičar. Najznačajniji doprinos matematici dao je u 
oblasti teorije brojeva, teorije vjerovatnoće i matematičke analize, koja je u njegovo doba tek nastajala. 
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{(x,y,z,n)|(xe JA (ye NJA(ZE NJA(ne NJA (X"+y"=Z")A(n%2)} zapravo 
prazan skup. Ovaj primjer pokazuje kakve se sve teškoće mogu javiti prilikom 
zadavanja skupova pomoću specifikacije. 


Broj (različitih) elemenata nekog konačnog skupa A nazivamo njegov 
kardinalni broj i označavamo ga sa #A, a susreću se još i oznake card A, K(A), 
|A| kao i A (posljednja oznaka je historijski najstarija, jer potiče još od Cantora, 
ali se u moderno vrijeme sve manje koristi). Kardinalne brojeve definiramo i za 
beskonačne skupove, pri čemu različiti beskonačni skupovi također mogu imati 
različite kardinalne brojeve. S obzirom da je pitanje definiranja kardinalnih 
brojeva u općem slučaju prilično teško pitanje, ostavićemo ga za kasnije, kad 
definiramo još neke neophodne pojmove. 


Skup svih podskupova nekog skupa A (uključujući i prazan skup, koji je 
podskup svakog skupa) nazivamo partitivni skup skupa A i obilježavamo ga 
oznakom P(A). Drugim riječima, imamo P(A) = (x|x CA}. Na primjer, ukoliko 
jeA=(a,b,c), tada je P(A)={{},{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}. 
Za konačne skupove uvijek vrijedi #P(A) = 2%“. Stoga se partitivni skup skupa A 
ponekad obilježava i sa pomalo neuobičajenom oznakom 2°. 


2.2 Vennovi i Eulerovi dijagrami 


Za grafičku ilustraciju neke kolekcije skupova i odnosa među njima mogu 
lijepo poslužiti sheme nazvane Vennovi' dijagrami i Eulerovi? dijagrami. 
Vennov dijagram za jedan skup predstavlja zatvorenu liniju u ravni, za čiju se 
unutrašnjost pretpostavlja da pripada tom skupu. Vennov dijagram za n skupova 
A; A». A, predstavlja kolekciju zatvorenih linija koje dijele ravan na 2" 
dijelova, tako da za svaku kombinaciju ovih skupova postoji dio ravni koji 
pripada izabranoj kombinaciji skupova, a ne pripada preostalim skupovima. Na 
sljedećoj slici prikazan je Vennov dijagram za tri skupa A, B i C: 


A B 


C 


Vennovi dijagrami pretpostavljaju najopćenitiji mogući odnos između 
skupova, bez podrazumijevanja ikakvih posebnih odnosa između njih, poput 
mogućnosti da jedan skup bude podskup drugog, mogućnost da skupovi nemaju 
zajedničkih elemenata, itd. Srodna vrsta dijagrama, ali koja dopušta i mogućnost 
ilustracije posebnih odnosa između skupova, npr. činjenice da je jedan skup 
podskup drugog skupa, ili da dva skupa nemaju zajedničkih elemenata, nazivaju 
se Eulerovi dijagrami (neki autori ne prave razliku između Vennovih i 


! John Venn (1834-1923), britanski matematičar i filozof. Bavio se matematičkom logikom i historijom. 
2 Leonhard Euler (1707—1783), švicarski matematičar i fizičar. Veoma svestran, bavio se gotovo svim oblastima 


matematike i fizike. Jedan od najplodnijih autora u historiji matematike. 
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Eulerovih dijagrama). Na primjer, sljedeća slika prikazuje tri različita Eulerova 
dijagrama za skupove A i B. U prvom slučaju, skupovi A i B nemaju zajedničkih 
elemenata, u drugom slučaju ih imaju, ali niti jedan od skupova A i B nije 
sadržan u drugom, dok u trećem slučaju imamo A C B. 


Vennovi dijagrami u algebri skupova predstavljaju analogon tablica istine za 
iskaznu algebru. Međutim, nevolja je u tome što je veoma teško nacrtati (prave) 
Vennove dijagrame za više od tri skupa. Na primjer, dijagram sa lijeve strane 
slike koja slijedi nije Vennov dijagram, jer dijeli ravan na svega 14 dijelova, 
tako da dvije zone nedostaju (zona koja pripada skupovima A 1 D, a ne pripada 
skupovima B i C, kao i zona koja pripada skupovima B i C, a ne pripada 
skupovima A i D). Jedna varijanta pravog Vennovog dijagrama za 4 skupa 
prikazana je na slici koja slijedi sa desne strane. Interesantno je da je Vennov 
dijagram za 4 skupa nemoguće kreirati koristeći samo kružnice, već su 
neophodne elipse (i to nakošene). Vennov dijagram za 5 skupova u toj mjeri je 
nepregledan da već gubi svaki smisao, dok se Vennovi dijagrami Za još veći broj 
skupova mogu nacrtati samo koristeći vrlo nepravilne linije. Inače, Vennovi 
dijagrami su u tijesnoj vezi sa Karnaughovim mapama ili Veitchovim dijagramima 
koje se koriste za minimizaciju logičkih izraza, a koje su opisane u Dodatku A 
na kraju ovog udžbenika. 


C 
A B B 
A D 
C D 


2.3 Operacije sa skupovima 


Postoje brojne operacije sa skupovima, pomoću kojih se od postojećih 
skupova prave novi skupovi. U najvažnije takve operacije spadaju unija, presjek 
i razlika (diferencija) skupova. Unija skupova A i B, u oznaci A U B, predstavlja 
skup koji sadrži sve elemente iz skupa A ili iz skupa B (i nikoje druge elemente). 
Presjek skupova A i B, oznaci ANB, predstavlja skup koji sadrži samo elemente 
koji su zajednički za skup A i skup B. Razlika skupova A i B, u oznaci A\B, 
predstavlja skup koji sadrži samo elemente skupa A koji nisu ujedno i elementi 
skupa B. Simbolički zapisano, imamo: 


AUB=(x|xe Avxe B} 
AnB=(x|xe AAx€ B} 
A\B=(x|xeAax€ B} 


63 


Sljedeća slika ilustrira ove operacije pomoću Vennovih dijagrama. 


A B A B 


AUB ANB 


Za skupove koji nemaju zajedničkih elemenata kažemo da su disjunktni. Za 
disjunktne skupove vrijedi AAB =i A\B=A. 


Lako je uvidjeti da za kardinalne brojeve unije i razlike konačnih skupova A 
i B vrijede formule #(A UB) = #A+#B—#KA AB) i H(A\B) = #A—#(A NB). 
Ukoliko su A i B disjunktni, imamo #(A ^ B) = 0, tako da za taj važan specijalni 
slučaj vrijedi #KAUB)=#A+#B. Ukoliko je BcA, tada očigledno vrijedi 
AAB = B, tako da tada imamo #(A\B) = #A—#B. 


Operacije unije i presjeka su, u izvjesnom smislu, analogne operacijama 
disjunkcije i konjunkcije iz logike iskaza. Zaista, ukoliko su skupovi A i B 
zadani pomoću specifikacije kao A = {x | Pa(x)} i B = {x | Ps(x)}, tada vrijedi: 


AUB={x|Pa(x) v Pe} 
AOB={x|Pa(x) A Pg(x)} 
A\B = {x| PA) APB(x)} 


Ukoliko uočimo da vrijedi XY = X > Y, uviđamo da je razlika skupova zapravo 
analogna negaciji implikacije. 


Operacije unije, presjeka i razlike se na prirodan način mogu uopćiti na 
multiskupove. Neka se neki element a pojavljuje n puta u multiskupu A, a m puta 
u multiskupu B (razmatranje koje slijedi uključuje i slučajeve kada se element a 
ne javlja u nekom od multiskupova A ili B — dovoljno je uzeti da je n=0 
odnosno m=0). Tada se element a u uniji AUB javlja n+m puta, u presjeku 
AQB element a se javlja min {m,n} puta (pri čemu min {m,n} označava manji 
od brojeva m i n), dok se u razlici A\B element a javlja n-m puta ukoliko je 
n>m, a nijednom ukoliko je n<m. Ponegdje se ovako definirana unija naziva 
sumom multiskupova (u oznaci A+B ili A WB), dok se unija definira tako da se 
element a u uniji javlja max {m,n} puta. Mada su sve ovdje uvedene definicije 
posve u skladu sa intuicijom, treba napomenuti da one ne zadovoljavaju neke od 
osobina koje zadovoljavaju unija, presjek i razlika običnih skupova o kojima 
ćemo govoriti kasnije. 


Korisno je definirati unarnu operaciju sa skupovima koja bi bila analogna 
operaciji negacije iz logike iskaza. Takva operacija naziva se komplement skupa 
i obilježava se sa C(A), A? ili A. Komplement skupa A trebao bi da sadrži one i 
samo one elemente koji se ne sadrže u skupu A, odnosno trebalo bi da vrijedi 
C(A) = {x|x¢ A). Ovako definirani komplement ponekad se naziva i apsolutni 
komplement. Međutim, ovakva definicija je preslobodna, jer bi apsolutni 
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komplement ma kakvog skupa morao da sadrži zaista “svašta”, s obzirom da je 
pojam “sve što se ne nalazi u skupu A" strahovito opširan (tako bi, na primjer, 
apsolutni komplement praznog skupa morao biti “skup svega"). Kako upravo 
takvi “preobimni“ skupovi uzrokuju paradokse teorije skupova, na šta ćemo 
ukazati kasnije, definicija komplementa se mora modificirati, odnosno apsolutni 
komplement se ne koristi u teoriji skupova. 


Situacija postaje znatno lakša ukoliko podrazumijevamo da su svi skupovi sa 
kojima baratamo u nekoj konkretnoj primjeni podskupovi nekog obuhvatnijeg 
skupa koji nazivamo univerzalni skup, koji obično obilježavamo sa U (na 
primjer, pri proučavanju geometrijskih figura u ravni kao skupova tačaka u 
ravni, zgodno je za univerzalni skup uzeti skup svih tačaka u ravni). Komplement 
skupa A u odnosu na univerzalni skup U (pri čemu se podrazumijeva da je 
ACU), u oznaci C(A), definira se prosto kao G (A) = U\A, odnosno 
C(A)={x|xZ£ Aaxe U}, što po konvenciji možemo zapisati skraćeno kao 
@(A)= {xe U|xg A}. Sljedeća slika ilustrira komplement skupa pomoću 
Vennovog dijagrama (univerzalni skup na Vennovim dijagramima se tipično 
predstavlja kao pravougaonik): 


C(A) 


Ovako definirani komplement naziva se još i relativni komplement (za 
razliku od maločas definiranog problematičnog apsolutnog komplementa). 
Ukoliko je iz konteksta jasno šta je univerzalni skup, ili ukoliko je jasno da on u 
konkretnim razmatranjima postoji (čak i ako nije eksplicitno specificiran), 
njegovu oznaku možemo izostaviti i za komplement skupa A pisati samo C(A), 
A" ili A. Treba uočiti da se razlika skupova može izraziti preko komplementa 
(kao elementarnije operacije) pomoću formule A\B =An c(B). 


Još jedna interesantna operacija za rad sa skupovima je i simetrična razlika 
(diferencija), koja se još naziva i diskrepancija ili razilaženje. Simetrična 
razlika skupova A i B, u oznaci A AB, je skup elemenata koji se nalaze bilo u 
skupu A, bilo u skupu B, ali ne i u oba, stoga je ona analogna operaciji 
ekskluzivne disjunkcije u logici iskaza. Simbolički zapisano, za simetričnu 
razliku imamo A AB = (x|xe Avxe B}. Sljedeća slika ilustrira ovu operaciju 
pomoću Vennovog dijagrama: 


AAB 


Simetrična razlika se može na više načina izraziti preko osnovnih operacija 
sa skupovima, na primjer pomoću formule A AB =(A\B)U(B\A), ili pomoću 
formule AAB=(AUB)\(AnB). Specijalno, ukoliko je ANB=2, tada 
vrijedi AAB =A UB. 
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2.4 Zakoni algebre skupova 


S obzirom na upadljive sličnosti između načina kako su definirane operacije 
sa skupovima i operacije logike iskaza, nije iznenađujuće da se oni podvrgavaju 
praktično istim zakonima. Zaista, sve zakone skupovne algebre možemo dobiti iz 
algebre iskaza prostom zamjenom operacija konjunkcije, disjunkcije i negacije 
sa presjekom, unijom i komplementom, kao i zamjenom logičkih vrijednosti 
“T"1“1L" sa univerzalnim skupom U, odnosno praznim skupom CG: 


Komutativnost: AUB=BuA 
ANB=BnA 
Asocijativnost: (AUB)ULC=AU(BUC) 
(ANBInC=An(BnoO) 
Distributivnost: AU(BnNC)=(AUB)A(AUC) 
An(BUC)=(AnBL(ANC) 
Komplementarnost: AUC(A)= U 
ANC(A)=O 
Neutralni element: AUD=A 
AnU=A 
Apsorbirajući element: AUU=|U 
Ang=9 
Idempotentnost: AUAU..UA=A 
AnAn..NA=A 
Apsorpcija: AU(ANB)=A 
AN(AUB)=A 


De Morganove teoreme: C(A UB) = C(A)N C(B) 
C(ANB) = C(A)U C(B) 
Dvojni komplement: C(C(A))= A 


Svi zakoni algebre skupova mogu se dokazati pozivanjem na odgovarajuće 
zakone iskazne algebre. Na primjer, za osobinu distributivnosti možemo pisati: 


AU(BNO=(xlxeAvrxeBnC]=(rx|xe Av (xe Baxe C)} = 
=(x«|«eAvreB)AQ«eAvxeC)= 
= {x|(xe AUB)A(xe AUC)}=(AUB)N(AUC) 


Alternativno, 1 ovdje je moguće izvjestan skup pravila uzeti za aksiome, a 
ostala pravila izvoditi iz njih. Na primjer, pravilo apsorpcije možemo dokazati 
pozivajući se na pravilo o neutralnom elementu, pravilo distributivnosti, pravilo 
komutativnosti i pravilo o apsorbirajućem elementu: 


AU(ANB)=(AnUL(ANB)=An(VUB)=An(BUUI) = 
=AnU=A 
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Inače, slično kao u iskaznoj algebri, za aksiome algebre skupova posve je 
dovoljno uzeti samo pravila o komutativnosti, asocijativnosti, distributivnosti, 
komplementarnosti i neutralnom elementu, dok su sva druga pravila izvodljiva iz 
njih. Činjenica da se zakoni algebre skupova dobijaju iz iskazne algebre prostom 
supstitucijom (^, Vv, =m, T, L) > (NA, U, C, U, Ø) zapravo je posljedica činjenice da 
se i iskazna algebra i algebra skupova mogu, uz prikladno preimenovanje 
simbolike, smatrati kao specijalni slučajevi Booleove algebre. 


Identiteti skupovne algebre često se ilustriraju, ali ne dokazuju uz pomoć 
Vennovih dijagrama, mada se može pokazati da su dokazi uz pomoć Vennovih 
dijagrama sasvim valjani, pod uvjetom da se zaista koriste pravi Vennovi, a ne 
Eulerovi dijagrami (bez obzira što je interpretacija smisla Vennovih dijagrama 
prilično problematična za veoma obimne skupove, konkretnije za one skupove 
koji su “bogatiji” od skupa tačaka u ravni). Eulerovi dijagrami se mogu koristiti 
jedino ukoliko se kao sastavni dio pretpostavke koju treba dokazati nalaze neke 
apriorne pretpostavke o međusobnom odnosu skupova koji učestvuju u pravilu 
koje treba dokazati. Ipak, dokaze pomoću Vennovih dijagrama treba izbjegavati, 
s jedne strane zbog nepreglednosti Vennovih dijagrama za slučaj četiri ili više 
skupova, a s druge strane zbog toga što se na taj način pravi “bijeg” od suštinske 
prirode skupovne algebre u čisto geometrijsku interpretaciju. 


> Primjer: Na nekom međunarodnom skupu nalazi se veći broj naučnika, od 
kojih svaki govori barem jedan od tri svjetska jezika: engleski, francuski i 
njemački. Na tom skupu, ukupno 30 naučnika govori engleski jezik, 22 
naučnika govore francuski jezik, a 25 naučnika govori njemački jezik. Neki 
od naučnika govore i više jezika. Tako, 11 naučnika govori engleski i 
francuski jezik, 10 naučnika govore engleski i njemački jezik, dok 13 
naučnika govore francuski i njemački jezik. Među pobrojanim naučnicima 
koji govore više jezika, postoje 4 naučnika koji govore sva tri navedena 
jezika. Odrediti ukupan broj N naučnika na ovom skupu, zatim broj Ni 
naučnika na ovom skupu koji govore samo jedan od gore navedenih jezika, 
te broj N, naučnika koji govore tačno dva jezika. 


Neka su A, B i C, skupovi naučnika koji govore engleski, francuski i 


njemački respektivno. Pogledajmo prvo kako se problem može lijepo i elegantno 
riješiti pomoću Vennovih dijagrama. Zaista, posmatrajmo sljedeću sliku: 


Malim slovima su označeni brojevi elemenata koji pripadaju odgovarajućim 
oblastima. Sada, iz postavke problema direktno imamo s = 4. Dalje, postavka 
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problema nalaže da je u+s=11, v+s=10 1 w+s=13, odakle slijedi u=7,v=61 
w=9. Konačno, iz postavke problema mogu se također napisati i jednakosti 
P+u+v+s=30,q+u+w+s=22ir+v+w+s= 25, odakle slijedi p=13,q=2 
i r=6. Na osnovu izvedenih vrijednosti, direktno slijedi 


N=p+q+r+s+u+v+w=47 
Nj=p+q+r=21 
N,=u+v+w=22 


Sada je lako odgovoriti i na mnoga druga slična pitanja vezana za 
postavljene činjenice. Međutim, Vennove dijagrame je veoma teško koristiti za 
slučaj više od 3 skupa. Razmotrimo sada i drugi pristup, zasnovan na zakonima 
algebre skupova, koji se ne oslanja na Vennove dijagrame, te je stoga 
primjenljiv na proizvoljan broj skupova. Iz postavke problema slijedi FA = 30, 
#B=22,#C=25, HANB)=11, H(ANC)=10, HBNC) =131 HANBNC) =4. 
Nađimo prvo broj N. Očigledno je N = #(A UBUC). Da bismo izračunali ovu 
vrijednost, moramo ovaj izraz preurediti tako da se u njemu pojave samo podaci 
koji su nam poznati. Za tu svrhu iskoritićemo poznatu osobinu kardinalnog broja 
unije skupova, prema kojoj je #HXUY) =#X+#Y—#HXnY), kao i navedena 
pravila algebre skupova: 


N=#HAUBUC) = #HAUB) + FC — H((AUB)NC) = 
=#A+#B-HANB)+#C— H(AUB)NC) = 
= FA +fB + HC — F(ANB)—FH((ANC)U(BNC)) = 
=#A+#B+#C- F(ANB)— (F(ANC) + FH(BNC)— H((ANC)N(BNC))) = 
=#A+#B+#C- F(ANB)—-H(ANC)—-FH(BNC)+FH(ANBNC)= 
=30+22+25—11—10—13+4=47 


Slično možemo naći i N;, samo što je potrebno koristiti činjenicu da za 
razliku skupova vrijedi #(X \Y) =#X— H(XNY): 


N: = H(A \(BUC)) +H(B\(A UC)) +FH(C\(A U B)) = 
=#A-HAN(BUC)+#B-HBN(AUC)+#C -HCA(AUB)) = 
= FA — H(ANB)U(ANC)) +#B-HANBL(BNC)) + 
+ FC FH((ANC)U(BNC)) = 
= FA — (F(AOB) FH(ANC)— FH(ANBNC)) + SB — (F(ANB)+F(BNC)— 
—HANBNC) +#C- (F(ANC)+HF(BNC)—- HANBNC)) = 
=#A+#B+#C-2GHANB)+#HANC)+HBNC)+3HANBANC) = 
=30+22+25-2-:(11+10+13)+3-4=21 
Alternativno, možemo prvo naći broj N2, naučnika koji govore dva ili više 


jezika. Za tu svrhu, iskoristićemo izraz za F(X UY U Z) koji smo usput izveli pri 
određivanju broja N: 
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Na, = H((A DOB)U(A NC)U (BNC)) = 
= H(A OB) +KA AC) +KBAC) — H((A OB)N(A NC)) —-4((A NB)N(BNC))- 
- H(ANC)N(BNIC)) +KAABABACAANC) = 
= (A OB) +H(A OC) +KBAC) -2 KA ABAC) = 
=11+10+13—2:4=26 


Sada je broj naučnika koji govore samo jedan jezik jednak razlici između 
ukupnog broja naučnika i onih koji govore dva ili više jezika, tj. 


N;=N—N,,=47—-26=21 


Na kraju broj naučnika N, koji govore tačno dva jezika je razlika između 
broja onih koji govore dva ili više jezika i onih koji govore više od dva jezika: 


N=Nu-#HANBNC)=26-4=22 


Ne treba da nas zavara to što je rješenje zasnovano na Vennovim dijagramima 
znatno prostije, s obzirom da je prikazano analitičko rješenje mnogo generalnije. 


2.5 Uređene n-torke i Descartesov proizvod skupova 


Neformalno rečeno, uređena n-torka ili lista elemenata a1, a, ..., a,, U oznaci 
(41,02, ..., An), razlikuje se od "običnog" skupa {a;, a2, ..., an} po tome što je kod 
uređene n-torke poredak elemenata bitan, tako da je npr. (1,2,3)#(1,3,2) i što 
ponavljanje identičnih elemenata na različitim pozicijama daje različitu n-torku, 
tako da je npr. (1,2,3)#(1,2, 1,3). Elementi a,, 2, ..., a, nazivaju se respektivno 
prva, druga, ..., n-ta koordinata uređene n-torke (a, a2, ..., an). Uređenu n-torku 
za n=2 nazivamo uređeni par. Dvije uređene n-torke sa istim brojem koordinata 
su jednake ako i samo ako su im odgovarajuće koordinate jednake. Na primjer, 
(a, a2) = (bı, b2) ako i samo ako je a =b; i a= b2. 


Prema prethodnoj neformalnoj definiciji, izgleda da su uređene n-torke 
drugačiji objekti od samih skupova, tj. da one nisu skupovi. Mada je teoriju 
skupova moguće zasnovati i na takvoj pretpostavci, sama teorija skupova postaje 
mnogo jednostavnija ukoliko se uređene n-torke definiraju na neki formalni 
način, ali tako da i one budu skupovi. Naravno, formalna definicija uređene 
n-torke mora biti takva da se sve što se može intuitivno zaključiti o uređenim 
n-torkama na osnovu neformalnog opisa može strogo dokazati iz tako formirane 
formalne definicije koristeći zakone teorije skupova. Postoji više takvih 
definicija, a sve se zasnivaju na tome da se pored informacije o tome koji 
elementi čine uređenu n-torku (koje se čuvaju u skupu) pohrane i neke dodatne 
informacije o njihovom poretku (npr. koji je element prvi element, itd.) i da se 
tako skupljene informacije ponovo objedine u skup. Najviše korištena takva 
definicija je definicija koju je predložio Kuratowski'. Po ovoj definiciji, prvo se 
definira uređeni par (a;, a2) pomoću definicije 


! Kazimierz Kuratowski (1896-1980), poljski matematičar. Bavio se topologijom, logikom i teorijom grafova. 
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(a,am)={{a},{a1, a}} 


a zatim se uređene trojke, četvorke, itd. definiraju pomoću rekurzivnog pravila 


(ai, A2,..., an) = ((ai, d2, ..., an1), an) 
Na primjer, 


(a1, 42, 43) = ((4,, a2), 43) = {{{{a1}, {a1,a}}}, (Ha, (41,42)), a3}} 


(a1, 42, 43, 41) = ((a1, a, a3), a4) = {{{{{{a1},{a1, a2}}}, {{{a1}, {41,042} }, a3} }}, 
{{{{{a},{a, a}}},{{{a}, {a1, a} }, 43} }, 44} } 


itd. Na taj način, uređene n-torke se ne moraju posmatrati kao neki posebni novi 
objekti različiti od skupova, nego samo kao specijalni slučajevi skupova (tj. kao 
skupovi posebne strukture). Interesantno je primijetiti da je rekurzivna definicija 
(di, Q2, ..., An) = ((a1, 2, ..., An-1), dn) poslužila kao inspiracija za način kako se 
liste implementiraju na računaru. Zapravo, računarske implementacije se obično 
zasnivaju na neznatno drugačijoj definiciji (a1, a2, ..., An) = (a1, (a2, ...,4,)). 


Treba primijetiti da uređene trojke, četvorke, itd. ne možemo definirati 
definicijama poput (a,;, a2, a3) = { {a1}, {a1, a2}, {a1, a2,a3}}, itd. na koje bi nas 
mogla navesti analogija sa definicijom uređenog para po Kuratowskom. Naime, 
nije teško vidjeti da bi, prema takvoj definiciji, uređene n-torke poput (a, a), 
(a,a, a), (a, a, a, a) itd. bile međusobno jednake, a ne treba da budu. 


Interesantno je da definicija uređene n-torke po Kuratowskom čak ne traži ni 
da se prethodno uvede pojam broja, što zahtijevaju mnoge druge definicije. Kao 
jedini nedostatak definicije po Kuratowskom možemo uzeti činjenicu da su, 
prema ovoj definiciji, sve uređene n-torke uvijek dvočlani skupovi (a ne n-člani, 
kako bi intuitivno trebalo biti). Međutim, ovaj nedostatak nije moguće ukloniti a 
da se definicija bitno ne zakomplicira. Kako ovaj nedostatak u primjenama ne 
pravi smetnje, definicija po Kuratowskom se ipak najčešće koristi. Dalje, radi 
saglasnosti sa rekurzivnim pravilom koje definira uređene n-torke u slučaju 
n=2, zgodno je uvesti i da postoje uređene jednorke za koje vrijedi (a) = a. 


Na prvi pogled izgleda da bi se uređeni parovi mogli neznatno jednostavnije 
definirati kao (a, a2) = {a;, {a1, a2} } umjesto kao (a,,a2) ={{a;},{a;,a,}}. Mada 
se može pokazati da je upotrebljiva i ovakva pojednostavljena definicija, sa njom 
je znatno teže raditi. Na primjer, na osnovu takve definicije nije posve lako čak 
ni dokazati da iz (a;, a2) = (bi, b2) slijedi a, = bı i a2= b7, dok se taj dokaz sasvim 
lako izvodi iz definicije po Kuratowskom. 


Već smo rekli da se multiskupovi mogu modelirati pomoću običnih skupova 
tako što element a koji se ponavlja n puta modeliramo kao uređeni par (a,n). 
Međutim, na ovom mjestu možemo istaći koji je nedostatak ove definicije. Neka 
se element a u multiskupu A ponavlja n puta, a u multiskupu B m puta. Uz 
ovakvo modeliranje multiskupova, unija A UB će, na primjer, sadržavati dva 
odvojena uređena para (a,n) i (a,m) umjesto jednog uređenog para (a,n+m) 
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koji govori da se element a u multiskupu A UB ponavlja n + m puta. Upravo ovo 
je razlog zbog kojeg se multiskupovi u nekim primjenama ne modeliraju kao 
skupovi, nego kao posebni objekti. 


Kad smo uveli pojam uređene n-torke, uvodimo i pojam Descartesovog ' 
(Kartezijevog) proizvoda (produkta) koji je od velikog značaja u teoriji skupova. 
Descartesov produkt skupova A i B, u oznaci AXB, predstavlja skup svih 
uređenih parova čije su prve koordinate elementi iz skupa A, a druge koordinate 
elementi iz skupa B, odnosno, simbolički napisano, 


AXB={(x,y|x€ AA y€ B} 


Na primjer, ukoliko je A= {a,b} i B={a,c,d}, tada je 
AxB = {(a, a), (a, c), (a, d), (b, a), (b, c), (b, d) } 


Zbog činjenice da je, općenito, (x,y) £(y,x), u općem slučaju imamo 
AxXB#BxXA, odnosno Descartesov prozivod nije komutativan. Analogno 
definiramo Descartesov proizvod više skupova kao 


A1XA2X...X A, = {(a1, 42, ..., An) |a; € A, i=1.n) 


Skupove Aı, Av, ..., A, nazivamo prva, druga, ..., n-ta projekcija skupa 
AX A2X...X An. Iz definicije uređene n-torke (ukoliko prihvatimo rekurzivnu 
definiciju po Kuratowskom) direktno slijedi da je A; X A2 X A; = (A; X A2) xX A3. 
Međutim, zbog činjenice da je, u općem slučaju, ((x, y), z) + (x, (y, Z)), to u općem 
slučaju imamo (A; X A2)X A; # A; X(A2X A3), odnosno Descartesov proizvod 
nije čak ni asocijativan. Lako je provjeriti da za slučaj konačnih skupova vrijedi 
#(A x B) = #A #B, ili, općenitije, #(A; X A2 X... X A„) =#A,#A>...#A,, 


Na osnovu definicije Descartesovog proizvoda, definira se i Descartesov 
(Kartezijev) stepen skupa. Descartesov n-ti stepen skupa A, u oznaci A”, definira 
se kao A"=AXAX..XA pri čemu se skup A sa desne strane javlja n puta, 
odnosno pomoću rekurzivnog pravila A" = A"'X A, pri čemu je A' = A. Nekada 
je korisno usvojiti da postoji i jedna jedinstvena uređena nulorka, koja se 
označava sa () ili €, pa se ponekad definira da je A" = (€) za proizvoljan skup A. 


Skup svih uređenih n-torki za n = 0, 1, 2, 3 itd. koje se mogu obrazovati od 
elemenata skupa A naziva se iterirani skup skupa A i obilježava sa A". Na 
primjer, ukoliko je A = (0,1), tada je 


A = {e, 0, 1, (0, 0), (0, 1), (1,0), (1, 1), (0, 0, 0), (0,0, 1), (0,1,0),(0,1, 1), 
(1,0, 0), (1,0, 1), (0,0,0,0), (0,0, 0, 1), (0,0, 1,0), (0,0, 1, 1), ...} 


! Rene Descartes (1596—1650), francuski matematičar, fizičar i filozof. Poznat i pod latiniziranim imenom 
Renatus Cartesius. Smatra se osnivačem analitičke geometrije, te osnivačem moderne filozofije. 
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Iz same definicije je jasno da vrijedi 
A" = A"UA!'YUAŽYATU... 


Elemente iteriranog skupa A" nazivamo stringovima nad elementima 
alfabeta iz skupa A. Iterirani skup igra veliku ulogu u teoriji formalnih jezika i 
gramatika. U slučaju da ne postoji opasnost od zabune, radi lakšeg pisanja 
uređenu n-torku (a1, a2, ..., a,) možemo skraćeno pisati kao aı a2 ...a,. Uz ovakvu 
notaciju, iterirani skup za skup A = {0,1} možemo pisati kao 


A* = {£,0, 1,00,01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, 
0001, 0010, 0011,0100,0101,0110,0111, 1000, 1001, 1010, ... } 


Elementi skupa A" iz posljednjeg primjera često se nazivaju binarni 
stringovi ili stringovi bita. 


2.6 Binarne relacije 


Neformalno, relacije opisuju odnose između elemenata jednog ili više 
skupova. Formalno, n-arna relacija R između skupova Ay, A,,..., A, jeste ma 
kakav podskup njihovog Descartesovog proizvoda, odnosno RCA;XA,X... X An. 
Kažemo još i daje R relacija na A;XA2x...XA,,. Ako su svi skupovi A;,i=1..n 
jednaki skupu A, tj. ako je RCA", tada se R, naziva n-arna relacija u skupu A. 


U praksi su naročito značajne binarne relacije u nekom skupu, tj. relacije 
RCA“. Stoga ćemo prvo razmotriti upravo binarne relacije i njihova svojstva. 
Umjesto (a,b)je R tipično se piše a Rb i kažemo da su elementi a i b u relaciji R, 
(ili povezani relacijom R). Recimo, neka je A= {1,3,4,9}. Dvije moguće 
binarne relacije u ovom skupu su Ry, = {(1, 3), (1,4), (1,9), (3,4),(3,9), (4,911 
R2= {(1, 1), (1,3), (1,4), (1,9), (3,3), (3,9), 4,4), (4,9). Tako je, na primjer, 
3Ri1413 R29. Zapravo, u relacijama R; i Rz nije teško prepoznati odnose “biti 
manji od" i “biti djelilac od". Tako, x Ry neformalno znači “x je manji od y”, 
odnosno x<y, dok x Rzy neformalno znači “x je djelilac od y”, odnosno x|y. 
Stoga se Rı i R» mogu shvatiti kao formalan opis šta zapravo simboli “<? i "|" 
uopće predstavljaju (naravno, primijenjeni na elemente skupa A). 


Binarne relacije nad konačnim skupom A sa n elemenata mogu se pregledno 
predstaviti pomoću streličastih dijagrama ili pomoću relacionih matrica. U 
streličastim dijagramima, elemente skupa A predstavljamo pomoću kružića, koji 
se nazivaju čvorovi dijagrama. Ukoliko je x Ry, tada se (i samo tada) kružići 
koji odgovaraju elementima x i y povezuju strelicom usmjerenom od x ka y 
(ovakvi dijagrami nazivaju se i grafovi i njima će kasnije biti posvećeno 
posebno poglavlje). Za formiranje relacionih matrica, elemente skupa A 
numeriramo (indeksiramo) brojevima od 1 do n, a zatim za sve i, j= 1..n u i-ti 
red i j-tu kolonu upisujemo 1 ukoliko su elementi sa indeksima i i j u relaciji R, 
a O ukoliko nisu. Radi lakšeg snalaženja, elementi skupa A se obično upisuju 
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ispred redova i kolona matrice, da se lakše uoči na koje elemente skupa A se 
odnose odgovarajući elementi relacione matrice. Sljedeća slika prikazuje primjer 
streličastog dijagrama i relacione matrice za relaciju R iz prethodnog primjera. 


Kako su relacije specijalne vrste skupova, sa relacijama se mogu vršiti sve 
operacije specifične za skupove (unija, presjek, itd.). Međutim, postoje neke 
operacije koje su specifično definirane samo za binarne relacije, a ne i za obične 
skupove. Jedna od takvih operacija je proizvod (produkt) ili kompozicija 
relacija. Proizvod odnosno kompozicija relacija Ric AXB i R2AEBXC, u 
oznaci Rio R2 (ili ponekad samo R1R2), je relacija R19 Rz C A XC takva da su 
a i c u relaciji Ryo R, ako i samo ako postoji element be B takav dajeaR,ıbi 
b R2c. Odnosno, simbolički zapisano, 


Ryo R2 = {(a,c)| postoji be B takav da vrijedi a Rib ab Rac} 


Demonstrirajmo ovu operaciju na jednom ilustrativnom primjeru. Neka su 
date relacije Rı i R2 u skupu svih ljudi, koje modeliraju respektivno odnose “biti 
dijete od" i “biti roditelj od". Preciznije, neka je a Ry b ako i samo ako je osoba a 
dijete osobe b, a a R2b ako i samo ako je osoba a roditelj osobe b. Razmotrimo 
šta je relacija R; o R2. Neke osobe a i c su u relaciji Rio R2 ako i samo ako 
postoji osoba b takva da je osoba a dijete osobe b, pri čemu je osoba 4 roditelj 
osobe c. Ako malo “raspletemo" ove odnose, vidimo da je ovo moguće ako i 
samo ako je osoba c brat ili sestra osobe a, ili ako su a i c ista osoba. Drugim 
riječima, relacija R10 R2 u ovom primjeru modelira odnos “biti brat ili sestra 
od" (uz dopunski zahtjev da je svaka osoba također u relaciji Ry o R2 sa samim 
sobom). 


Analogno definiramo stepene relacija kao R=ROR, Č=ROROR i, 
općenito, R"= R"'oR uz R =. Na primjer, za relaciju R, iz jednog od 
ranijih primjera formalno datu kao Ry = {(1, 3), (1,4), (1,9), (3,4), (3,9), (4,9)) 
vrijedi Ri = ((1,4), (1,9),(3,9)). S obzirom na interpretaciju relacije R, kao 
formalni zapis relacije “<” na skupu A = {1,3,4,9}, slijedi daje x Ry yakoi 
samo ako postoji ze A takav da je x<ziz<y, odnosno ukoliko se po veličini 
između x i y nalazi barem jedan element (iz skupa A). 


U općem slučaju, proizvod relacija nije komutativna operacija, odnosno 
općenito je RIO R>E R20 R,, mada se može desiti da proizvod neke dvije 
relacije komutira. Na primjer, za relacije Rı i R2 iz jednog od prethodnih 
primjera koje modeliraju odnose “biti manji od" i “biti djelilac od" vrijedi 
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Ri9R2= R20 Ri = Ru, što nije teško provjeriti. S druge strane, lako je pokazati 
da je proizvod relacija uvijek asocijativna operacija. 


Inverzna relacija relacije R, u oznaci R, predstavlja takvu relaciju za koju 
vrijedi a R_'b ako i samo ako je b Ra. Odnosno, imamo R = ((a,b) IbRa). 
Na primjer, za relacije R, 1 R2 iz ranije razmatranog primjera, koje formalno 
opisuju odnose “biti manji od" i “biti djelilac od" u skupu A = {1,3,4,9}, imamo 


Ri ' = {(3, 1), (4, 1), (4,3), (9, 1), (9, 3), (9,4)} 
R.2' = {(1,1), (3,1), (3,3), (4, 1), (4,4), (9,1), (9,3), (9,9)} 


Neformalno, relacije R; ' i R2" u ovom primjeru predstavljaju odnose “biti veći 
od" i “biti djeljiv sa” u istom skupu. 


Lako je pokazati da za binarne relacije R1, R21 Ra definirane u istom skupu 
vrijede sljedeća pravila: 


(RIU R2) Rz=(R O R3) U (R20 R3) 
(RIN R) R3C (RIO R3) N (R20 R3) 
(RIU Ro) =RU R" 
(RIAR) = AR 
(RIO Ro) =R OR 


Često se definira i komplementarna relacija relacije R, u oznaci R?, takva 
da je a R?b ako i samo ako ne vrijedi a Rb. Preciznije, ukoliko je RCAXB, 
tada je R'=(AxB)\&R. Stoga je očigledno RUR'=AXBiRNR' =Ø. 


Korisno je uvesti identičku relaciju J u skupu A kao J= ((a,a)|ae A). 
Ova relacija je formalizacija odnosa jednakosti u skupu A, odnosno a 7b ako i 
samo ako je a€ A, be A i a=b. Lako se pokazuje da za proizvoljnu relaciju R 
u skupu A vrijedi ROJ=JOR=AR, pri čemu je J identička relacija u istom 
skupu A. Stoga se uzima da je R =J za proizvoljnu relaciju R. Ipak, bitno je 
napomenuti da u općem slučaju ne mora vrijediti Ro R =J niti RoR =J, 
mada bi to neko mogao očekivati (po analogiji sa inverznim objektima nekih 
drugih matematičkih objekata). 


Za slučaj relacija u konačnim skupovima, proizvod relacija i stepeni relacija 
mogu se lako odrediti pomoću tzv. Booleovog proizvoda relacionih matrica. 
Ukoliko su M; i M, dvije relacione matrice čiji su koeficijenti respektivno 
djpi=l.m j=1..n i bj, i=1..n, j=1.p, tada je Booleov proizvod matrica M, i 
Mz, u oznaci M, o M3, matrica sa koeficijentima c;,i=1..m, j=1..p koji se 
računaju po formuli 


_ | Lukolikoza barem jedno k =1..n vrijedi a;,b,; =1 
Cu = 1 0, u suprotnom 
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<n> 


Također se definira Booleov stepen M""" relacione matrice M preko rekurzivne 
formule M“? = M{""? oM, uz M`” =M. Ukoliko su M, i M; relacione matrice 
koje odgovaraju relacijama R; i R2, tada je Mj oM, relaciona matrica koja 
odgovara proizvodu relacija R10 R2. Također, ukoliko je M relaciona matrica 
koja odgovara relaciji R, tada je M“" relaciona matrica koja odgovara relaciji 
R”. Na primjer, neka je R = ((a,a),(a,d),(b,d),(c,c),(c,e),(d,b),(d,e),(e,b)) 
neka relacija nad skupom A = (a,b,c,d,e). Za ovu relaciju imamo: 


10010 
00010 
M=100101 M“ = M“ = 
01001 
01000 


ooo 
O 
oo-oo 
=.. oDe 
Dorea = 
ooo 


1 
1 
1 
1 
1 


oor-oo 


11 
10 
11 
11 
01 


Odavde neposredno slijedi: 


R? = {(a, a), (a, b), (a, d), (a, e), (b, b), (b, e), 
(c, b), (c, ©), (c, e), (d, b), (d, d), (e, d)} 
R? = {(a, a), (a, b), (a, d), (a, e), (b, b), (b, d), (c, b), 
(c, c), (c, d), (c, e), (d, b), (d, d), (d, e), (e, b), (e, e)} 


Stepeni relacija imaju veliku primjenu u teoriji grafova. Naime, može se 
pokazati da vrijedi x R” y ako i samo ako u streličastom dijagramu koji odgovara 
relaciji R postoji put koji spaja čvorove koji odgovaraju elementima x i y, a koji 
prolazi kroz tačno n strelica. 


Za binarnu relaciju R u skupu A kažemo da je: 


Refleksivna, ako vrijedi xe A > (x,x) e R; 
Antirefleksivna, ako vrijedi xe A > (x,x) € R; 
Simetrična, ako vrijedi (x,y)€ R>(y,x)€ R; 
Antisimetrična, ako vrijedi (x,y)e RA(yx)€ R>x=y; 
Strogo antisimetrična, ako vrijedi (x, y)E R= (y, X) € R; 
Tranzitivna, ako vrijedi (x,y) E€ RA(y,z)e R> (X,z)€ R; 
Linearna, ako vrijedi (x,y)e R v (y, x)E RY x=Yy; 
Funkcijska, ako vrijedi (x, y)E€ R, A^ (x, z) E RĐ}y=Z; 


Ova svojstva mogu se iskazati i kompaktnije. Tako je binarna relacija R, 
refleksivna ukoliko vrijedi JER, antirefleksivna ukoliko vrijedi IOA R=Ø, 
simetrična ukoliko vrijedi R =R , antisimetrična ukoliko vrijedi RAR "CJ, 
strogo antisimetrična ukoliko vrijedi RAR '=Ø, tranzitivna ukoliko vrijedi 
R CR i linearna ukoliko vrijedi RUR" UJ=A? (ukoliko je pored toga 
relacija još i refleksivna, tada vrijedi i R'= R’). Jasno je da je svaka strogo 
antisimetrična relacija ujedno i antisimetrična. 


Treba primijetiti da ako relacija nije refleksivna, to ne mora značiti da je 
antirefleksivna. Također, ako relacija nije simetrična, to ne mora značiti da je 
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antisimetrična. Na primjer, relacija R= {(1,1),(1,2),2,1),G,1)} zadana na 
skupu A={1,2,3} nije niti refleksivna, niti antirefleksivna, niti simetrična, niti 
antisimetrična. 


Kod relacija u konačnim skupovima, opisana svojstva mogu se lako očitati 
iz pridruženog streličastog dijagrama ili relacione matrice. Streličasti dijagram 
refleksivne relacije ima nad svakim čvorom petlju (tj. strelicu koja se vraća u isti 
čvor iz kojeg polazi), dok streličasti dijagram antirefleksivne relacije uopće 
nema petlji. Relaciona matrica refleksivne relacije ima sve jedinice na glavnoj 
dijagonali, dok relaciona matrica antirefleksivne relacije ima na glavnoj 
dijagonali sve nule. Kod simetrične relacije, streličasti dijagram uvijek ima 
dvosmjerne veze (tj. ukoliko postoji veza između čvora i i j, tada mora postoji i 
veza između čvora j i i), dok streličasti dijagram antisimetrične relacije ne 
posjeduje niti jednu dvosmjernu vezu. Pored toga, streličasti dijagram strogo 
antisimetrične relacije ne sadrži niti petlje. Relaciona matrica simetrične relacije 
je također simetrična. Kod tranzitivne relacije, streličasti dijagram posjeduje 
osobinu da ako postoji veza između čvora i i čvora j, kao i veza između čvora j i 
čvora k, tada mora postojati i veza između čvora i i čvora k. Kod linearne 
relacije, u streličastom dijagramu između svaka dva čvora postoji veza, bilo u 
jednom, bilo u drugom smjeru. Kod funkcijske relacije, relaciona matrica u 
svakom redu smije sadržavati najviše jednu jedinicu. 


Još dvije važne unarne operacije sa relacijama su franzitivno zatvorenje 
relacije R, u oznaci R*, odnosno tranzitivno-refleksivno zatvorenje relacije R , 
u oznaci R”. Relacije Rt i R predstavljaju najmanje moguće nadskupove 
relacije R koji predstavljaju neku tranzitivnu odnosno tranzitivnu i refleksivnu 
relaciju. Ovi pojmovi su od velikog značaja u praksi, a posebno u teoriji 
grafova. Naime, može se pokazati da vrijedi x Ry ako i samo ako je iz čvora 
koji odgovara elementu x moguće stići u čvor koji odgovara elementu y prateći 
strelice. Nije teško dokazati da vrijedi 


R=RURURU.. 
* 252,53 
R=JURURURU... 

Isto tako, može ge dokazati da kod konačnih relacija nad skupom sa n 
elemenata stepeni R za k>n ne unose nikakve nove elemente koji već nisu 
uneseni stepenima R* za k<n, tako da se ovaj lanac unija kod konačnih relacija 
uvijek svodi na konačno mnogo unija (zaključno sa R"). Za relacione matrice M* 


i M“ koje odgovaraju tranzitivnom odnosno tranzitivno-refleksivnom zatvorenju 
relacije čija je relaciona matrica M imamo 


M'=MvM*vM*v..v M“? 
M =IvMvM“vM*v ...v M” 


Ovdje je I jedinična matrica formata nxn, dok “v” predstavlja tzv. 
disjunkciju relacionih matrica, koja ima vrijednost 1 na onim mjestima gdje 
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makar jedna od relacionih matrica koje učestvuju u disjunkciji ima vrijednost 1, 
a na ostalim mjestima ima vrijednost O (slično se definira i konjunkcija 
relacionih matrica). Na primjer, za relaciju R iz prethodnog primjera imamo 


M = IVMVM?VMO?VM?PvYMT?Y = 


ooo 
>> 
oo-oo 
>> 
>> 


odakle slijedi da je 


R = ((a,a),(a,b),(a,d),(a,e),(b,b),(b,d),(b,e),(c,b),(c,c), 
(c, d), (c, e), (d, b), (d, d), (d, e), (e, b), (e, d), (e, e)} 


. . r . <4> + <5> . 47,3 . k 
U ovom primjeru već stepeni M`™™ i M * ne unose nove jedinice u matricu M 
koje već nisu unijeli niži stepeni. 


Za računanje tranzitivno-refleksivnog zatvorenja, odnosno matrice M” 
postoje i mnogo brži postupci od gore navedenog postupka, po kojem se u 
najgorem slučaju za računanje matrice M mora izvršiti oko n operacija. Jedan 
od najpoznatijih i i najčešće korištenih postupaka za računanje matrice Mř je tzv. 
Warshallov' algoritam, koji za istu svrhu u naj gorem slučaju traži oko n? 
operacija. Prema ovom algoritmu, matrica M" se prvo inicijalizira na vrijednost 
M VI, a zatim se tako inicijalizirana vrijednost postupno popravlja u n iteracija. 
Pri tome, nakon k-te iteracije, element m ;; u i-tom redu i j-toj koloni matrice M 
sadrži 1 ako i samo ako se iz i-tog čvora može stići u j-ti čvor prolazeći samo 
kroz čvorove čiji su redni brojevi manji ili jednaki od k. Stoga je jasno da će na 
kraju postupka matrica M biti korektna. Slijedi tačan prikaz Warshallovog 
algoritma, dat u formi koja je slična sintaksi koju koriste klasični proceduralni 
jezici, a koji je direktno zasnovan na gore opisanoj ideji: 


M e MvI 
for k=1..n do 
for i=1..n do 
if m", = 1 then 
for j= 1..n do 
if my = 1 then mje 1 


Prikazana implementacija Warshallovog algoritma zapravo je zasnovana na 
sljedećoj razradi izložene ideje: ako postoji način da dođemo iz čvora i u čvor k 
prolazeći samo kroz čvorove čiji su redni brojevi manji od k i način da dođemo 
iz čvora k u čvor j, to znači da postoji način da dođemo iz čvora i u čvor j 
prolazeći samo kroz čvorove čiji su redni brojevi manji ili jednaki od X. 


i Stephen Warshall (1935-2006), američki matematičar. Bavio se operacionim istraživanjima, stvaranjem 
jezika i prevodioca, te operativnim sistemima. 
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Kao primjer, nađimo ponovo tranzitivno-refleksivno zatvorenje relacije R iz 
prethodnog primjera pomoću Warshallovog algoritma. Dolje je prikazano kako 
izgleda matrica M na početku i nakon svake od iteracija algoritma. Vidimo da 
se na kraju algoritma dobija korektan sadržaj matrice M”: 


Inicijalizacija: Iteracija 1: ion 
10010 10010 10010 
01010 01010 01010 
00101 00101 00101 
01011 O1011 O1011 
01001 01001 01011 
Iteracija 3: pipa 4: Iteracija 5: 
10010 11011 11011 
01010 01011 01011 
00101 00101 00111 
01011 01011 01011 
01011 01011 01011 


Još jedan često korišten način za računanje matrice M" je upotreba formule 
M =(IvM)"? 


Ukoliko se u ovoj formuli n-ti Booleov stepen računa po definiciji, upotreba 
ove formule je sporija od Warshallovog algoritma. Međutim, ukoliko se n-ti 
Booleov stepen matrice računa pomoću nekog od specijalnih poznatih efikasnih 
algoritama razvijenih za tu svrhu (u čiji opis nećemo ulaziti), matrica M se na 
ovaj način može izračunati efikasnije nego primjenom Warshallovog algoritma. 


2.7* n-arne relacije i relacione baze podataka 


Recimo sada nešto i o operacijama sa n-arnim relacijama. Klasične operacije 
sa skupovima, poput unije, presjeka itd. primjenljive su i na n-arne relacije, ali 
postoje i posebne operacije namijenjene isključivo za rad sa n-arnim relacijama. 
Najvažnije takve operacije su Descartesov (Kartezijev) proizvod, količnik, 
projekcija, selekcija, a-spajanje i prirodno spajanje. 


Pomenute operacije iskoristio je E. F. Codd’ za razvoj modela relacionih 
baza podataka, koji spada u najviše korištene modele za opisivanje baza 
podataka u savremenim računarskim naukama. Kao posljedica toga, izvjesni 
programski jezici (poput jezika SQL, koji je najpoznatiji jezik za rad sa 
relacionim bazama podataka) direktno su zasnovani na konceptu n-arnih relacija 
i operacijama sa njima. Napomenimo da se u terminologiji relacionih baza 
podataka individualne koordinate pojedinih elemenata relacija nazivaju atributi, 


5 Edgar F. Codd (1923-2003), britanski naučnik i inženjer. Bavio se teorijskom kompjuterskom naukom. 
Osim doprinosa u stvaranju relacijskog modela baza podataka, bavio se i formalnom logikom, te ćelijskim 
automatima. 
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a skupovi iz kojih atributi uzimaju vrijednosti nazivaju se domeni atributa. 
Također, specifične operacije nad relacijama obično se nazivaju upiti (engl. 
queries), s obzirom da se pomoću njih izdvajaju informacije pohranjene u bazi 
podataka. 


Definirajmo prvo Descartesov proizvod relacija. Neka su date dvije n-arne 
relacije RICA,;XA,x..XA, 1 R, CB;XBŽ,X...XB,. Njihov Descartesov 
proizvod R, x R, dat je pomoću izraza 


RıXR2= {(a1,a2, + 41b1,b2,...,bn) | (4,,d2, ee., d,)€ Ri A(b1,b2, --+bm)€ R2) 


Na primjer, neka su zadane (ternarne) relacije Ry = ((1,2,3),(4,1,6),(3,2,4)) 1 
R2 = {(2,7, 1),(4,1,6)}. Tada je 


RiXR2 = ((1,2,3,2, 7, 1), (1,2, 3,4, 1,6), (4, 1,6, 245 1), (4, 1,6,4, 1,6), 
(3,2,4,2,7,1),(3,2,4,4,1,6)) 


Primijetimo da ova definicija Descartesovog proizvoda relacija nije u potpunosti 
ekvivalentna sa definicijom Descartesovog proizvoda skupova, s obzirom da je 
(a1, 42, ..., An, b1, D2, ..., Dm) £ (41,2, ...,4,), (b1, b2,..., Dm)). S druge strane, ovakva 
modificirana definicija je znatno pogodnija za praktične primjene. 


Količnik relacija Ry i R2, u oznaci Rı+ R2, je relacija R3 takva da vrijedi 
R3X R2 = Ri, ukoliko takva relacija postoji. 


Projekcija Tis i» = i„ (R) n-arne relacije R, na skup koordinata koji je određen 
indeksima i, j, k, ... predstavlja m-arnu relaciju definiranu izrazom 


Ti ip ee iR) = {(4;,, di» ..., ai) | (ai, A2,..., an) = R} 
Na primjer, za relaciju R, iz prethodnog primjera imamo: 
Ti, 3(R1)= {(1,3), (4,6), (3,4)} T(R)={1,4,3} M(Rı)={2,1} 


Neka je P(x, X2, ...,X,) neko svojstvo (predikat) koje koordinate relacije R 
mogu, ali ne moraju da posjeduju. Selekcija Gp(R) relacije R u odnosu na 
svojstvo P data je kao 


GP(R) = {(a1, a2, +++, An) | (a1, a2, ++-, an) € RA P(a1, 45, +, an) } 
Drugim riječima, Gp(R) predstavlja podskup skupa ę, sastavljen od onih 


elemenata relacije R, koji ispunjavaju svojstvo P. Na primjer, za relaciju R iz 
prethodnog primjera imamo: 


S, 2 Ri) =1(1,2, 3), (3,2,4)} O, 


1>3ax,<10(Ru) = {(4, 1,6)) 
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A-spajanje relacija Ry i Rz u odnosu na koordinate iij, u oznaci Ry PAR, 
definira se izrazom Ki GX; 


Ri DPAR2= ax. (RiXR2) 
Xi QAX; i “n+j 


pri čemu je n broj koordinata relacije Ri, dok je & neka binarna relacija između 
i-te koordinate relacije R; i j-te koordinate relacije R2. Na primjer, za relacije 
R,1 R2 iz prethodnog primjera imamo: 


RI PIR = {(1,2, 3, 2, 7, 1), (4, 1, 6,2,7, 1), (4, 1, 6,4, 1, 6), 
ma (3,2,4,2,7,1)} 


Intuitivno rečeno, ovako formirana relacija sadrži samo one kombinacije 
uređenih trojki iz relacija R,i R2 kod kojih je treća koordinata uređene trojke iz 
relacije R, veća od prve koordinate iz relacije R3, što i izražava uvjet x3 > x1. 


Konačno, definiraćemo još i prirodno spajanje relacija Rı i R2, u oznaci 
Ru D< R2. Prirodno spajanje je definirano samo za relacije R, i R2 kod kojih se 
neke koordinate iz Ry, i neke koordinate iz R2» popunjavaju iz istih skupova, kao 
na primjer za relacije Ri CA; XAXxXA31 R2 CA ;XA3X A, zadane skupovima 
Ri=((a,b,c),(d,b,c),(b,b,f),(c,a,d)) i R2x=1((b,c,d),(b,c,e),(a,d,b)). Da bi 
se dobila relacija Ri PAR, prvo se formira Descartesov proizvod R;X R2. Od 
dobijenih n-torki uzimaju se samo one koje se poklapaju u koordinatama iz R, i 
R2 koje uzimaju vrijednosti iz istih skupova. Na ovaj način su neke koordinate 
postale identične u svim n-torkama, pa se one izbacuju da ne bi bilo nepotrebnih 
ponavljanja. Za dati primjer, relacija R, D< R2 je podskup od A; X A2 X A3 X A4, 
a data je kao 


RI PAR = {(a, b, C, d), (a, b, C, e), (d, b, C, d), (d, b, C, e), (c, a, d, b)} 


Za razumijevanje relacionih modela baza podataka potrebno je još uvesti i 
pojmove funkcionalnih zavisnosti i ključeva kod n-arnih relacija. Neka su X i Y 
neki skupovi koordinata relacije R. Kažemo da skup X funkcijski određuje skup 
Y, u oznaci X > Y, ukoliko ne postoje dvije n-torke iz R, koje se poklapaju u 
koordinatama skupa X, a razlikuju u bar jednoj koordinati skupa Y. Drugim 
riječima, koordinate iz skupa X jedinstveno su određene koordinatama iz skupa 
Y. Uzmimo npr. relaciju R=((a,a,a,b),(a,b,b,a),(a,a,a,a),(b,b,a,b)), pri 
čemu je R, CA;XA XA;5XA,. Kod ove relacije važe funkcionalne zavisnosti 
(Ay, A2] > (A3), (A2, A3] > (A;), itd. Ključ relacije R, je svaki skup X njenih 
koordinata za koji važi X —> {A], A2, ..., An}. Značaj ključa sastoji se u tome što 
se sve n-torke u relaciji mogu jednoznačno identificirati samo na osnovu ključa. 
Na primjer, skup (A2, A4} čini ključ prethodne relacije. 


Operacije sa n-arnim relacijama i njihovu primjenu demonstriraćemo na 


nekoliko praktičnih primjera. Neka je data sljedeća tablica, koja sadrži podatke o 
studentima nekog fakulteta: 
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Indeks | Prezime Ime Grad Kanton | Godina | Prosjek 
13288 Mehić Meho Zenica ZDK 3 7.67 
14121 Perić Pero Mostar HNK 1 8.53 
12988 Jović Jovo Doboj RS 2 7.48 
14642 | Selmić Selma | Konjic HNK 3 8.56 
13189 Perić Jozo Zepče ZDK 1 8.33 
13578 Bajrić Bajro | Prijedor RS 4 7.21 
14005 Anić Ana Travnik SBK 2 7.98 
12844 Vasić Vaso Zenica ZDK 5 8.44 
13691 Husić Meho | Travnik SBK 3 8.67 


Ova tabela, može se modelirati kao 7-arna relacija (nazovimo je, recimo, 
konkretnijim imenom “Studenti” umjesto bezličnog imena poput R): 


Studenti = {(13288, Mehić, Meho, Zenica, ZDK, 3, 7.67), 
(14121, Perić, Pero, Mostar, HNK, 1, 8.53), 
(12988, Jović, Jovo, Doboj, RS, 2, 7.48), 
(14642, Selmić, Selma, Konjic, HNK, 3, 8.56), 
(13189, Perić, Jozo, Žepče, ZDK, 1, 8.33), 
(13578, Bajrić, Bajro, Prijedor, RS, 4, 7.21), 
(14005, Anić, Ana, Travnik, SBK, 2, 7.98), 
(12844, Vasić, Vaso, Zenica, ZDK, 5, 8.44), 
(13691, Husić, Meho, Travnik, SBK, 3, 8.67)} 


Pretpostavimo sada da nas ne zanimaju svi podaci u tabeli, nego samo 
informacije o imenu i prezimenu, godini studiranja i prosjeku za svakog 
studenta. Ove informacije možemo dobiti primjenom operacije projekcije na ovu 
relaciju, u odnosu na tražene koordinate (atribute): 


T Prezime» Imes Godina> Prosjek(Studenti) = {(Mehić, Meho, 3, 7.67), 
(Perić, Pero, 1, 8.53), (Jović, Jovo, 2, 7.48), (Selmić, Selma, 3, 8.56), 
(Perić, Jozo, 1, 8.33), (Bajrić, Bajro, 4, 7.21), (Anić, Ana, 2, 7.98), 

(Vasić, Vaso, 5, 8.44), (Husić, Meho, 3, 8.67) } 


Ilustracije radi, ukoliko zanemarimo detalje o tome kako bismo unijeli 
relaciju “Studenti” u bazu podataka, u programskom jeziku SQL prikazani efekat 
projekcije postigli bismo pomoću naredbe 


SELECT Prezime, Ime, Godina, Prosjek FROM Studenti 


Pretpostavimo sada da smo operaciju projekcije primijenili da izdvojimo 
informacije o gradovima i pripadnim kantonima prisutne u relaciji "Studenti". 
Kao rezultat dobićemo sljedeće informacije: 


TGrad» Kanton Studenti) = {(Zenica, ZDK), (Mostar, HNK), (Doboj, RS), 
(Konjic, HNK), (Zepče, ZDK), (Prijedor, RS), (Travnik, SBK)) 
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Interesantno je da smo dobili rezultat koji sadrži 7, a ne 9 parova. Međutim, 
dvije informacije se ponavljaju (parovi (Zenica, ZDK) i (Travnik, SBK)), a kako 
su relacije skupovi, suvišna pojavljivanja elemenata se ignoriraju. Isti efekat 
dobili bismo u jeziku SOL primjenim naredbe 


SELECT DISTINCT Grad, Kanton FROM Studenti 


Riječ "DISTINCT" naglašava da ne želimo dupliranja elemenata, što se u jeziku 
SOL inače ne podrazumijeva. 


Neka nas sad zanimaju informacije o svim studentima koji su na trećoj ili 
višoj godini studija. Te informacije možemo dobiti koristeći operaciju selekcije: 


OGodina > 3( Studenti) = ((13288, Mehić, Meho, Zenica, ZDK, 3, 7.67), 
(14642, Selmić, Selma, Konjic, HNK, 3, 8.56), 
(13578, Bajrić, Bajro, Prijedor, RS, 4, 7.21), 
(12844, Vasić, Vaso, Zenica, ZDK, 5, 8.44), 
(13691, Husić, Meho, Travnik, SBK, 3, 8.67)) 


U jeziku SOL, istu informaciju dobijamo pomoću naredbe 


SELECT * FROM Studenti WHERE Godina >= 3 


Ukoliko nas zanimaju ne sve informacije o studentima treće ili viših godina 
studija, nego recimo samo njihova imena i prezimena, na rezultat prethodne 
selekcije možemo primijeniti operaciju projekcije, sa ciljem da izdvojimo samo 
željene informacije, kao u sljedećoj konstrukciji: 


TUPrezime» Ime SGodina > 3(Studenti)) = { (Mehić, Meho), (Selmić, Selma), 
(Bajrić, Bajro), (Vasić, Vaso), (Husić, Meho)) 


Ovoj kombinaciji operacija u jeziku SQL odgovara sljedeća naredba: 


SELECT Prezime, Ime FROM Studenti WHERE Godina >= 3 


Neka sada želimo pronaći brojeve indeksa onih studenata treće godine čiji je 
prosjek veći od 8. Za ovu svrhu ponovo treba kombinirati selekciju i projekciju, 
samo što je ovaj put uvjet nešto komplikovaniji: 


Tndeks( O Godina =3 A Prosjek > s(Studenti)) = ( 14642, 13691 } 


Ovoj konstrukciji odgovara sljedeća SOL naredba: 


SELECT Indeks FROM Studenti 
WHERE Godina = 3 AND Prosjek > 8 


Da bismo demonstrirali operacije spajanja, potrebna nam je još neka relacija. 
Pretpostavimo, na primjer, da nam je data i sljedeća tablica, koja sadrži 
informacije o brojevima indeksa studenata koji su angažirani kao demonstratori 
na pojedinim predmetima: 
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Indeks Predmet 
14642 Fizika 
14005 Matematika 
12844. | Elektrotehnika 
14005 Fizika 


Ovu tablicu možemo lako modelirati kao binarnu relaciju (nazovimo je, 
recimo, "Demonstratori"'); 


Demonstratori = {(14642, Fizika), (14005, Matematika), 
(12844, Elektrotehnika), (14005, Fizika) } 


Nedostatak ove relacije je što su informacije o demonstratorima koje ona 
sadrži veoma šture. Međutim, na osnovu činjenice da se preko broja indeksa iz 
relacije "Studenti" mogu saznati sve ostale informacije, moguće je povezati 
informacije iz ove dvije relacije, tako da za svakog demonstratora možemo 
dobiti sve informacije o njemu. Jedan način da to uradimo je da prvo formiramo 
Descartesov proizvod relacija “Studenti” i "Demonstratori", a zatim iz tako 
formiranog proizvoda izdvojimo (operacijom selekcije) samo one n-torke koje se 
poklapaju u brojevima indeksa uzetih iz jedne i druge tabele. To bi izgledalo 
recimo ovako: 


OStudenti.Indeks = Demonstratori ndeks( Studenti X Demonstratori) = 
{(14642, Selmić, Selma, Konjic, HNK, 3, 8.56, 14642, Fizika), 
(14005, Anić, Ana, Travnik, SBK, 2, 7.98, 14005, Matematika), 

(12844, Vasić, Vaso, Zenica, ZDK, 5, 8.44, 12844, Elektrotehnika), 
(14005, Anić, Ana, Travnik, SBK, 2, 7.98, 14005, Fizika) ) 


Ovdje smo uveli oznake “Studenti.Indeks"' odnosno “Demonstratori.Indeks" da 
naznačimo da se misli na atribut "Indeks" koji se odnosi na relaciju "Studenti" 
odnosno “Demonstratori"'. U jeziku SOL, istu stvar uradili bismo ovako: 


SELECT * FROM Studenti, Demonstratori 
WHERE Studenti.Indeks = Demonstratori.Indeks 


Ako malo bolje pogledamo, vidjećemo da operacija koju smo upravo izveli 
nije ništa drugo nego a-spajanje, u kojem tražimo jednakost istoimenih atributa 
“Indeks” u relacijama “Demonstratori" i “Studenti” (rezultat naravno ostaje isti 
kao i ranije): 


Studenti >< Demonstratori 
Indeks = Indeks 


U jeziku SQL, ovo &-spajanje mogli bismo izvesti ovako: 


SELECT * FROM Studenti INNER JOIN Demonstratori 
ON Studenti.Indeks = Demonstratori.Indeks 
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U oba slučaja, vidimo da relacija dobijena kao rezultat spajanja sadrži 
dupliranu informaciju o broju indeksa studenta. Razumije se da je ovu suvišnu 
informaciju moguće ukloniti korištenjem operacije projekcije. Međutim, uz 
razumnu pretpostavku da atributi “Indeks” u obje relacije imaju isti domen, 
operacija prirodnog spajanja daje upravo rezultat bez dupliranja informacija: 


Studenti >< Demonstratori = 
{(14642, Selmić, Selma, Konjic, HNK, 3, 8.56, Fizika), 
(14005, Anić, Ana, Travnik, SBK, 2, 7.98, Matematika), 
(12844, Vasić, Vaso, Zenica, ZDK, 5, 8.44, Elektrotehnika), 
(14005, Anić, Ana, Travnik, SBK, 2, 7.98, Fizika) } 


Jezik SOL ne poznaje naredbu za realizaciju prirodnog spajanja. Međutim, to 
i nije toliko bitno, jer se na rezultat spajanja obično dalje primjenjuju selekcija ili 
projekcija sa ciljem izdvajanja specifičnih informacija, tako da nije previše bitno 
da li koristimo GW-spajanje ili prirodno spajanje. Mi ćemo u nastavku koristiti 
prirodno spajanje, čisto zbog jednostavnije sintakse. 


Neka nas sada zanimaju samo imena i prezimena svih demonstratora. Jasno, 
na rezultat spajanja treba primijeniti odgovarajuću projekciju: 


Time; Prezime(Studenti PA Demonstratori) = {(Selmić, Selma), 
(Anić, Ana), (Vasić, Vaso) } 


Odgovarajuća SOL naredba je sljedeća: 


SELECT DISTINCT Ime, Prezime 
FROM Studenti INNER JOIN Demonstratori 
ON Studenti.Indeks = Demonstratori.Indeks 


Ukoliko želimo saznati imena i prezimena samo onih demonstratora koji su 
angažirani na predmetu "Fizika", to možemo uraditi na više načina. Primijetimo 
da ne možemo prosto primijeniti selekciju na posljednji rezultat, jer on ne sadrži 
informacije o predmetima na koje su demonstratori angažirani. Jedna je 
mogućnost da selekciju izvršimo nakon obavljenog spajanja, nakon čega 
koristimo projekciju da izdvojimo samo one atribute koji nas zanimaju: 


Time» Prezime OPredmet = Fizika Studenti PA Demonstratori)) = {(Selmić, Selma), 
(Anić, Ana)! 


Odgovarajuća SOL naredba glasila bi ovako: 


SELECT Ime, Prezime FROM Studenti INNER JOIN Demonstratori 
ON Studenti.Indeks = Demonstratori.Indeks 
WHERE Predmet = 'Fizika' 


Druga mogućnost koja daje isti rezultat je da iz relacije "Demonstratori" 
prvo izdvojimo samo informacije o onim studentima koji su angažirani na 
predmetu "Fizika", a zatim da obavimo prirodno spajanje relacije “Studenti” sa 
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tako dobijenom relacijom. Na kraju, kao i u prethodnom slučaju, projekcijom 
izdvajamo atribute koji nas zanimaju: 


Time» Prezime(Studenti >< OPredmet = Fizika Demonstratori)) = ((Selmić, Selma), 
(Anić, Ana) } 


SOL naredba koja realizira ovaj slijed operacija malo je kompleksnija (ovdje se 
rezultat selekcije privremeno imenuje kao nova relacija pod imenom "Pomocna" 
da bi se moglo obaviti spajanje, s obzirom da sintaksa jezika SOL omogućava 
spajanje samo sa relacijama koje posjeduju imena): 


SELECT Ime, Prezime FROM Studenti INNER JOIN 
(SELECT * FROM Demonstratori WHERE Predmet = 'Fizika') 
AS Pomocna ON Studenti.Indeks = Pomocna. Indeks 


Pored namjenskih operacija za rad sa n-arnim relacijama poput selekcije, 
spajanja i drugih, klasične skupovne relacije poput unije, presjeka i drugih 
nalaze svoje primjene u relacionim bazama podataka. Na primjer, neka je 
potrebno pronaći imena i prezimena onih demonstratora koji su angažirani i na 
predmetu "Matematika" i na predmetu "Fizika". Mogli bismo naći posebno 
imena i prezimena demonstratora na predmetu "Matematika" i demonstratora na 
predmetu "Fizika", a zatim naći zajedničke elemente tako dobijenih skupova 
pomoću operacije presjeka. Alternativno, možemo iz relacije "Demonstratori" 
izdvojiti informacije o indeksima studenata koji su angažirani na predmetu 
“Matematika” i indeksima studenata koji su angažirani na predmetu "Fizika", 
nakon čega presjecanjem možemo naći studente koji su angažirani na oba 
predmeta. Dalje možemo nastaviti kao u prethodnom primjeru: 


Time» Prezime(Studenti >< (Tnaeks(OPredmet = Matematika Demonstratori)) N 
Tundeks(Opredmet = Fizika Demonstratori)))) = ((Anić, Ana) } 


Na žalost, dosta izvedbi jezika SOL ne poznaje direktno operaciju presjeka. 
Srećom, operacija presjeka se veoma često može simulirati pogodnom 
primjenom operacije &-spajanja (pri čemu je ponekad potrebno vršiti X-spajanje 
relacije sa samom sobom). Recimo, nije teško provjeriti da za proizvoljne dvije 
relacije Ri i R2 koje posjeduju neki atribut x vrijedi 


TAR) OMR) = Tg, RID R2) 


Ova činjenica omogućava da preformuliramo prethodni primjer tako da se može 
iskazati u vidu SQL naredbe, recimo na sljedeći način: 


T 


SELECT Ime, Prezime FROM Studenti INNER JOIN 
(SELECT Prva.Indeks FROM (SELECT * FROM Demonstratori 
WHERE Predmet = 'Matematika') AS Prva INNER JOIN 
(SELECT * FROM Demonstratori WHERE Predmet = 'Fizika') 
AS Druga ON Prva.Indeks = Druga.Indeks) AS Pomocna 
ON Studenti.Indeks = Pomocna. Indeks 
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Iz ovog primjera se može primijetiti da SOL naredbe ne moraju uvijek biti lako 
čitljive, kako je to izgledalo na osnovu prvih nekoliko primjera. 


Na kraju, razmotrimo još i prikazane relacije sa aspekta ključeva i 
funkcionalnih zavisnosti. Relacija “Studenti” ima očigledan ključ (Indeks), s 
obzirom da ne postoje dva studenta koja imaju isti broj indeksa. U konkretnom 
primjeru, skup (Ime, Prezime) također predstavlja ključ, jer ne postoje dva 
studenta koja imaju isto i ime i prezime, dok (Ime) i (Prezime) nisu ključevi, s 
obzirom da postoje studenti sa istim imenima (Mehić Meho i Husić Meho) 
odnosno studenti sa istim prezimenima (Perić Pero i Perić Jozo). Međutim, 
korištenje ovog para atributa kao ključeva se ne preporučuje, s obzirom da se 
može desiti da se pojave dva studenta sa istim imenima i prezimena, dok je broj 
indeksa sigurno jedinstven. Također, u ovom konkretnom primjeru, ključ je 
također i (Prosjek), s obzirom da ne postoje dva studenta sa istim prosjekom. 
Ipak, posve je jasno da se radi samo o slučajnosti, te bi upotreba takvog ključa 
bila izrazito nepouzdana ukoliko želimo proširiti relaciju podacima o novim 
studentima. Konačno, svaki nadskup prikazanih skupova ključeva je, u skladu sa 
definicijom ključa, također ključ. Međutim, u praksi je cilj da ključ bude što je 
god moguće jednostavniji skup atributa. 


Što se tiče funkcionalnih zavisnosti, u navedenom primjeru, osim trivijalnih 
funkcionalnih zavisnosti generiranih ključevima, imamo jednu logički očitu 
funkcionalnu zavisnost {Grad} > (Kanton). Zaista, podatak o imenu grada u 
potpunosti određuje podatak o kantonu (odnosno entitetu) u kojem se taj grad 
nalazi. U praksi je potrebno broj funkcionalnih zavisnosti svesti na minimum, jer 
funkcionalne zavisnosti otežavaju održavanje baze podataka. Zaista, nas niko ne 
sprečava da u jednom elementu relacije napišemo da Zenica pripada 
Zeničko-dobojskom kantonu, a u drugom elementu da pripada Kantonu Sarajevo. 
Postoji način da smanjimo broj funkcionalnih zavisnosti, uvođenjem novih 
relacija koje opisuju te funkcionalne zavisnosti. Recimo, u navedenom primjeru, 
mogli bismo uvesti relaciju “Gradovi”? koja bi imala dva atributa "Grad" i 
“Kanton” i koja bi opisivala u kojem se kantonu (ili entitetu) nalazi svaki od 
gradova. Na primjer: 


Gradovi = ( (Zenica, ZDK), (Mostar, HNK), (Doboj, RS), (Konjic, HNK), 
(Zepče, ZDK), (Prijedor, RS), (Travnik, SBK)! 


Sada bismo iz relacije “Studenti” mogli u potpunosti izbaciti atribut "Kanton". 
Tada, ukoliko nas zanimaju kompletne informacije o studentima, uključujući i 
informaciju o kantonu (entitetu) iz kojeg je student, mogli bismo prosto koristiti 
prirodno spajanje relacija "Studenti" i "Gradovi". Na taj način imamo garanciju 
da će svi podaci biti konzistentni. Napomenimo da se tehnike “prečišćavanja“ 
relacija koje čine neku bazu podataka kojom se, između ostalog, postiže 
minimalan broj funkcionalnih zavisnosti nazivaju normalizacija baze podataka. 
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2.8 Preslikavanja (funkcije) 


Neformalno, funkcija (preslikavanje) f sa nekog skupa A u neki skup B, u 
oznaci f: A + B predstavlja pravilo pridruživanja, koje svakom elementu ae A 
pridružuje neki element f(a)e B. Formalno, funkcija f je uređena trojka 
f=(F,A,B), gdje je FT CAXB relacija sa A u B koja zadovoljava ograničenje 
da za svaki element ae A mora postojati tačno jedan element be B takav da je 
(a,b)e €. Činjenicu daje (a,b) € F zapisujemo kao b=f(a). Pri tome, element 
a nazivamo original ili argument a b njegova slika dobijena pomoću funkcije f. 
Skupove A i B nazivamo respektivno domen i kodomen funkcije f, dok relaciju 
F nazivamo graf funkcije f. Odnosno, graf funkcije f je skup definiran kao 


F = {(a,f(a))|ae A} 
Definira se i slika skupa X A pomoću funkcije f kao f(X) ={f(x)|xe X). 


Često se posmatraju i uređene trojke f=(F, A,B) koje zadovoljavaju slične 
osobine kao i pri definiciji funkcije, ali pri čemu se ne insistira da za svaki 
element ae A mora postojati element be B takav da je (a,b)e F. Takve trojke 
nazivaju se parcijalne (nepotpune) funkcije. Ukoliko za neki element ae A 
postoji element be B takav da je (a,b) e F, kažemo da je funkcija definirana za 
element a, dok u suprotnom funkcija nije definirana za element a. Kod 
parcijalnih funkcija, pod domenom smatramo podskup skupa A za čije je 
elemente funkcija definirana, dok sam skup A nazivamo izvorni skup (engl. 
source set). Također, u skladu sa ovom terminologijom, kodomen B se često 
naziva i odredišni skup (engl. destination set). Ukoliko prihvatimo opisano 
popćenje, klasične funkcije kakve smo maločas definirali, koje ponekad 
nazivamo i potpune funkcije, predstavljaju specijalan slučaj parcijalnih funkcija 
kod kojih je domen jednak izvornom skupu. 


U nekim definicijama, pojam funkcije se u potpunosti poistovjećuje sa 
skupom F, odnosno ne pravi se razlika između same funkcije i njenog grafa. 
Međutim, takva definicija ima svojih nedostataka i treba je izbjegavati. Recimo, 
iz samog grafa funkcije nije moguće odrediti šta je kodomen funkcije (mada je 
moguće odrediti domen), a u slučaju parcijalnih funkcija, nije moguće odrediti ni 
njen izvorni skup. Interesantno je da se u nekim verzijama teorije skupova pojam 
funkcije također uzima kao elementaran pojam koji se ne definira (slično pojmu 
skupa). U takvim teorijama, uređene n-torke se definiraju posredno preko 
funkcija, pa se uređena n-torka (a, a2, ..., an) definira se kao funkcija f sa skupa 
(1,2,...,n) u skup (a1,a2,...,a,) za koju vrijedi f(1)=a;, f(2)=a, ..., f(n) = an, 
odnosno uređena n-torka se poistovjećuje sa onim što ćemo kasnije definirati 
kao konačni niz. Bez obzira što takve definicije mogu imati izvjesnog opravdanja, 
mi ćemo se ipak držati definicije u kojoj se funkcije definiraju posredno, 
pomoću skupova. Primijetimo i da definicija uređene n-torke kao funkcije 
implicitno podrazumijeva da je pojam skupa prirodnih brojeva od ranije poznat, 
dok definicija prema Kuratowskom to ne zahtijeva, što je njena bitna prednost. 
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Ukoliko je domen funkcije konačan skup A = {a1, a2, 43, ..., An}, tada funkciju 
f:A—> f(A) često obilježavamo i kao 


f= 4 4 a3 dije da 
fa) fa) faz) = flap) 


Skup svih funkcija sa skupa B u skup A obilježavamo sa A*, odnosno 
A" = {f|f: B— A}. Na primjer, ukoliko je A = (0,1) i B = (a,b,c), imamo 


AP = {GoD GD GTD GD G GOD GTO GIDI 


Motivacija za ovu, pomalo neočekivanu definiciju, može se naći u činjenici da u 
slučaju kada su A i B konačni skupovi, vrijedi #(A?) = #4“. 


Ukoliko je domen neke funkcije neki skup uređenih n-torki, npr. Descartesov 
proizvod više skupova A, X A2x...XA,, tada su originali uređene n-torke oblika 
(a1, 42, ... An) € A1XA2X...X An. Da bismo pojednostavili pisanje, po dogovoru 
umjesto f((a1, a2, ..., 4,)) pišemo prosto f(a,,a2,...,a,) i kažemo da je funkcija f 
funkcija sa n argumenata, pri čemu pod argumentima ovdje podrazumijevamo 
koordinate uređene n-torke koja predstavlja original. 

Za funkciju kažemo da je injektivna ili da je injekcija (“n" i “j” se čita 
odvojeno) ukoliko se različiti elementi iz A preslikavaju u različite elemente iz 
B, odnosno ukoliko vrijedi a, + a, > f (aı) + f (a2). Tako, na primjer, funkcija sa 
R u R, neformalno zadana pravilom f(x) = x“, nije injektivna, jer na primjer 
imamo 1 #—-l, a ipak je f(1) =f(-1). Za funkciju kažemo da je sirjektivna 
odnosno da je sirjekcija ukoliko je svaki element iz B slika nekog elementa iz A, 
odnosno ukoliko vrijedi f(A)=B. Funkcija je obostrano jednoznačna, ili 
bijektivna, ili, prosto bijekcija, ukoliko je istovremeno injektivna i sirjektivna. 


Inverzna relacija F~ relacije F iz funkcije f=(F, A, B) naziva se inverzija 
funkcije f. Ukoliko vrijedi da ova relacija ispunjava ograničenja neophodna da bi 
trojka (F - B, A) također bila funkcija, tada se f' =(F a B,A) naziva inverzna 
Junkcija funkcije f. Ukoliko inverzna funkcija postoji, tada iz f(a) =b očigledno 
slijedi f_'(b) =a. Može se pokazati da inverzna funkcija funkcije f postoji ako i 
samo ako je f bijekcija. 


U slučajevima kada inverzna funkcija ne postoji, uobičajeno je sa f '(b) 
označavati skup svih elemenata ae A za koje je f (a) = b, odnosno uzimamo da 
je f'(b) = (alaaAAf(a)=b). Na primjer, za funkciju f:R—R zadanu 
pravilom f(x) = x“ inverzna funkcija ne postoji (s obzirom da ova funkcija nije 
bijekcija), ali ipak pišemo da je f '(4) = (2,2), f (0) = {0} if '(-1) = Ø. Tako, 
f™ možemo posmatrati kao funkciju sa skupa B u partitivni skup skupa A, 
odnosno f ':B > P(A). Takva funkcija se ponekad naziva generalizirana inverzna 
Junkcija funkcije f. 
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Ukoliko je A; CA, za funkciju fı =(F;,A;,B) kažemo da je restrikcija (ili 
suženje) funkcije f=(F,A,B) na domen A, ukoliko vrijedi Fıc F, odnosno 
ukoliko za svaki element ae A, vrijedi fi(a) = f(a). Također kažemo da je 
funkcija f ekstenzija (ili proširenje) funkcije fi. 


U slučajevima kada ne postoji inverzna funkcija funkcije f, uvijek je moguće 
naći inverznu funkciju neke restrikcije fi funkcije f na neki domen A; CA. Pri 
tome se, za različite restrikcije, mogu dobiti različite inverzne funkcije. Na 
primjer, iako funkcija f:R—R zadana pravilom f(x) = x? nema inverznu 
funkciju, njene restrikcije fi: R*>R* i f;:R GR" gdje su R* i JR" skupovi 
nenegativnih 1 nepozitivnih realnih brojeva respektivno, a koje su zadane istim 
pravilima fi(x) = x" i f(x) = x“, imaju respektivno inverzne funkcije date pravilima 
KL) =/xi f(x) =—,/x. U malo slobodnijem izražavanju, ovako definirane 
funkcije fi ' if, ' također nazivamo inverzne funkcije funkcije f, iako je jasno da 
to nije u potpunosti korektno. Ovaj primjer jasno ilustrira da je za potpunu 
specifikaciju funkcije potrebno specificirati ne samo pravilo po kojem se vrši 
pridruživanje, nego i domen i kodomen. 


Za element xe A kažemo da je fiksna tačka funkcije f ukoliko vrijedi 
f(x) = x. Na primjer, funkcija f : R— R zadana pravilom f(x) = x*-6x"+12x-6 
ima tri fiksne tačke x=1, x=2 i x=3. Skup X CA za koji vrijedi f(X) = X 
naziva se invarijanta funkcije f. Svi elementi invarijante mogu ali ne moraju biti 
fiksne tačke. Na primjer, skup X = (2,6) je invarijanta funkcije f : R — R zadane 
pravilom f(x) = 8—x (Ger je f(2) = 6 i f(6)=2, pa je f(X) = X), jako niti x=2 niti 
x=6 nisu fiksne tačke ove funkcije (jedina njena fiksna tačka je x=4). Za 
bijektivnu funkciju sa skupa A u skup A, čitav domen A je invarijanta. 


Pod proizvodom (produktom) ili kompozicijom funkcija fi=(F,,A,B) i 
h.=(7F2,B,C), u oznaci fi o f2, smatramo funkciju fi of, =(F}; o F2, A, C). Dakle, 
ako je fi:A>B i f:BoC, tada je fiofi:A>C i (fof)(a) =f(f(a)). 
Proizvod funkcija u općem slučaju nije komutativan, ali jeste asocijativan. Treba 
istaći da ove oznake nisu uvijek konzistentne u raspoloživoj literaturi, jer neki 
autori definiraju proizvod f of, onako kako je ovdje definiran proizvod fi of, 
odnosno prema takvim definicijama vrijedi (fı 9f2)(a) = fi( fo(a)). 


Panika f" definiranu rekurzivnim pravilom f ® =f“ o fuz početni uvjet 

=f nazivamo n-ti stepen odnosno n-ta iteraci ija funkcije f. Tako vrijedi 
pm = FAF), FO = FEF) i, općenito, f”) =f"). Funkcija 
i(x) za koju vrijedi i(x) = x nazivamo identička funkcija (za njeno potpuno 
odete neophodno je specificirati i odgovarajući domen). Korisno je usvojiti 
daje f(x) = i(x). Lako je provjeriti da vrijedi fof '=f of = i. 


Nekim funkcijama daju se i posebna imena. Tako se, na primjer, funkcija 
f:{1,2,...,n} >A naziva konačni niz (konačna sekvenca) u skupu A, dok se 
funkcija f; N >A naziva beskonačni niz (beskonačna sekvenca), ili samo niz 
(sekvenca). Umjesto f (i) tada tipično pišemo fi. 
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Funkcije čiji su domen i kodomen neki skupovi brojeva obično se zadaju 
nekim izrazom koji definira kako se za zadanu vrijednost x računa vrijednost 
funkcije f(x), recimo izrazom poput f(x) =x{+5. Međutim, izuzetno je značajno 
razlikovati funkciju f 1 vrijednost funkcije f za neku zadanu vrijednost x, koju 
obilježavamo sa f(x). Recimo, u navedenom primjeru, nipošto ne treba shvatiti 
da je sama funkcija f jednaka izrazu x*+5, nego je vrijednost funkcije f za 
zadanu vrijednost argumenta x jednaka vrijednosti izraza x“ +5. To jasno govori 
i oznaka f(x) koju jasno čitamo kao “vrijednost funkcije f za vrijednost 
argumenta x”. Dakle, f(x) je broj (uz pretpostavku da je kodomen funkcije f neki 
skup brojeva), dok f nije broj, nego funkcija. Međutim, kako ćemo zapisati čemu 
je jednaka sama funkcija f ukoliko znamo izraz koji definira vrijednost f(x)? 
Dugo vremena, matematika nije imala neku konkretnu simboliku pomoću koje bi 
se to moglo zapisati. Rješenje ovog problema prvi je predložio logičar A. 
Church" u formi tzv. A-operatora, koji se naziva i operator apstrakcije. Ovaj 
neobični operator od izraza pravi funkciju. Ovaj operator koristi se u obliku 
Apromjenljiva.izraz, koji predstavlja funkciju koja navedenu promjenljivu 
preslikava u vrijednost određenu navedenim izrazom. Recimo, ukoliko je 
f(x)=x"+5, možemo pisati 


f=ìx.x +5 


Dakle, izraz Ax.x{+5 predstavlja funkciju koja primijenjena na neki 
argument, daje vrijednost tog argumenta dignutog na kvadrat i uvećanog za 5. 
Napomenimo da je ime promjenljive navedeno iza A-operatora Jormalne 
prirode, odnosno stvarno ime je potpuno nebitno, tako da izrazi Ax.x'+5 i 
Xy .y"+5 predstavljaju posve istu funkciju. Za razliku od toga, primijetimo da 
f(X) 1/0) nisu jedno te isto: f(x) je vrijednost funkcije za vrijednost argumenta 
x, dok je f(y) vrijednost funkcije za vrijednost argumenta y, a vrijednosti 
argumenata x i y ne moraju biti iste. 


Izrazi sa -operatorom mogu se koristiti u bilo kojem kontekstu gdje se može 
koristiti ime ma kakve Junkcije, tako da je, recimo, izraz poput (Ax.x *+5)(3) 
posve legalan. U osnovi, on je identičan izrazu f(3) u kojem je funkcija f 
definirana izrazom f(x)=x+5 (dakle, njegova je vrijednost 14), samo što u 
njemu nismo posebno imenovali funkciju koja se primjenjuje na argument 3. 
Stoga se funkcije definirane -operatorom nazivaju i anonimne funkcije. 
Očigledno, iz prikazane neformalne definicije A-operatora slijedi Ax.f(x) =f, 
tako da je, u izvjesnom smislu, A-operator inverzan operatoru primjene funkcije 
na svoj argument. 


U mnogim slučajevima, iz konteksta je jasno da li se misli na izraz ili 
funkciju definiranu tim izrazom, tako da i bez upotrebe A-operatora ne dolazi do 
zabune. Međutim, do zabune može doći kada budemo razmatrali neke operacije 
koje se primjenjuju na funkcije kao cjeline (a ne na njihove individualne 


! Alonzo Church (1903-1995), američki matematičar. Bavio se teorijom izračunljivosti i simboličkom logikom, 
te učestvovao u stvaranju temelja kompjuterske nauke. Njegov A-račun je uticao na razvoj funkcionalnog 
programiranja. 
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vrijednosti), kao i operacije koje različito djeluju na brojeve i na funkcije, te će 
nam tada A-operator dobro poslužiti. 


Potreba za A-operatorom javlja se u mnogim programskim jezicima, 
pogotovo u programskim jezicima koji spadaju u skupinu tzv. funkcionalnih 
programskih jezika (kao što su, recimo, ML, LISP i Haskell). Potreba za 
razlikovanjem funkcija i izraza kojim se opisuje preslikavanje koje funkcija vrši 
javlja se i u nekim posve klasičnim programskim jezicima (kao što je, recimo, 
C++), tako da nepostojanje A-operatora u ovim jezicima u nekim primjenama 
može jako da smeta (interesantno je da je uvođenje A-operatora planirano Za 
sljedeću reviziju jezika C++, koja se možda već pojavi u vrijeme izdavanja ovog 
udžbenika). Nepostojanje anonimnih funkcija u ovim jezicima zahtijeva da 
svaku funkciju koju želimo proslijediti nekoj drugoj funkciji na obradu moramo 
prethodno imenovati, što je dobro poznato svima koji su u programskom jeziku 
C++ koristili funkcije iz biblioteke “algorithm”. 


Razni programski jezici koji posjeduju -operator obično koriste drugačiju (i 
često jasniju) sintaksu od sintakse koju je predvidio Church. Na primjer, 
matematički orjentirani programski jezik Maple umjesto neintuitivne sintakse 
A promjenljiva.izraz koristi logičniju sintaksu promjenljiva > izraz (gotovo istu 
sintaksu \ promjenljiva > izraz koristi i programski jezik Haskell). Tako, prema 
sintaksi jezika Maple možemo pisati 


f=x>x+5 


Stoga je, u Maple-sintaksi, izraz poput (x > x“+5)(3) legalan (i vrijednost mu je 
jednaka 14). U poglavljima koja slijede, A-operator ćemo koristiti samo u 
slučajevima kada je izrazito bitno praviti razliku između funkcije i izraza kojim 
se opisuje preslikavanje koje funkcija vrši (i to samo onda kada iz konteksta nije 
posve jasno da se zaista misli na funkciju), ili kada nije jasno šta je argument te 
funkcije (to će uglavnom biti slučaj u poglavlju koje je posvećeno teoriji 
diskretnih sistema). Pri tome ćemo koristiti kako izvornu Churchovu A-sintaksu, 
tako i pojednostavljenu Maple-sintaksu. 


2.9 Relacije ekvivalencije 


Za neku binarnu relaciju u skupu A koja ispunjava uvjete da je istovremeno 
refleksivna, simetrična i tranzitivna kažemo da je relacija ekvivalencije. Relacija 
ekivalencije u nekom skupu može se smatrati uopćenjem odnosa jednakosti, pri 
čemu se zanemaruju "nebitna" svojstva samih elemenata skupa A, nego se 
ekvivalentnim smatraju oni elementi skupa A koji se ne razlikuju međusobno u 
odnosu na neko svojstvo bitno za razmatranje. Ukoliko su elementi a i b u relaciji 
ekvivalencije, umjesto a Rb konkretnije pišemo a -eb. Kada je iz konteksta 
jasno na koju se relaciju ekvivalencije misli, obično kažemo da su a i b 
ekvivalentni i pišemo samo a ~b. 
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Postoji izuzetno mnogo relacija ekvivalencije koje se koriste u praksi. Na 
primjer, relacija paralelnosti u skupu svih pravaca u ravni (odnos "biti 
paralelan") i relacija sličnosti u skupu svih likova u ravni (odnos “biti sličan") 
predstavljaju dva primjera relacija ekvivalencije “u svijetu geometrije“. U logici 
iskaza, relacija po kojoj su A i B u relaciji ukoliko je A <> B tautologija također 
je relacija ekvivalencije. Odnos jednakosti skupova predstavlja relaciju 
ekvivalencije u nekom skupu skupova (ne smijemo reći u “skupu svih skupova“, 
s obzirom da manipuliranje sa objektima poput skupa svih skupova vodi ka 
paradoksima; također ne smijemo koristiti niti “skup svih iskaza” za potrebe 
iskazne logike — paradoksi mogu nastati ako uočimo da takav skup mora 
sadržavati i iskaze koji govore o njemu samom). U skupu svih uređenih parova 
(p,q) € Ñ? relacija koja tvrdi da su parovi (p;,qu) i (p2,qo) ekvivalentni ako i 
samo ako vrijedi pı q2 = p2qı također je relacija ekvivalencije. To je upravo 
relacija koja formalno definira jednakost racionalnih brojeva, odnosno daje 
uvjete pod kojima je p,/ qı = p»/ q2. 


Veoma važna relacija ekvivalencije u skupu cijelih brojeva je relacija 
kongruencije po modulu m, po kojoj su cijeli brojevi p i q u relaciji ako i samo 
ako je razlika p—q djeljiva sa m (ovdje je m neki unaprijed fiksirani cijeli broj). 
Za relaciju kongruencije uvodimo i posebnu oznaku p = q (mod m) i kažemo da 
su p i q kongruentni po modulu m. O ovoj relaciji ćemo detaljno govoriti u 
poglavlju posvećenom elementarnoj teoriji brojeva. Primjer pomalo neobične 
relacije ekvivalencije u skupu R je Vitalijeva' relacija V, po kojoj je x~vy ako i 
samo ako je razlika x—y racionalan broj. Ova relacija može poslužiti za 
konstrukciju skupova sa izvjesnim bizarnim svojstvima. Lako je provjeriti da su 
sve navedene relacije relacije ekvivalencije. 


Za svaku relaciju ekvivalencije Ru skupu A i svaki element ae A definiramo 
klasu ekvivalencije za element a, u oznaci [a]a, kao skup svih elemenata koji su 
u relaciji sa elementom a, odnosno 

def 


[ala = (blbe Axa-ab) 


Drugim riječima, klasa ekvivalencije objedinjuje sve elemente skupa A koji se 
međusobno ne razlikuju u odnosu na neko bitno svojstvo, koje opisuje relacija 
ekvivalencije. Na primjer, u skupu svih pravaca u ravni, skup svih pravaca koji 
su paralelni sa nekim zadanim pravcem čine klasu ekvivalencije za taj pravac u 
odnosu na relaciju “biti paralelan sa". 


Skup svih klasa ekvivalencije za sve elemente iz skupa A u odnosu na 


relaciju ekvivalencije R, u oznaci A /~ę, nazivamo faktor-skup (količnik-skup, 
kvocijentni skup) skupa A u odnosu na relaciju ekvivalencije R: 


def 
A/-2 = (lalalaeA) 


i Giuseppe Vitali (1875—1932), italijanski matematičar. Bavio se realnom i kompleksnom analizom, te teorijom 
mjere. 
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Na primjer, faktor-skup skupa svih pravaca u ravni u odnosu na relaciju "biti 
paralelan sa" predstavlja skup čiji su elementi skupovi svih pravaca koji su 
međusobno paralelni. 


Klase ekvivalencije posjeduju nekoliko interesantnih svojstava. Prvo, one 
nikada nisu prazne, odnosno za svaki element a imamo [ala +Ø, s obzirom da 
je svaki element ekvivalentan barem sa samim sobom. Dalje, na osnovu 
definicije klase ekvivalencije kao i osobina simetričnosti 1 refleksivnosti lako je 
pokazati da su klase ekvivalencije za dva različita elementa ili identične, što 
vrijedi za slučaj kada su ta dva elementa u relaciji, ili disjunktne, u ostalim 
slučajevima. Dakle, vrijedi a-kb & [a]r = [b]r i n(a-kb) & [a]r A [b]r = Ø. 
Konačno, unija klasa ekvivalencije za sve elemente skupa A očigledno čini 
upravo skup A. 


Za neki skup skupova Z čiji su elementi podskupovi skupa A (tj. koji je 
podskup partitivnog skupa P(A) skupa A) kažemo da je particija (podjela) 
skupa A ako unija svih elemenata iz Z tvori skup A, ako su svaka dva različita 
elementa iz Z međusobno disjunktna i ako Z ne sadrži prazan skup Ø kao svoj 
element. Na primjer, skup {{3,4,6}, {2,5}, {1,8,9, 10}, {7}} predstavlja jednu 
moguću particiju skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Sami elementi particije Z 
nazivaju se blokovi te particije. 


Iz prethodno izloženih činjenica i definicije particije, neposredno slijedi da 
faktorski skup A /~ę uvijek predstavlja jednu particiju skupa A. Obrnuto, nije 
teško pokazati da svaka particija Z nekog skupa A definira jednu relaciju 
ekvivalencije ~z pri čemu vrijedi a~zb ako i samo ako a i b pripadaju istom 
elementu particije Z. 


2.10 Relacije poretka i uređeni skupovi 


Kao što smo vidjeli, relacije ekvivalencije na izvjestan način uopćavaju 
odnos jednakosti. S druge strane, relacije poretka uopćavaju odnose poput 
odnosa "biti manji”, "biti veći”, "biti djeljiv sa”, "biti podskup od", itd. Za neku 
relaciju kažemo da je relacija poretka ukoliko je ona antisimetrična i tranzitivna 
(u ponekim definicijama se od relacije poretka zahtijeva još i refleksivnost). 
Ukoliko je ona pored toga i jako antisimetrična, tada kažemo da se radi o relaciji 
strogog poretka (stoga relacija strogog poretka ne može biti refleksivna). 


Relacije poretka odnosno strogog poretka obično označavamo specijalnim 
simbolima poput “=” odnosno “<”, tako da umjesto a £ b tipično pišemo a= b 
odnosno a < b. Pri tome, ukoliko je a+b, kažemo da se element a nalazi ispred 
elementa 4 (u odnosu na posmatranu relaciju poretka), odnosno da se element b 
nalazi iza elementa a. Za element c kažemo da se nalazi između elemenata a i b 
(u odnosu na posmatranu relaciju poretka "="') ukoliko vrijedi a= c i c3 b, dok 
za elemente a i b kažemo da su susjedni ukoliko ne postoji element c koji bi se 
nalazio između elemenata a i b. Najzad, kažemo da je element a neposredni 
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prethodnik elementu b ukoliko je a= b 1 ukoliko su pored toga elementi a i b 
susjedni. Analogno se definira i neposredni sljedbenik. 


Ukoliko je relacija poretka ili strogog poretka još i linearna, tada govorimo 
da se radi o relaciji potpunog poretka, dok u suprotnom govorimo o relaciji 
parcijalnog (djelimičnog) poretka. Drugim riječima, kod relacije potpunog 
poretka svaka dva elementa su uporediva, tj. za svaka dva elementa a i b vrijedi 
ilia = b, ili b = a, dok kod relacije parcijalnog poretka to ne mora vrijediti. 


Navedimo nekoliko karakterističnih relacija poretka. Odnosi "biti manji od 
ili jednak" (“<”), "biti veći od ili jednak" (“2”), “biti manji od" (“<”) i “biti 
veći od" (“>”) u nekom skupu brojeva predstavljaju relacije poretka (i to 
potpunog poretka), pri čemu odnosi “<” i “>” pored toga predstavljaju i relacije 
strogog poretka. Odnosi “biti podskup od" (“c”) i “biti pravi podskup od" (“c”) 
u nekom skupu skupova predstavljaju također relacije poretka, ali samo 
parcijalnog poretka, s obzirom da za proizvoljan par skupova A i B ne mora 
vrijediti niti ACB, niti BCA (odnosno, dva skupa ne moraju biti uporediva u 
odnosu na ove relacije). Odnos “biti podskup od" naziva se i relacija inkluzije. 
Odnos “biti djelilac od? (“|”) u skupu prirodnih brojeva također predstavlja 
relaciju parcijalnog poretka. 


Skup X zajedno sa relacijom poretka “= u skupu X ili, formalno, uređeni 
par (X,=), nazivamo uređeni skup. U ovisnosti da li je "=" relacija parcijalnog 
ili potpunog poretka, govorimo o parcijalno (djelimično) uređenom skupu ili 
potpuno uređenom skupu. Parcijalno uređeni skup se još naziva i poset (od 
engl. Partially Ordered Set), dok se potpuno uređen skup naziva i lanac. Lancem 
se također zasniva i svaki podskup nekog uređenog skupa koji je u odnosu na 
razmatranu relaciju poretka potpuno uređen. 


Poredak u konačnim parcijalno uređenim skupovima pregledno se prikazuje 
uz pomoć Hasseovih' dijagrama. Hasseovi dijagrami su zapravo reducirani 
streličasti dijagrami koji odgovaraju pripadnoj relaciji poretka, u kojima su 
izostavljene sve petlje, koje su posljedica refleksivnosti, kao i sve strelice koje su 
posljedica tranzitivnosti relacije. Drugim riječima, strelicama se spajaju samo 
elementi koji su susjedni u odnosu na razmatranu relaciju. Na primjer, slika sa 
lijeve strane ispod prikazuje Hasseov dijagram partitivnog skupa P(A) skupa 
A= {a,b,c} uređenog relacijom inkluzije (tj. odnosom “biti podskup od"). S 
obzirom da su elementi skupa P(A) i sami skupovi, radi usporedbe je sa desne 
strane nacrtan Eulerov dijagram koji ilustrira istu situaciju. Sa aspekta 
preglednosti, prednost je očigledno na strani Hasseovog dijagrama. Ukoliko 
usvojimo konvenciju da se oznaka elementa na dijagramu koji se nalazi ispred 
nekog drugog elementa na dijagramu uvijek crta iznad tog drugog elementa (tj. 
ukoliko su sve strelice na Hasseovom dijagramu usmjerene nagore), tada se 
strelice u dijagramu mogu potpuno izostaviti. U slučaju potpuno uređenog 
skupa, Hasseov dijagram dobija oblik vertikalnog pravca usmjerenog nagore. 


! Helmut Hasse (1898-1979), njemački matematičar. Bavio se algebarskom teorijom brojeva. 
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Kao još jedan primjer, uzmimo relaciju poretka “|”? posmatranu na skupu 
A = {1,2,3,5,6,10,15,30}, neformalno opisanu odnosom "biti djelilac od", a 
formalno skupom uređenih parova 


{(1, 1),(1,2),(1,3),(1,5), (1,6), (1, 10), (1, 15), (1,30), (2, 2), (2, 6), 
(2, 10), (2, 30), (3, 3), (3,6), (3, 15), (3, 30), (5, 5), (5, 10), (5, 15), 
(5, 30), (6, 6), (6, 30), (10, 10), (10, 30), (15, 15), (15, 30), (30, 30) } 


Za potrebe crtanja Hasseovog dijagrama, posmatraju se samo parovi susjednih 
elemenata (u odnosu na ovu relaciju), odnosno parovi (1,2), (1,3), (1,5), (2, 6), 
(2,10), (3,6), (3, 15), (5,10), (5, 15), (6,30), (10,30) 1 (15,30). Tako dobijamo 
Hasseov dijagram koji je vizuelno identičan dijagramu iz prethodnog primjera, u 
kojem je izvršena zamjena «1, {a} 92, (b)&3, [c]&S5, {a,b} 6, 
{a,c} & 10, {b,c} 15i (a,b,c) 2 30. 


Prethodni primjer ukazuje na potrebu sljedeće definicije. Za dva uređena 
skupa (X, 3:1) i (Y, 32) kažemo da su izomorfni ukoliko je moguće izvršiti 
preimenovanje elemenata skupa X u elemente skupa Y da se nakon takvog 
preimenovanja i zamjene relacije "=" relacijom “52 očuva poredak, odnosno, 
formalno rečeno, ukoliko postoji neko obostrano jednoznačno (bijektivno) 
preslikavanje f: X > Y (koje obavlja traženo preimenovanje) takvo da iz x51y 
slijedi f(x) 52f(y). Samo preslikavanje f naziva se izomorfizam sa uređenog 
skupa (X, <1) na (Y, 32). 


U prethodnom primjeru smo vidjeli da je skup A sa relacijom poretka 
izomorfan nekom skupu skupova sa relacijom poretka “c”. Ovo nije slučajnost, 
već pravilo. Naime, nije teško dokazati da je svaki uređeni skup uvijek 
izomorfan sa nekim skupom skupova uređenim relacijom inkluzije. Jedan takav 
izomorfizam moguće je lako formirati eksplicitno. Konkretno, uređeni skup 
(X, =), gdje je “=” ma kakva relacija poretka, izomorfan je sa uređenim skupom 
(S, €) gdje je skup S skup skupova dat kao 


še 


S={S,|S.={y|yE XAyZXx}Ax€E X) 


Pri tome je traženi izomorfizam dat kao 
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foW=lylye Xayz x}. 


što je vrlo jednostavno pokazati. Na primjer, skup A = (1,2,3,5,6, 10, 15,30} 
uređen relacijom “|” izomorfan je sa skupom skupova 


S={{1}, {1,2}, {1,3}, {1,5}, {1,2,3,6}, {1,2,5,10}, {1,3,5,15}, 
{1,2,3,5,6, 10, 15,30}} 


uređenim relacijom inkluzije. Očigledno, elementi skupa S su skupovi svih 
djelilaca odgovarajućih elemenata iz skupa A. Međutim, iz prethodnih primjera 
je jasno da ovo nije najjednostavniji skup skupova uređen relacijom inkluzije 
koji je izomorfan sa uređenim skupom (A, |). Recimo, mnogo prirodniji skup 
skupova uređen relacijom inkluzije koji je također izomorfan sa uređenim 
skupom (A, |) jeste skup 


S' = {Ø, {2}, {3}, {5}, {2,3}, {2,5}, {3,5}, {2,3,5} } 


Ovdje su elementi skupa S' skupovi svih prostih djelilaca (a ne svih djelilaca) 
odgovarajućih elemenata iz skupa A (sami utvrdite kako izgleda izomorfizam u 
ovom slučaju). 


Neka je dat uređeni skup (X, =) i neka je “<” odgovarajuća relacija strogog 
poretka koja odgovara relaciji poretka "=". Skup svih elemenata xe X za koje 
vrijedi a <x < b naziva se interval sa krajevima a i b (u odnosu na razmatrani 
uređeni skup), dok se skup svih elemenata x za koje vrijedi a 3x 5 b naziva 
segment sa krajevima a i b. Interval odnosno segment sa krajevima a i b 
obilježavaju se respektivno sa (a..b) i [a..b]. Mogu se koristiti i oznake (a,b) 
odnosno [a,b] ukoliko ne postoji opasnost brkanja sa obilježavanjem uređenih 
parova, s obzirom da se oznaka (a, b) koristi i za tu svrhu. 


Za uređen skup u kojem je svaki segment konačan skup kažemo da je 
lokalno konačan. Drugim riječima, skup je lokalno konačan ukoliko između 
svaka dva elementa imamo samo konačno mnogo elemenata. Jasno je da je svaki 
konačan skup uvijek i lokalno konačan, neovisno od uvedenog poretka. 
Međutim, čak i beskonačni skupovi mogu biti lokalno konačni. Na primjer, 
uređeni skup (N, <) gdje je “©” klasična relacija poretka “biti manji ili jednak" 
predstavlja primjer lokalno konačnog skupa. Međutim, osobina lokalne 
konačnosti u beskonačnim skupovima bitno zavisi od pripadne relacije poretka. 
Na primjer, skup N neće biti lokalno konačan ukoliko ga uredimo takvom 
relacijom poretka prema kojoj su svi neparni brojevi ispred svih parnih brojeva. 


Neka je (X, =) uređen skup. Za element x kažemo da je najmanji ili prvi 
element (ili samo minimum) uređenog skupa (X, =) ukoliko se on nalazi ispred 
svih ostalih elemenata, odnosno ukoliko vrijedi xx y za svako ye X. Slično, za 
element x kažemo da je najveći ili posljednji element (ili samo maksimum) 
uređenog skupa (X, =) ukoliko se on nalazi iza svih ostalih elemenata, odnosno 
ukoliko vrijedi y= x za svako ye X. Dalje, za element x kažemo da je 
minimalni element uređenog skupa (X, =) ukoliko ne postoji element koji se 
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nalazi ispred njega, odnosno ukoliko ne postoji ye X (y£x) takav da je y= x. 
Slično, element x je maksimalni element uređenog skupa (X, =) ukoliko ne 
postoji element koji se nalazi iza njega, odnosno ukoliko ne postoji ye X (y£x) 
takav dajex= y. 


Treba praviti razliku između najmanjeg i minimalnog elementa (tj. između 
minimuma i minimalnog elementa), kao i između najvećeg i maksimalnog 
elementa (tj. između maksimuma i maksimalnog elementa). U slučaju relacija 
potpunog poretka ovi pojmovi se poklapaju, međutim kod relacija parcijalnog 
poretka postoje razlike. Svaki najmanji element je uvijek minimalan i svaki 
najveći element je uvijek maksimalan, ali obrnuto ne mora vrijediti. Također, 
najmanji i najveći elementi su, ukoliko postoje, jedinstveni, međutim minimalni i 
maksimalni elementi ne moraju biti. Na primjer, za uređeni skup (A,|) gdje je 
A = {1,2,3,5,6,10,15,30}, element 1 je i najmanji i minimalni element, dok je 
30 i najveći i maksimalni element. S druge strane, za uređeni skup (B,|) gdje je 
B= {2,3,5,6,10,15} elementi 2, 3 i 5 su minimalni, a elementi 6, 10 i 15 
maksimalni, dok najveći i najmanji elementi ne postoje. Ovo postaje jasnije 
ukoliko prikažemo Hasseov dijagram za ovaj uređeni skup: 


6 10 15 


2 3 5 


Može se dokazati da najmanji element (minimum) može postojati samo ako je 
minimalni element jedinstven (pri čemu ako postoji, on je jednak tom 
minimalnom elementu). Međutim, čak i ako je minimalni element jedinstven, to 
još uvijek nije garancija da najmanji element postoji. Slično vrijedi za odnos 
između najvećeg elementa (maksimuma) i maksimalnog elementa. 


Neka je (X,=) uređeni skup. U skup X" možemo uvesti relaciju poretka tako 
što ćemo definirati da je (a1, a2, ..., an) 5 (b1, b2,...,b,) ako 1 samo ako za neki 
indeks k= 1..n vrijedi da je a, 3 bx i a;=b; za sve vrijednosti i <k. Takav poredak 
nazivamo leksikografski poredak (s obzirom da tako definiramo abecedni 
poredak riječi u rječnicima posmatrano u odnosu na osnovni abecedni poredak 
slova). Na primjer, u skupu X? imamo (a1, a2, a3) 3 (bı, b2, b3) ako je a3 bi ili 
ako je a=b; i a = bz, ili ako je a=b; i a=b, i a5 ba. 


Za relaciju potpunog poretka kažemo da je diskretna (odnosno relacija 
diskretnog poretka) ukoliko svaki element koji nije prvi ima neposrednog 
prethodnika i ukoliko svaki element koji nije posljednji ima neposrednog 
sljedbenika. Uređeni skup u kojem je relacija poretka diskretna nazivamo 
diskretno uređen skup. Na primjer, skupovi N i Z su diskretno uređeni u odnosu 
na relaciju poretka “<”, koja je u njima relacija diskretnog poretka. Skup O nije 
diskretno uređen u odnosu na relaciju poretka “<”, mada ćemo uskoro pokazati 
da je i u ovom skupu također moguće uvesti diskretnu relaciju poretka, uz 
pomoć koje i on može postati diskretno uređen. 
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Lako je uočiti da je u konačnim skupovima svaka relacija poretka uvijek 
relacija diskretnog poretka. Također, u lokalno konačnim skupovima pripadna 
relacija poretka je uvijek relacija diskretnog poretka. Međutim, svaki diskretno 
uređeni skup nije uvijek i lokalno konačan. Recimo, nije teško pokazati da skup 
ZXxZ uređen leksikografskim poretkom predstavlja diskretno uređeni skup, ali 
koji nije lokalno konačan. 


Za uređeni skup (X, =) kažemo da je dobro uređen ukoliko svaki njegov 
neprazan podskup ima najmanji element. Na primjer, uređeni skup (N,<) je 
dobro uređen, dok uređeni skup (Z,£) nije dobro uređen, s obzirom da njegov 
podskup {x|xe Z ^A x<0} nema najmanji element. S druge strane, uređeni skup 
(2,5) gdje je "=" nešto drugačija (nestandardna) relacija intuitivno opisana kao 
0=15-15325-253%5-32%... jeste dobro uređen. Na osnovu aksioma izbora, 
kojeg smo već pominjali i koji se javlja već i u naivnoj teoriji skupova, može se 
dokazati da se u svaki skup može uvesti relacija poretka takva da on postane 
dobro uređen skup (odnosno da se svaki skup može dobro urediti). Međutim, taj 
dokaz je egzistencijalan a ne konstruktivan, odnosno dokaz ne nudi nikakav 
efektivan postupak kako bi se takva relacija poretka zaista mogla konstruisati za 
proizvoljno zadani skup. S obzirom da do danas nije pronađen nikakav efektivan 
postupak kako bi se mogao dobro urediti recimo skup realnih brojeva R , to je 
jedan od razloga (pored još nekih drugih) zbog kojeg su danas mnogi ren da 
posumnjaju u osnovanost aksioma izbora, koji se doima gotovo očiglednim. 


Neka je (X,=) uređen skup i neka je ACX neki njegov podskup. Za 
element xe X kažemo da je gornja granica (majoranta) skupa A ukoliko je 
y3 x za svako ye A. Slično, element x e X je donja granica (minoranta) skupa 
A ukoliko je x3 y za svako ye A. Najmanji element skupa svih gornjih granica 
(u odnosu na posmatranu relaciju poretka) naziva se supremum skupa A (u 
oznaci sup A), dok se najveći element skupa svih donjih granica naziva infimum 
skupa A (u oznaci inf A). Jasno je da je najveći element skupa A, ukoliko 
postoji, ujedno i njegov supremum, dok je njegov najmanji element, ukoliko 
postoji, ujedno i njegov infimum. Također, ukoliko sup A € A, tada je sup A 
ujedno i najveći element skupa A, a ukoliko inf A € A, tada je inf A ujedno i 
najmanji element skupa A. Međutim, supremum i infimum skupa mogu postojati 
i u slučaju kada skup nema najveći odnosno najmanji element. Također, u 
općem slučaju vrijedi sup A ¢ A i inf Ag A. Na primjer, za uređeni skup (R, <) 
i skup A = {xe R|-I<x<1) najmanji i najveći element skupa A ne postoji, 
dok vrijedi inf A =—1 i sup A = 1. Također, imamo IZ Ai lg A. 


U nekim primjenama je korisno razmatrati i generalizacije relacija poretka 
koje se nazivaju relacije kvaziporetka. Od ovih relacija zahtijeva se samo da 
budu refleksivne i tranzitivne, ali ne nužno niti simetrične niti antisimetrične. 
Tako, relacije kvaziporetka uopćavaju kako relacije parcijalnog poretka, tako i 
relacije ekvivalencije. Na primjer, ukoliko u skup R^ uvedemo relaciju "=" 
takvu da vrijedi (x1, y1) 3 (x2,y2) ako i samo ako je x, < x», tada “S * nije relacija 
poretka, ali jeste relacija kvaziporetka. Također, ukoliko u nekom grafu 
(streličastom dijagramu) uvedemo relaciju "=" po kojoj za čvorove P i Q 
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vrijedi PS O ako i samo ako postoji put od čvora P do čvora Q, tada je "=" 
relacija kvaziporetka ali ne i relacija poretka. 


Svakoj relaciji kvaziporetka "=" u nekom skupu X uvijek se može 
pridružiti jedna relacija ekvivalencije po kojoj je x~ y ako i samo ako je x= y i 
yšx. Sada, ako ukoliko posmatramo faktor-skup X/- u odnosu na tako 
definiranu relaciju ekvivalencije i definiramo relaciju "=;'' uzimajući da je 
(x1=; [y] ako i samo ako je xz y, tako definirana relacija “=,” postaje relacija 
poretka u skupu X /-. Na taj način se relaciji kvaziporetka uvijek može pridružiti 
odgovarajuća relacija poretka. Intuitivno rečeno, za tako pridruženu relaciju 
poretka, ne postoji razlika između onih elemenata x i y za koje istovremeno 
vrijedilxSyiyS x. 


2.11 Prirodni brojevi kao skupovi 


Bez obzira na činjenicu da je pojam broja jedan od najelementarnijih 
pojmova matematike, veoma je teško definirati šta je to uopće broj. Naime, dok 
je lako, na primjer, objasniti šta znači “5 primjeraka nečega", jako je teško 
objasniti šta je uopće pojam “5” sam za sebe. Pojam cijelih, racionalnih, realnih i 
drugih brojeva relativno je lako definirati ukoliko prihvatimo da znamo šta su to 
prirodni brojevi. Međutim, upravo je, zbog njihove elementarne prirode, 
prirodne brojeve najteže definirati. Filozofi su skloni prirodne brojeve nazvati 
Božjom tvorevinom (po L. Kroneckeru', “Bog je stvorio prirodne, a čovjek sve 
ostale vrste brojeva“). Bez obzira na samu definiciju prirodnih brojeva, općenito 
je prihvaćeno da se za prirodne brojeve pretpostavlja da zadovoljavaju sljedeće 
aksiome, poznate kao Peanovi * aksiomi (u izlaganjima koji slijede, zgodno je i 
nulu smatrati prirodnim brojem, iako se tako ne radi uvijek): 


Nula, u oznaci 0, predstavlja prirodan broj; 

Svaki prirodan broj n, ima svog sljedbenika, koji ćemo označiti sa n'; 

Nula nije sljedbenik niti jednog prirodnog broja; 

Ako dva prirodna broja imaju jednake sljedbenike, oni su i sami jednaki; 
Ako neki skup sadrži nulu i sljedbenika svakog svog elementa, tada on 
sadrži sve prirodne brojeve. 


Posljednji aksiom naziva se i aksiom indukcije (jer se na njemu zasniva 
Princip matematičke indukcije). Polazeći od Peanovih aksioma, može se 
definirati kompletna aritmetika sa prirodnim brojevima. Recimo, operaciju 
sabiranja “+° možemo definirati sljedećim rekurzivnim pravilom: 


n+0=n, n+m =(n+m)Y 


i Leopold Kronecker (1823—1891), njemački matematičar. Bavio se algebrom, teorijom brojeva i matematičkom 
analizom. 

z Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematičar. Bavio se matematičkom analizom, logikom i osnovnim 
načelima matematike. Pokušao je formalizirati matematiku kroz aksiome, te stvoriti novi međunarodni jezik 
zasnovan na latinsom jeziku. 
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Na primjer, primjenom gornje definicije imamo: 
0" +0? = (0" +0") = (0" +0)" = (0” +07” =0” 


Dogovorimo li se da za tvorevine 0’, 0, 0” itd. uvedemo skraćene simbole 
poput 1, 2, 3 itd. (1=0',2=1'=0'',3=2=1' =0” itd.), tada imamo: 


2+3=2+2=(2+2) =(2+1) =(2+1)” = (2+0)? =(2+0)" = 
=?” =3" =4 =5 


Mada Peanovi aksiomi omogućavaju konzistentno definiranje operacija sa 
prirodnim brojevima, one ništa ne govore o tome šta su prirodni brojevi. 
Naravno, jedna od mogućnosti je prosto postulirati nekim aksiomom da postoje 
takvi objekti koji zadovoljavaju Peanove aksiome (bez definiranja šta su oni) i 
nazvati takve objekte prirodnim brojevima, slično kao što se u teologiji postulira 
postojanje Boga, ili u teoriji skupova postulira postojanje skupova (za ovaj 
pristup zalagao se Tarski '). Međutim, s obzirom da je do danas nađeno mnogo 
načina stvarne konstrukcije objekata koji zadovoljavaju Peanove aksiome 
(koristeći alate teorije skupova), bez potrebe da se “na prazno" postulira njihovo 
postojanje, formalna matematska razmatranja mogu postati znatno jednostavnija 
ukoliko se prirodni brojevi konstruktivno definiraju. U nastavku će biti 
razmotrena jedna od uspješnijih definicija tog tipa. 


Prvi pokušaj definiranja prirodnih brojeva zasnovan je na činjenici da je 
prirodan broj n zapravo apstraktno svojstvo svih kolekcija objekata koje sadrže 
tačno n elemenata. Prema takvoj definiciji, koju su predložili G. Frege" i B. 
Russell, prirodan broj n se, neformalno rečeno, poistovjećuje sa skupom svih 
kolekcija (skupova) koji sadrže n elemenata. Na primjer, broj 1 definira se kao 
skup svih jednočlanih skupova (preciznije, skupova koji se mogu bijektivno 
preslikati na neki fiksirani jednočlani skup, recimo {a}), broj 2 kao skup svih 
dvočlanih skupova, itd. Međutim, problem je u tome što su objekti poput “skupa 
svih n-članih skupova" preobimni u smislu da dovode do paradoksa teorije 
skupova (o kojima ćemo govoriti kasnije). Ovaj nedostatak je uklonjen u 
definiciji koju su predložili A. P. Morse" i D. Scott“, ali njihova definicija je 
previše komplicirana. S druge strane, J. von Neumann’ je predložio jednu 
neobičnu ali relativno jednostavnu konstrukciju (po kojoj su prirodni brojevi 
također skupovi), kojoj se bez obzira na neobičnost i apstraktnost, ne može ništa 
osporiti sa aspekta korektnosti (s obzirom da tako konstruisani objekti zaista 
zadovoljavaju Peanove aksiome). Kod ove konstrukcije je naročito je zanimljiva 


Alfred Tarski (1901-1983), poljski matematičar. Bavio se osnovama logike, formalnim pojmom istine, te 
teorijom modela. 

Gottlob Frege (1848-1925), njemački matematičar i filozof. Smatra se osnivačem analitičke filozofije i 
moderne logike. 

Anthony P. Morse (1911—1984), američki matematičar. Bavio se matematičkom analizom i teorijom skupova. 
Dana Scott (1932—), američki matematičar. Poznat po svojim radovima u teoriji automata i semantici 
programskih jezika. 

John von Neumann (1903-1957), mađarsko-američki matematičar. Bavio se različitim oblastima matematike: 
teorijom skupova, funkcionalnom analizom, kvantnom mehanikom, ergodičkom teorijom, teorijom igara, 
statistikom i mnogim drugim. Učestvovao u razvoju prvih kompjutera i prve atomske bombe. 


no 
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činjenica da se po njoj svi prirodni brojevi (koji predstavljaju fundament 
matematike) konstruiraju korak po korak praktično iz ničega, odnosno iz 
praznog skupa. Po ovoj konstrukciji, O se definira kao prazan skup (tj. 0=()), 
dok se sljedbenik prirodnog broja n definira kao w = nU {n}. Tako imamo: 


0={} 
© =0U {0}={}U {0} ={0}={{}} 
07 =0 U {0'} = {0} U {0'}=1{0,0"} ={{},{{}}} 
07" =0? U (07) = {0,0 U (07) = (0,07,00) = {IOP UJ) 


Dogovorimo li se ponovo da uvedemo oznake 0*=1, (YY =2, (YYY =3 
itd. postaje očiglednije šta se ovdje zapravo dešava: 


0={} 
1=0U {0} ={}U {0} = {0} ={{}} 
2=1U{1}={0}U{1}={0, 1} ={{},{{}}} 
3=2U{2}=10,1}U {2} = {0, 1,2} = {{R{0 {0 {HH 


Dalje imamo 4 = {0, 1,2,3} itd. Dakle, po ovoj definiciji, nula je prazan skup, 
jedinica je (jednočlani) skup čiji je element prazan skup, dvojka je (dvočlani) 


skup čiji su elementi prazan skup i skup čiji je element prazan skup, itd. 


Lako je provjeriti da ovako konstruisan sistem zaista zadovoljava Peanove 
aksiome, tako da bez obzira na apstraktnost i formalnost, može poslužiti kao 
sasvim korektna “definicija” prirodnih brojeva. Intuitivno, po ovoj definiciji 
prirodan broj n nije poistovjećen sa kolekcijom svih n-članih skupova, nego sa 
jednim sasvim konkretnim n-članim skupom, konstruisanim rekurzivno iz 
“ničega”, odnosno iz praznog skupa. 


Na kraju ovog razmatranja, treba ukazati na jedan detalj. Von Neumannova 
definicija prirodnih brojeva (kao i mnoge druge definicije) poistovjećuje nulu (0) 
sa praznim skupom (2). Međutim, odavde ne treba zaključiti da su nula i prazan 
skup bezuvjetno jedno te isto. Mada postoje modeli skupa prirodnih brojeva 
(poput Von Neumannovog modela) u kojima su nula i prazan skup jedno te isto, 
postoje i modeli po kojima nije tako. Zbog toga je najbolje smatrati da, generalno 
posmatrano, nula i prazan skup ne moraju biti identični objekti (bez obzira što 
postoje matematski modeli koji ne prave razliku između ta dva objekta). 
Bezuvjetno poistovjećivanje ovih objekata često može predstavljati smetnju u 
rezonovanju. Ova napomena je naročito značajna onima koji ne posjeduju 
dovoljno iskustva u vještinama formalnog i apstraktnog razmišljanja. 


2.12 Kardinalni brojevi 
Već smo ranije rekli da se pod kardinalnim brojem konačnog skupa A, u 


oznaci #A, smatra broj njegovih elemenata. Sada ćemo pojam kardinalnog broja 
definirati preciznije, na način koji omogućava proširenje ovog pojma na 
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beskonačne skupove. S obzirom na teškoće koje se javljaju već pri pokušaju 
formalnog definiranja prirodnih brojeva, jasno je da ovaj zadatak neće biti posve 
jednostavan. Zapravo, pojam kardinalnog broja je jedan od težih pojmova teorije 
skupova. Za njegovo potpuno razumijevanje potrebno je uvesti još nekoliko 
novih pojmova. 


Za dva skupa A i B kažemo da su ekvipotentni (govori se i ekvipolentni) ili 
da imaju istu moć, ili da imaju isti kardinalni broj, ili nešto slobodnije rečeno da 
imaju isti broj elemenata ukoliko postoji bijekcija sa skupa A na skup B, 
odnosno ukoliko se svakom elementu skupa A može obostrano jednoznačno 
pridružiti neki element skupa B. Na primjer, skupovi A = {1,2,3}1 B = (a,b,c) 
su ekvipotentni, s obzirom da je preslikavanje f: A—B definirano kao f(1) = a, 
IQ) =bif(3) =c bijekcija. Odnos "biti ekvipotentan” u nekom skupu skupova 
je relacija ekvivalencije. Ukoliko su skupovi A i B ekvipotentni, pišemo A ~ B. 


Odnos ekvipotencije omogućava i precizno definiranje pojma beskonačnog 
skupa. Za skup kažemo da je beskonačan ako i samo ako je on ekvipotentan sa 
nekim svojim pravim podskupom (ova definicija potiče od Dedekinda'). 
Recimo, skup svih prirodnih brojeva N je beskonačan. Zaista, posmatrajmo skup 
svih parnih brojeva P = {2,4,6,8,...} odnosno P = {n|n=2kA ke N}. Vrlo je 
lako provjeriti da je preslikavanje f:N— P definirano zakonom f(n) = 2n 
bijekcija. Kako je pored toga PC N, skup N je ekvipotentan sa svojim pravim 
podskupom P, odnosno beskonačan. 


Opisani odnos između skupa N 1 skupa parnih brojeva P predstavlja prvu 
neobičnost koju sam pojam beskonačnosti donosi. Intuitivno posmatrano, skup P 
trebao bi da ima upola manje elemenata od skupa N, a ipak je svakom elementu 
skupa N moguće obostrano jednoznačno pridružiti neki element skupa P (tj. 
elemente ova dva skupa moguće je staviti u korespodenciju tipa "jedan na 
jedan"), tako da, u tom smislu, oba ova skupa imaju isti broj elemenata. Tu 
činjenicu simbolički zapisujemo kao #P = S. Ovo nikako nije u skladu sa 
Euklidovim? načelom, po kojem je “cjelina uvijek veća od svakog svog dijela". 
Još je drastičniji primjer sa skupom potpunih kvadrata O = (1,4,9,16,25,...). 
Intuitivno, potpunih kvadrata bi trebalo da bude neuporedivo manje nego svih 
prirodnih brojeva, a ipak funkcija f: N—CO opisana pravilom f(n)=n" 
uspostavlja obostrano jednoznačno preslikavanje između skupova N i O tako da 
i oni imaju isti broj elemenata, odnosno vrijedi #P = #N. Ovo bizarno svojstvo 
beskonačnih skupova poznato je kao Galileov? paradoks (mada ovo nije paradoks 
u pravom smislu, jer ne protivrječi samom sebi, već samo nije u skladu sa 
intuicijom). Stvar bi se još nekako mogla prihvatiti kada bi se ispostavilo da su 
svi beskonačni skupovi ekvipotentni — jednostavno bi se moglo reći da su sve 


! Richard Dedekind (1831—1916), njemački matematičar. Bavio se aksiomatizacijom matematike, konkretno 
brojeva, te algebrom i teorijom brojeva općenito. 
Euklid iz Aleksandrije (300 p.n.e.), grčki matematičar. Autor opsežnog djela “elementi” koje je predstavljalo 
glavni udžbenik u oblasti geometrije duže od dva milenija. Izvršio aksiomatizaciju geometrije. 

3 Galileo Galilei (1564-1642), italijanski fizičar, astronom, matematičar i filozof. Odigrao presudnu ulogu u 
stvaranju moderne nauke, svojim djelovanjem, otkrićima i stavovima. 
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beskonačnosti iste i da svi beskonačni skupovi imaju isti broj elemenata 
(beskonačno mnogo). Nažalost, situacija je mnogo složenija, što je uočio već i 
Cantor. Naime, uskoro ćemo vidjeti da svi beskonačni skupovi nisu međusobno 
ekvipotentni i ne mogu se svi dovesti u korespodenciju tipa "jedan na jedan". U 
tom smislu, neki beskonačni skupovi su “beskonačniji” od drugih. Očigledno, 
ovdje svako intuitivno poimanje dolazi u ozbiljno pitanje. 


Odnos ekvipotencije jasno definira kad skupovi A i B imaju iste kardinalne 
brojeve, tj. kada je #A = #B, ali ništa ne govori o tome šta je uopće kardinalni 
broj. Neformalno, može se reći da je svakom skupu, konačnom ili beskonačnom, 
pridružen neki objekat nazvan njegov kardinalni broj, koji se za slučaj konačnih 
skupova poklapa sa prirodnim brojem koji je jednak broju elemenata tog skupa. 
Tako se, na primjer, kardinalni broj skupa N označava sa Xo (čita se alef nula), 
odnosno Ko = £N (primijetimo da nismo usvojili oznaku œ za kardinalni broj 
skupa N, prvenstveno zbog činjenice da postoje različiti beskonačni kardinalni 
brojevi, koje je potrebno različito označavati). Naravno, postojanje kardinalnih 
brojeva je moguće prosto postulirati, ali takav pristup treba izbjegavati ako je 
moguće naći adekvatnu definiciju. Prvi pokušaj da se precizno definira 
kardinalni broj nekog skupa je da se uzme da je kardinalni broj skupa A skup 
svih skupova koji su ekvipotentni sa A (ovo je proširenje sličnog pristupa kojim 
je izvršen pokušaj definiranja pojma prirodnih brojeva). Međutim, pokušaj 
ovakve definicije dovodi do istih problema kao pokušaj da se na sličan način 
definiraju prirodni brojevi, o čemu smo već govorili. Umjesto toga, danas se 
uzima da je kardinalni broj skupa A jedan tačno određen skup ekvipotenan sa 
skupom A, konstruisan na jedan tačno određen način (sličan ranije opisanoj Von 
Neumannovoj konstrukciji prirodnih brojeva). Takve konstrukcije nećemo 
demonstrirati, jer zahtijevaju upotrebu ordinalnih brojeva, koji su još teži 
pojmovi od pojma kardinalnog broja (za slučaj konačnih skupova, i kardinalni i 
ordinalni brojevi svode se na prirodne brojeve, ali se kod beskonačnih skupova 
javljaju znatne razlike). Recimo samo da se, prema takvim konstrukcijama, 
kardinalni broj No identificira sa samim skupom N. Jedina nevolja tih 
konstrukcija je što se one oslanjaju na kontraverzni aksiom izbora. 


Vidjeli smo da za skup P parnih brojeva vrijedi #P = Xo. Za skup cijelih 
brojeva Z, koji je prividno bogatiji od skupa N, također vrijedi #Z = Xo. Zaista, 
funkcija f : N —> Z definirana pravilima f(n) = n/2 zan parno i f(n) = (1—n)/2 za 
n neparno (ili, kompaktnije, pravilom f(n) = (-1)"L n/2 | pri čemu Lx | označava 
cijeli dio broja x) predstavlja bijekciju (njena inverzna funkcija f : Z— N može 
se opisati pravilima f(n) =2nzan>0 if (n) = 1—2n za n<0). Da je funkcija 
f bijekcija, lako se vidi ukoliko je neformalno predstavimo u sljedećem obliku: 


s(a: 8 9 101 
f= 0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 — 


Činjenica da su skupovi Z i N ekvipotentni i nije toliko začuđujuća nakon 


što smo vidjeli da su skup P parnih brojeva i skup N ekvipotentni. Uostalom, 
skup Z je samo “duplo bogatiji” od skupa N. Više začuđuje činjenica da je skup 
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N ekvipotentan sa skupom racionalnih brojeva O koji je gust (u smislu da 
između svaka dva racionalna broja, ma koliko oni bili bliski, postoji beskonačno 
mnogo drugih racionalnih brojeva), pa prema tome i znatno “bogatiji” od skupa 
N. Zaista, moguće je konstruisati bijekciju sa skupa N na skup O, mada to nije 
toliko očito. Jedna od mogućnosti je funkcija f neformalno zadana ovako: 


PC S 7 89 10 11 1213 14 15 16 17 18 19 Deo 
=T \ 0 1-12 -2 1/2 -1/2 3 -3 1/3 -1/3 4 —4 1/4 -1/4 2/3 -2/3 3/2 -3/2 5 -51/5.. 


Iako je ovakvu funkciju teško opisati formulom, posve je lako verbalno opisati 
kako je ona definirana. Kada n uzima redom prirodne brojeve 1, 2, 3 itd. f(n) 
uzima redom prvo sve racionalne brojeve oblika p/q (pe Z, ge N, pri čemu p i 
q nemaju zajedničkih faktora) kod kojih je |p|+q = 1, zatim racionalne brojeve 
kod kojih je |p|+q =2, zatim racionalne brojeve kod kojih je |p|+q =3, itd. 
Nije teško vidjeti da je ovakva funkcija bijekcija, odnosno da svaka dva različita 
prirodna broja imaju pridružen različit racionalni broj i da je svaki racionalni 
broj pridružen nekom prirodnom broju. 


Iz činjenice da je #0 = Xo bez obzira na to što je skup O prividno mnogo 
“bogatiji” od skupa N, moglo bi se naslutiti da su svaka dva beskonačna skupa 
ekvipotentna, odnosno da svaki beskonačan skup ima kardinalni broj Xo. Stoga 
je Cantorovo otkriće da to nije istina svojevremeno izazvalo veliko čuđenje kod 
matematičara. Naime, Cantor je primijetio da skup realnih brojeva R nije 
ekvipotentan sa skupom N, odnosno da ne postoji bijekcija između skupova 
prirodnih i realnih brojeva. Kao posljedicu toga imamo da je #R + Kg. Ovo 
otkriće zbunilo je i samog Cantora, pogotovo što je od ranije bilo poznato da je 
FO = No. Sam Cantor je nakon ovog otkrića izjavio “Vidim da je zaista tako, ali 
ne mogu da povjerujem u to". 


Cantorov dokaz da je #R + X, uopće nije teško shvatiti. Ovdje ćemo ga 
prikazati radi ilustracije ove zapanjujuće činjenice. Označimo decimalni prikaz 
nekog realnog broja x oznakom x.,X1X2X3... pri čemu je x, cijeli dio broja x, dok 
SU X, X2, X3 itd. redom njegova prva, druga, treća itd. decimala u njegovom 
decimalnom zapisu. Pretpostavimo sada da postoji bijekcija sa N na R, odnosno 
da postoji funkcija f takva da vrijedi f(1) = a1,411412413..., f2) = 22,021422023..., 
fG) = a3,421432433... itd. takva da se među brojevima u nizu brojeva f(1), f(2), 
fG) itd. nalaze svi realni brojevi. Konstruirajmo sada realan broj y = 0,b;b2b:... 
takav da je b1 £ a1, bo# an, b3# a33 itd. Očigledno je y+ f(1), s obzirom da im 
nije ista prva decimala. Također je y+ f(2), s obzirom da im nije ista druga 
decimala. Općenito je za svako ne N y+ f(n), s obzirom da im nije ista n-ta 
decimala. Drugim riječima, broj y se ne nalazi u nizu f(1), (2), f(3),... što je u 
suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, bijekcija sa N na IR ne može postojati (ovo 
je tipičan primer dokaza svođenjem na kontradikciju). Za potpunu strogost 
dokaza potrebno je još pretpostaviti da niti jedna decimala broja y nije niti O niti 
9, s obzirom da se pomoću cifri 0 i 9 mogu formirati dva različita ekvivalentna 
prikaza istog realnog broja (na primjer, vrijedi 0,58000... = 0,57999..., što se 
lako dokazuje preko beskonačnih geometrijskih redova). 
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Vidjeli smo, dakle, da je kardinalni broj skupa /* različit od Xo, odnosno svi 
beskonačni skupovi nemaju iste kardinalne brojeve. Kardinalni broj skupa R 
naziva se moć kontinuuma (ili ponekad samo kontinuum) i označava se sa c (tj. 
#iR= €). S obzirom da je skup IR obuhvatniji od skupa N, prirodno je smatrati da 
je c> Xo. Ovo je moguće i formalno potvrditi. Naime, za kardinalne brojeve, 
možemo definirati poredak na sljedeći način: kažemo da je #A<#B odnosno 
#B >#A ukoliko postoji bijekcija sa skupa A na neki podskup skupa B, dok je 
#A<#B odnosno #B>#A ukoliko je #A<#B i #Az##B. Odavde očigledno 
slijedi FR > EN (tj. c> Xo) s obzirom da je NCR i ER £ Xo. Bitno je primijetiti 
da iako iz ACB slijedi #A <#B, iz ACB ne slijedi nužno da je #A<#B. 
Recimo, vrijedi Nc O, a ipak je #N=#Q a ne #N<#0. 


Interesantno je da podskupovi skupa IR koji sadrže samo realne brojeve iz 
nekog konačnog opsega, tj. intervali oblika (a..b) ={xe€ R | a<x<b) odnosno 
segmenti oblika [a..b]l=(xe R|a<x<b), također imaju moć kontinuuma. 
Drugim riječima, svi intervali odnosno segmenti realnih brojeva imaju isti 
kardinalni broj c, bez obzira na dužinu intervala odnosno segmenta (tj. razliku 
b-a). Zaista, nije teško konstruisati bijekciju između ma kojeg intervala i 
čitavog skupa J (isto vrijedi i za segmente, samo što je tada konstrukcija nešto 
složenija). Na primjer, sljedeća slika daje geometrijsku ilustraciju jedne moguće 
bijekcije između intervala (0..1) i čitavog skupa R, gdje svakoj tački intervala 
(0..1) jednoznačno odgovara jedna tačka na brojnoj osi (koja odgovara elementu 
skupa IR) i svakoj tački skupa R na brojnoj osi jednoznačno odgovara jedna 
tačka iz intervala (0.. 1): 


0, 1⁄2 1 
f09 | 


Također, posve je lako uspostaviti bijekciju između ma koja dva intervala ili 
segmenta, bez obzira na razlike u dužini. Zaista, obična dobro odabrana linearna 
funkcija može poslužiti za tu svrhu. Čak je moguće uspostaviti i bijekciju 
između ma kojeg intervala i ma kojeg segmenta (konstrukcija takve bijekcije je 
složenija). Odavde vidimo da ne postoji nikakva veza između kardinalnog broja 
i intuitivnog poimanja dužine intervala (odnosno segmenta). 


Još je neobičnija činjenica da je skup tačaka na pravcu (koje se mogu 
modelirati kao elementi skupa IR) ekvipotentan sa skupom svih tačaka u ravni 
(koje se mogu modelirati kao elementi skupa R°), pa čak i skupom svih tačaka u 
prostoru (tj. elementima skupa !R?). Zapravo su svi skupovi oblika R”, ne N 
ekvipotentni i imaju kardinalni broj c. Drugim riječima, čak i skupovi različite 
dimenzionalnosti mogu imati iste kardinalne brojeve, odnosno kardinalni 
brojevi su svojstvo koje nije ni u kakvoj vezi sa bilo kakvim intuitivnim (recimo 
geometrijskim) poimanjem pojma dimenzije. 
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Iz dosada izloženog, ne treba pogrešno zaključiti da je c najveći kardinalni 
broj. Naime, postoje i skupovi koji imaju veći kardinalni broj od c. Recimo, skup 
svih funkcija sa R u R, odnosno skup F = (f|f:/%— R } ima veći kardinalni 
broj od c, koji se obilježava sa !!. Zaista, pretpostavimo da postoji bijekcija P sa 
skupa KR na skup F data sa P(x) = fy takva da se među funkcijama f,, x € R nalaze 
sve funkcije sa R u IR. Definirajmo sada funkciju g: R—ÊR takvu da vrijedi 
g(x) £fAx). Jasno je da se takva funkcija ne može nalaziti među funkcijama f. 
xE R s obzirom da joj se vrijednost razlikuje od svih funkcija f,, x € R za barem 
jednu vrijednost x. Stoga je f £ c. Kako pored toga postoji bijekcija sa R na 
skup {f|f: R>RA ce R Af(x)=c} (odnosno skup konstantnih funkcija, koje 
uzimaju istu vrijednost za ma kakvu vrijednost argumenta), to vrijedi i /> c. 
Konačno, zaključujemo da je f > c. 


Kardinalni brojevi beskonačnih skupova (poput Xo, c i f) nazivaju se 
transfinitni kardinalni brojevi. Cantor je dokazao da transfinitnih kardinalnih 
brojeva također postoji beskonačno mnogo, odnosno da ne postoji najveći 
transfinitni kardinalni broj. Naime, za svaki skup A, bio konačan bio 
beskonačan, uvijek vrijedi FA <#P(A). Ova tvrdnja poznata je pod nazivom 
Cantorova teorema. Zaista, funkcija zadana pravilom f(x) = (x) je bijekcija sa 
skupa A u podskup skupa P(A), tako da je sigurno #A < #P(A). Pokažimo sada 
da je A ##P(A), odnosno da ne postoji bijekcija sa skupa A u skup P(A). 
Pretpostavimo suprotno, da postoji bijekcija fsa skupa A u skup P(A). 
Posmatrajmo sada skup X = (x|xe AAx€ f(x). Pošto je f bijekcija i pošto je 
X € P(A), morao bi postojati element a € A takav daje f(a)=X. Međutim, ovdje 
imamo kontradikciju, jer ako pretpostavimo da a € f(a), iz same definicije skupa 
X slijedi da ae X, tj. ae f(a), dok iz pretpostavke da ae f(a) i definicije skupa 
X slijedi da tada a € X, tj. a¢ f(a). Slijedi da takva bijekcija ne može postojati. 
Kao posljedicu ove tvrdnje imamo da je FA <#P(A) <#P(P(A)) < ... iz čega 
dalje slijedi #N <#P(N)<#P(P(N)) <... tako da najveći transfinitni kardinalni 
broj ne postoji. Drugim riječima, koliko god bio velik kardinalni broj #A, 
kardinalni broj #P(A) je veći od njega. 


Može se primijetiti da smo prilikom dokazivanja da je #N<#R, #R <#F i, 
općenito, FA <#P(A) koristili u osnovi jednu te istu ideju koja se naziva 
Cantorov dijagonalni postupak. Interesantno je da pretpostavka o postojanju 
skupa svih kardinalnih brojeva dovodi do paradoksa (naime, ispostavilo bi se da 
bi njegov kardinalni broj morao biti veći od svih svojih elemenata, što je u 
kontradikciji sa pretpostavkom da je to skup svih kardinalnih brojeva). 


Ranije smo rekli da za kardinalne brojeve konačnih skupova vrijedi 
#P(A) = 2%. Prihvatimo li da ovo vrijedi i za beskonačne kardinalne brojeve, 
možemo uzeti da je #P() =2*% Dalje, moguće je dokazati da vrijedi 
FR =#P(N) 1 ER =#P(R) =#P(P(N)), tako da, u skladu sa gore uvedenom 
konvencijom, možemo smatrati da vrijedi c=2*% f =2°. 


Cantor je dokazao da za svaki kardinalni broj c postoji njegov neposredni 
sljedbenik c’, odnosno kardinalni broj c’ > c takav da ne postoji kardinalni broj 
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c°’ koji bi se nalazio između c i c', odnosno za koji bi vrijedilo œ >c” >c. 
Neposredni sljedbenik kardinalnog broja Ko označava se sa Ki, njegov 
neposredni sljedbenik označava se sa N,, itd. Pokazano je kako se mogu 
konstruisati skupovi koji bi imali kardinalne brojeve K;, X2, itd. Recimo, skup 
svih međusobno neizomorfnih dobro uređenih skupova oblika (N,=) ima 
kardinalni broj X;. Sada je prirodno postaviti pitanje da li je možda c= X; 
(odnosno da li je 2*%= X,). Cantor je vjerovao da jeste tako, mada nije uspio to 
dokazati. To vjerovanje poznato je kao hipoteza kontinuuma. Međutim, P. 
Cohen' je 1964. godine dokazao da se, polazeći od općeprihvaćenih aksioma 
teorije skupova, ova hipoteza ne može niti dokazati niti opovrgnuti. Prema tome, 
u teoriju skupova moguće je kao novu aksiomu dodati bilo hipotezu kontinuuma, 
bilo njenu negaciju, i na toj osnovi dalje proširivati teoriju skupova. Postavlja se 
pitanje da li je bolje savremenu teoriju skupova zasnovati na prihvatanju ili 
odbacivanju ove hipoteze. I jedna i druga varijanta imaju kao posljedicu neke 
korisne zaključke, ali i izvjesne bizarnosti, tako da među matematičarima ne 
postoji konsenzus o tome da li bi teorija skupova bila bolja uz prihvatanje ili 
odbacivanje hipoteze kontinuuma. Ipak, do danas skupljene činjenice više idu u 
prilog zasnivanja teorije skupova na odbacivanju hipoteze kontinuuma. 

Za skupove koji su ekvipotentni sa skupom N (odnosno čiji je kardinalni 
broj Xo) kažemo da su nabrojivi (engl. enumerable), dok za skupove koji su ili 
konačni ili nabrojivi kažemo da su prebrojivi (engl. countable). Napomenimo da 
se ponekad ne pravi razlika između pojma nabrojivosti i pojma prebrojivosti. Da 
bismo dokazali da je neki skup nabrojiv, nije neophodno pronaći bijekciju 
između tog skupa i skupa N. Naime, može se pokazati da je dovoljno pronaći 
injekciju sa skupa čiju nabrojivost želimo dokazati u skup X, a takvu injekciju je 
obično mnogo lakše pronaći nego bijekciju. 


Pojam prebrojivosti je od velikog značaja za diskretnu matematiku. Naime, 
jasno je da se svaki konačan skup može diskretno urediti. Ukoliko je skup A 
nabrojiv, tada postoji bijekcija f: A>N, pa u skup A možemo uvesti relaciju 
poretka "=" po kojoj je a= b ako i samo ako je f(a) < f(b). Lako je provjeriti da 
je tako uvedena relacija poretka relacija diskretnog poretka, tako da se svaki 
nabrojivi skup također može diskretno urediti (ovo ujedno pokazuje kako je 
moguće uvesti relaciju diskretnog poretka recimo u skup O). Slijedi da se svaki 
prebrojivi skup može diskretno urediti. Pored toga, tako diskretno uređeni 
skupovi imaće i osobinu lokalne konačnosti, što je još jedna od osobina koja se 
tipično susreće kod objekata i pojava koji se modeliraju pomoću diskretnih 
skupova. Mada se u principu i neprebrojivi skupovi mogu diskretno urediti, 
može se pokazati da u njima nije moguće postići svojstvo lokalne konačnosti. 
Stoga su za diskretnu matematiku značajni uglavnom samo prebrojivi skupovi, 
odnosno detaljnije proučavanje neprebrojivih skupova ne spada u domen 
diskretne matematike. Bez obzira na to, sam pojam neprebrojivosti je značajan 
za diskretnu matematiku, zbog same činjenice da je vrlo često spoznaja da neka 


! Paul Cohen (1934-2007), američki matematičar. Poznat po uvođenju tehnike nazvane “forcing”? u matematiku. 
Dobitnik Fieldsove medalje. 
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kolekcija objekata čini neprebrojiv skup siguran dokaz da se ta kolekcija 
objekata ne može tretirati matematskim aparatom diskretne matematike, što 
implicitno ukazuje i nemogućnost tretmana uz pomoć računara. 


Bitno je napomenuti da je ranije uvedeni pojam rekurzivne nabrojivosti 
znatno strožiji pojam od obične nabrojivosti odnosno prebrojivosti. Naime, 
postoje prebrojivi skupovi koji nisu rekurzivno nabrojivi. Recimo, postoje 
podskupovi skupa prirodnih brojeva, koji su prebrojivi samim tim što su 
podskupovi skupa N, a čija je struktura toliko nepravilna da dokazano ne postoji 
algoritam koji generira njihove elemente (podsjetimo se da je rekurzivnost još 
strožiji pojam od rekurzivne nabrojivosti). Utvrđivanje da li je neki skup 
rekurzivno nabrojiv ili ne predstavlja važan postupak u grani diskretne 
matematike koja se naziva feorija izračunljivosti, a o kojoj ćemo govoriti 
kasnije. Napomenimo da neprebrojivi skupovi svakako nisu rekurzivno nabrojivi, 
ali njihovo proučavanje svakako nije od većeg interesa za diskretnu matematiku. 


Transfinitni kardinalni brojevi, koji uključuju sa sobom i pojmove 
prebrojivosti i neprebrojivosti, predstavljaju najelementarnije "teže shvatljive" 
pojmove teorije skupova. Mada njihovo razumijevanje nije od velike važnosti za 
diskretnu matematiku (s obzirom da ona proučava samo prebrojive skupove), oni 
predstavljaju dobar test koliko je pojedinac sposoban da shvati suštinu teorije 
skupova. Svi oni koji nisu u stanju da razumiju u potpunosti ove pojmove, neće 
nikada biti u stanju da razumiju iole naprednije konstrukcije teorije skupova, 
koji zapravo otkrivaju pravu suštinu ove prilično teške matematske discipline. 


2.13 Protivrječnosti naivne teorije i aksiomatska teorija skupova 


Već je rečeno da se, prilikom zasnivanja naivne teorije skupova, veoma brzo 
uvidjelo da nespretno baratanje pojmom skupa kao kolekcije ma kakvih objekata 
zajedno sa aksiomom specifikacije veoma lako dovodi do paradoksa (odnosno 
zaključaka koji sami sebi protivrječe). Razmotrimo prvo pitanje ima li smisla 
dozvoliti da neki skup sadrži sam sebe kao svoj element. Tipični skupovi ne 
sadrže sami sebe kao svoj element. Međutim, dozvolimo li da je skup ma kakva 
kolekcija ma kakvih objekata, slijedi da bismo morali dozvoliti i takve skupove. 
Na primjer, definirajmo skup X kao “skup svih objekata koji se mogu opisati sa 
rečenicom koja sadrži manje od 50 riječi“. Skup X je opisan rečenicom koja 
sadrži manje od 50 riječi, tako da slijedi da on mora biti element skupa X, tj. 
samog sebe. Posmatrajmo sada skup svih skupova koji ne sadrže sami sebe kao 
svoj element, odnosno S = (X | X € X). Pretpostavimo li da S ne sadrži sam sebe 
kao svoj element, iz definicije skupa S slijedi da bi on trebao da sadrži sam sebe 
kao svoj element, a pretpostavimo li da S sadrži sam sebe kao svoj element, tada 
iz definicije skupa S slijedi da on ne može sadržavati sam sebe kao svoj element. 
Definicija skupa S, koja je sasvim korektna sa aspekta aksioma specifikacije, 
protivrječi samoj sebi, tako da imamo paradoks (sličan situaciji koju imamo kod 
ranije spomenutog paradoksa brijača). Ovo je prvi otkriveni paradoks naivne 
teorije skupova i poznat je kao Russellov paradoks. 
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Sljedeći poznati paradoks naivne teorije skupova je Cantorov paradoks. 
Neka je S skup svih skupova. Tada, s obzirom da su elementi partitivnog skupa 
P(S) skupovi, a S je skup svih skupova, slijedi da S mora sadržavati svoj 
partitivni skup kao podskup, odnosno mora biti P(S) SS. Odatle slijedi da je 
#P(S)<#S. Međutim, ovo je u direktnom sukobu sa Cantorovom teoremom, 
koja tvrdi da za svaki skup mora vrijediti #P(S) > #S. 


U teoriji skupova poznat je i Burali-Forti ' paradoks. Strogo uzevši, ovaj 
paradoks govori o ordinalnim brojevima, ali se može primijeniti i na kardinalne 
brojeve, koji se mogu smatrati njihovim specijalnim slučajem. Između ostalog, 
ovaj paradoks tvrdi da bi skup svih kardinalnih brojeva morao imati kardinalni 
broj koji je veći od svih kardinalnih brojeva koji se u njemu nalaze, što je očita 
kontradicija sa pretpostavkom da je on skup svih kadrinalnih brojeva. 


Paradoksi naivne teorije skupova nizali su se jedan za drugim, tako da je već 
na samom početku razvoja teorije skupova uočena potreba za temeljitom 
revizijom teorije. Prvu takvu reviziju, u kojoj su otklonjeni uočeni paradoksi, 
izvršili su E. Zermelo? i A. Fraenkel? i ona je poznata je pod nazivom 
Zermelo-Fraenkelova aksiomatska teorija skupova. Ova teorija zasnova se na 
sljedećim aksiomima (ovdje su svi aksiomi, radi jasnoće, izloženi neformalnim 
ali dovoljno preciznim jezikom): 


e Aksiom obuhvatnosti (obimnosti): Dva skupa su jednaka ako i samo ako 

sadrže iste elemente; 

Aksiom praznog skupa: Postoji skup koji nema elemenata; 

Aksiom neuređenog para: Za bilo koja dva skupa A 1 B postoji novi skup 
koji ima A i B kao jedine elemente; 

e Aksiom unije: Za bilo koji skup A postoji skup čiji su elementi oni i samo 
oni elementi koji su elementi onih skupova koji su elementi skupa A; 

e Aksiom partitivnog skupa: Za bilo koji skup A postoji skup koji se sastoji 
od svih skupova koji imaju svojstvo da je svaki njihov element ujedno i 
element skupa A; 

e Aksiom beskonačnosti: Postoji skup skupova koji sadrži prazan skup kao 
svoj element, takav da ukoliko je skup X neki njegov element, tada je skup 
koji sadrži skup X i sve elemente skupa X također njegov element; 

* Aksiom regularnosti (zasnovanosti, redukcije): Među elementima nekog 
skupa A koji su i sami skupovi, uvijek postoji skup koji nema zajedničkih 
elemenata sa skupom A; 

e Aksiom razdvajanja (separacije): Za svaki skup A i predikat P(x) definiran 
nad elementima skupa A postoji skup čiji su elementi oni i samo oni 
elementi skupa A koji zadovoljavaju predikat P(x); 


! Cesare Burali-Forti (1861—1931), italijanski matematičar. Asistent Peana na Univerzitetu u Torinu. 

2 Ernst Zermelo (1871—1953), njemački matematičar. Najprije se bavio fizikom i primijenjenom matematikom 
pod uticajem Maxa Plancka, a zatim se pod utjecajem Davida Hilberta okrenuo čistoj matematici. 

3 Adolf Fraenkel (1891—1965), njemačko-izraelski matematičar. Bavio se teorijom skupova i historijom 
matematike. 
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e Aksiom zamjene: Iz svakog skupa A moguće je kreirati novi skup B tako što 
se svi elementi skupa A transformiraju po nekom zakonu; preciznije, za 
svaki skup A i predikat P(x, y) kod kojeg elementi x uzimaju vrijednosti iz 
skupa A, postoji skup B koji se sastoji od onih elemenata y koji 
zadovoljavaju predikat P(x, y) kada x uzima vrijednosti iz skupa A; 

e Aksiom izbora: Za svaku kolekciju C nepraznih podskupova nekog skupa S 
moguće je formirati novi skup od po jednog elementa iz svakog elementa 
kolekcije C. 


Ovi aksiomi poznati su kao Zermelo-Fraenkelovi aksiomi. Nije na odmet 
istaći da Zermelo-Fraenkelova teorija skupova spada u tzv. čiste teorije skupova, 
kojoj su skupovi jedini objekti sa kojima barata. Takve teorije ne predviđaju 
postojanje ičega drugog osim skupova, tako da svi elementi skupova i sami 
moraju biti tretirani kao skupovi. Drugim riječima, čiste teorije skupova ne 
poznaje urelemente odnosno atome (elemente skupova koji i sami nisu skupovi). 
Za proučavanje same teorije skupova kao teorije, ovo nije veliko ograničenje, ali 
u mnogim drugim primjenama jeste. Naime, bez obzira što se gotovo cijela 
matematika može zasnovati na modeliranju njenih objekata kao skupova (Vidjeli 
smo, recimo, Von Neumannovo modeliranje prirodnih brojeva kao skupova), 
stvari mogu biti neuporedivo jednostavnije ukoliko dozvolimo da postoje i drugi 
objekti osim skupova. Stoga se nekada Zermelo-Fraenkelova teorija dopunjuje 
dodatnim aksiomima koji dopuštaju postojanje urelemenata (atoma). Takvi 
aksiomi uglavnom ne donose ništa novo suštinski, već samo olakšavaju upotrebu 
same teorije. 


U matematici ne postoji općeprihvaćeni konsenzus o tome koji tačno 
aksiomi čine Zermelo-Fraenkelovu teoriju skupova, tako da se u literaturi mogu 
naći i druge skupine aksioma. Primijetimo da aksiom beskonačnosti zapravo 
postulira egzistenciju beskonačnog skupa (i to upravo skupa prirodnih brojeva na 
način kako ga je konstruisao Von Neumann). Formulacija aksioma razdvajanja, 
koja je restriktivnija od aksioma specifikacije u naivnoj teoriji skupova (s 
obzirom da omogućava specifikaciju elemenata skupa samo izdvajanjem iz 
nekog već postojećeg skupa), uklanja brojne paradokse (poput, recimo, 
Russellovog paradoksa). Dalje, aksiom regularnosti ne dozvoljava da se kolekcije 
objekata koje mogu dovesti do paradoksalnih situacija uopće smatraju skupovima 
(između ostalog, u kombinaciji sa drugim aksiomima, on potpuno zabranjuje da 
skup sam sebi bude element). Treba napomenuti da su u Zermelo-Fraenkelovoj 
aksiomatskoj teoriji skupova uklonjeni poznati paradoksi, ali nema garancije da 
se novi paradoksi neće pojaviti. 


Recimo još nešto i o aksiomu izbora. Ovaj aksiom, koliko god izgledao 
očigledan, predmet je brojnih diskusija. Problem je u činjenici da on garantira 
egzistenciju skupa koji nastaje izborom po jednog elementa iz svakog elementa 
kolekcije C, ali bez ikakvog pravila koje govori kako taj izbor izvršiti. Situacija 
je jednostavna ukoliko kolekcija C sadrži konačno, pa čak i prebrojivo mnogo 
skupova, ali kod kolekcija sa neprebrojivo mnogo elemenata mogu nastati 
ozbiljni problemi, koji vode ka bizarnim zaključcima koji se opiru intuiciji. Na 
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primjer neka je “~” Vitalijeva relacija (x ~vy ako i samo ako je x-y € O). Kako 
je ovo relacija ekvivalencije u R , postoji faktor-skup /*/-g Elementi ovog 
faktor-skupa su podskupovi od .R, tako da čine jednu kolekciju podskupova od 
IR (nije teško pokazati da ova kolekcija ima neprebrojivo mnogo elemenata). 
Prema aksiomu izbora, iz svakog elementa te kolekcije, moguće je izdvojiti po 
jedan element i tako formirati novi skup. Takav skup naziva se Vitalijev skup. 
Ovaj skup je definiran samo egzistencijalno, s obzirom da ne postoji nikakav 
efektivan postupak koji bi precizirao koji elementi skupa R ulaze u sastav 
Vitalijevog skupa, a koji ne. Vitalijev skup je najprostiji primjer skupa koji 
posjeduje bizarna svojstva. Na primjer, njemu nije moguće pridružiti ikakvu 
mjeru dužine (niti konačnu, niti beskonačnu) koja bi zadovoljavala neka osnovna 
svojstva koju dužina skupa tačaka mora intuitivno zadovoljavati (poput svojstva 
da se dužina skupa ne smije promijeniti prilikom njegove translacije i da dužina 
unije više disjunktnih skupova mora biti jednaka zbiru dužina svakog od njih). 


Aksiom izbora omogućava još bizarnija izvođenja. Na primjer, pozivajući se 
na aksiom izbora, moguće je dokazati mogućnost rastave kugle na pet dijelova 
(vrlo komplicirane strukture), koji se mogu samo pomoću pomjeranja (tj. 
pomoću translacija i rotacija) u prostoru sklopiti tako da formiraju dvije kugle 
identične veličine kao i početna kugla (i da pri tome ne nedostaje niti jedna 
tačka)! Ova bizarnost poznata je pod nazivom Banach'-Tarskijev paradoks (ni 
ovo nije paradoks u pravom smislu riječi, s obzirom da ne dovodi ni do kakve 
logičke kontradikcije, već samo protivrječi zdravom razumu). Naravno, ne treba 
ni govoriti da je dokaz čisto egzistencijalan, odnosno da ne daje nikakvu 
konstruktivnu mogućnost da se izvrši data rastava (usput, dijelovi na koje se 
kugla rastavlja sami su po sebi bizarni u smislu da im je nemoguće pridružiti 
zapreminu, kao što Vitalijevom skupu nije moguće pridružiti dužinu). Bizarnosti 
poput navedene doveli su do veoma ozbiljnih razmišljanja da se aksiom izbora 
odbaci kao neosnovan, što opet protivrječi zdravom razumu (s obzirom da on 
sam djeluje toliko logičan). Do danas nije postignut konsenzus šta da se čini po 
ovom pitanju. 


Mada je Zermelo-Fraenkelova teorija skupova uklonila očigledne paradokse 
naivne teorije skupova, ona posjeduje i svoje ozbiljne nedostatke. Prvo, aksiomi 
razdvajanja i zamjene oslanjaju se na pojam predikata kao elementarnog pojma, 
što nije sasvim korektno. Pojam predikata bismo mogli izbjeći kada bismo 
pojam “predikat” zamijenili pojmom “ispravna formula teorije skupova koja 
može biti tačna ili netačna". Na taj način bismo umjesto ovih aksioma dobili tzv. 
sheme aksioma, pri čemu se konkretni aksiomi dobijaju uvrštavanjem konkretnih 
formula teorije skupova na mjestu ovih sintagmi. Međutim, kako takvih formula 
ima beskonačno mnogo, dobili bismo sistem sa beskonačno mnogo aksioma. 
Drugo, Zermelo-Fraenkelova teorija skupova potpuno zabranjuje da se govori o 
izvjesnim kolekcijama objekata kao skupovima. Pored već pomenutih spornih 
kolekcija kao što su “kolekcija svih skupova koji ne sadrže sami sebe kao 
element" 1 “kolekcija svih skupova“, koje ne mogu postojati kao skupovi, 


! Stefan Banach (1892-1945), poljski matematičar. Samouk. Smatra se osnivačem funkcionalne analize. 
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aksiom regularnosti ne dozvoljava ni da govorimo o "skupu svih jednočlanih 
skupova" (kada bi postojao takav skup, nazovimo ga S, morao bi kao svoj 
element sadržavati jednočlani element {S}, što ponovo dovodi do izuzetno 
problematičnog referiranja na samog sebe), “skupu svih funkcija", “skupu svih 
kardinalnih brojeva", itd. Dalje, globalne odnose poput "biti jednak", "biti 
podskup", "biti ekvipotentan", koje intuitivno doživljavamo kao relacije, ne 
možemo općenito posmatrano tretirati kao relacije, jer je sporno u kojem skupu 
bi ti odnosi trebali predstavljati relacije. Naime, očigledno je da bi odnos "biti 
jednak" trebao biti relacija u "skupu svega", dok bi odnosi "biti podskup" i "biti 
ekvipotentan" trebali biti relacije u "skupu svih skupova", a takve tvorevine ne 
mogu da postoje prema Zermelo-Fraenkelovoj teoriji skupova. 


Opisani nedostaci Zermelo-Fraenkelove teorije otklonjeni su u modernijoj 
teoriji skupova, koju su uveli J. von Neumann, P. Bernays! i K. Gödel’. Ova 
teorija, koja je poznata kao Von Neumann-Bernays-Godelova aksiomatska 
teorija skupova, nastala je kao revizija Zermelo-Fraenkelove teorije sa ciljem da 
se uklone opisani nedostaci. U ovoj teoriji skupova, kao osnovni pojam umjesto 
pojma skupa uzima se pojam klase. Dopušta se da neke klase mogu biti elementi 
drugih klasa i takve klase se nazivaju skupovi, dok neke klase ne mogu biti 
elementi drugih klasa i one se nazivaju prave klase (engl. proper classes). 
Intuitivno, prave klase su kolekcije koje su toliko obimne da je nedopustivo 
njihovo ulaganje u druge kolekcije kao njihovih elemenata (bolje rečeno, prave 
klase ne mogu biti elementi ničega). Operacije sa pravim klasama su znatno 
ograničenije nego operacije sa skupovima, sve sa ciljem da se izbjegnu 
paradoksi. Tako, uvođenjem pojma klase možemo govoriti o "klasi svih skupova 
koji ne sadrže sami sebe kao svoj element" (s obzirom da je to prava klasa, ona 
ne može biti element neke druge klase, tako da je pitanje da li je ona sama sebi 
element besmisleno, čime je izbjegnut Russellov paradoks), "klasi svih skupova", 
“klasi svih jednočlanih skupova", “klasi svih kardinalnih brojeva", itd. bez 
obzira što su takve kolekcije nedopustive kao skupovi. Uvođenje pojma klasa 
znatno povećava izražajnu moć teorije skupova, bez opasnosti da dođe do 
paradoksalnih situacija. 


Još je mnogo otvorenih pitanja u teoriji skupova, tako da je do danas 
predloženo još nekoliko desetina raznih revizija teorije skupova, od kojih svaka 
otklanja neke od dilema, ali po pravilu uvodi neke nove. Po svemu sudeći, 
formiranje konačne teorije skupova je stvar budućnosti. 


| Paul Bernays (1888—1977), švicarski matematičar. Bavio se matematičkom logikom, teorijom skupova i 
osnovama matematike. 

? Kurt Gödel (1906-1978), austrijski matematičar i filozof. Najpoznatiji po svojim teoremama o nepotpunosti 
aritmetike. 
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2.1 


22 


2:3 


2.15“ 
2.16 


2.17 
2.18 


Zadaci uz Poglavlje 2. 


Neka je dat univerzalni skup U=(04, O, 4), +, a, >, Sl, 3X} i njegovi podskupovi 
A={0O, 8, >, X} i B={3XX, <, +, O, W}. Nađite skupove AUB, ANB, A\B, B\A, 
AAB, C(A) i C(B). 


Vennov dijagram za 4 skupa ne može se nacrtati korištenjem samo kružnica, s obzirom da 
4 kružnice dijele ravan na najviše 14 oblasti, a za potrebe Vennovih dijagrama potrebna je 
podjela na 16 oblasti. Međutim, Vennov dijagram za 4 skupa može se nacrtati korištenjem 
drugih likova osim kružnica. Na primjer, u ovom poglavlju je demonstrirano rješenje sa 4 
elipse. Nađite još dva rješenja za Vennov dijagram za 4 skupa, koristeći sljedeće upute: 


a) Izvorno Vennovo rješenje predstavlja 3 od 4 skupa sa 3 kružnice, raspoređene isto kao 
u Vennovom dijagramu za 3 skupa, dok je četvrti skup predstavljen nekom figurom 
nepravilnog oblika. Nađite kako izgleda ovo rješenje. 

b) Vjerovatno najjednostavnije rješenje Vennovog dijagrama za 4 skupa može se dobiti 
pomoću 4 pravougaonika. Nađite kako izgleda ovo rješenje. 


Formirajte Vennov dijagram za 5 skupova. 


Nađite partitivni skup za sljedeće skupove: 
a) A=(a) b) B=(a,b,c) c)C= (4, (b,c)) 
d) D= {a,b, {a,b}} e) E= {a, {a}, {a, {a}}} f F={5,a,b,{a,b}} 


Dati su skupovi A = {a, {b} } i B = { {a}, b}. Odredite elemente skupova C = P(A) A P(B) i 
D=(AxB)n(BxA). 


Opišite skup P(L(D)) x P(P(P(©))) pobrojavanjem njegovih elemenata. 


Da li vrijede ili ne vrijede sljedeće relacije? Ukoliko vrijede, dokažite ih, a ukoliko ne 
vrijede, opovrgnite kontraprimjerom. 
a) P(A)UP(B) = P(A UB) b) PLA) MN P(B) = P(A AB) 


Neka je ANB = Ø. Kako tada glasi P(A) A P(B)? 
Dat je skup A = ((a, (a)), (a, {a}}}. Nađite elemente skupa A x P(A). 


Neka su dati skupovi A={a,{a,{a}}} iB=((a), (a, {a}}}. Odredite kako glase elementi 
skupa (P(A) x P(B)) 0 (P(B) x P(A)). 


Dati su multiskupovi A = {3 -a,2-b,1-d,3-e} i B={1-a,4-c,3-d,2-e}. Odredite 
kako glase multiskupovi A UB, AQB, A\BiB\A. 


Nađite primjer skupa od četiri elementa, kojem je svaki njegov element ujedno i njegov 
podskup. 


Za svaki prirodan broj n nađite takav skup A, sa n elemenata za koji vrijedi da za svaki par 
njegovih elemenata vrijedi da je jedan od njih element onog drugog. 


Koristeći Vennove dijagrame, prvo ilustrirajte interesantno pravilo algebre skupova 
(AUB)N(BUC)N(AUC)=(ANB)U(BNC)U(A NC), a zatim ga formalno dokažite 
pomoću pravila algebre skupova. 


Pojednostavite izraz ((A UC) NB)U(A\C). 


Dokažite pomoću pravila algebre skupova da je operacija “\” distributivna prema operaciji 
“U”, odnosno da vrijedi (A UB)\C=(A\C)U(B\C). 


Pokažite da vrijedi A AB =(AUB)NC(ANB). 


Koristeći samo zakone algebre skupova, pokazati da je simetrična razlika asocijativna 
operacija, odnosno da vrijedi A A (B AC) = (A AB) AC. 
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2.20 
2.21 
2:22 
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2.24 
2.25 
2.26“ 


2.27 
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2.29 
2.30 
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2:33 


2.34 


2.35 


2.36 


Ispitajte da li je tačna implikacija A\B=C >A=Buc. 
U kakvom su odnosu skupovi A i B ako vrijedi A\B=B\A = Ø? 


Izrazite operaciju presjeka “^” pomoću operacije razlike “ \”. 


“Ú pr 


Izrazite operacije unije "U", presjeka "O" i razlike “\” pomoću: 
a) Simetrične razlike "A"1 unije 

b) Simetrične razlike i presjeka 

c) Simetrične razlike i razlike 


Pojednostavite skupovni izraz AABA(AUB). Pri tome, poslužite se prvo Vennovim 
dijagramima da naslutite rješenje, a zatim ga izvedite primjenom zakona algebre skupova. 


Neka su mi n prirodni brojevi i neka je A proizvoljan skup. Da li vrijedi A” xA” = A"? 
Izrazite #(A UB UC) preko KA, #B, #C i kardinalnih brojeva presjeka skupova A, B i C. 


Uopćite prethodni rezultat tako što ćete izraziti F(A; UA, U... UA,) preko kardinalnih 
brojeva skupova A; i= 1..n i kardinalnih brojeva raznih kombinacija presjeka skupova 
A, i = 1..n (dobijeni rezultat poznat je pod nazivom princip uključenja-isključenja). 


U nekoj skupini programera, 25 programera zna programski jezik C++, 33 programera 
znaju programski jezik C#, dok 27 programera znaju programski jezik Java. Među 
pobrojanim programerima, 12 programera zna C++ i C# a ne zna Javu, 9 programera zna 
C++ i Javu a ne zna C#, dok 6 programera zna Cf i Javu, a ne zna C++. Niti jedan 
programer ne zna sva tri od pobrojanih programskih jezika. Utvrdite koliko programera na 
ovom skupu zna barem jedan od pobrojanih programskih jezika, a koliko ih zna tačno 
jedan od pobrojanih programskih jezika. 


Pokažite da skupu A; A A,A... AA, pripadaju oni i samo oni elementi koji se nalaze u 
neparno mnogo skupova A; i=1..n. 


Kako glase stringovi nad alfabetom A = (a, b, c}? 


Definirajte formalno relaciju “biti djelilac od" u skupu A = {1,2, 3,4,5,6} i nacrtajte njen 
graf (streličasti dijagram). 


Nacrtajte streličasti dijagram (graf) koji opisuje relaciju ęR = {(0,0), (0, 1), (1,2), (1,3), 
(2,4), (2, 5), (3, 6), (3,7), (4, 0), 4, 1), (5,2), (5,3), (6,4), (6, 5), (7, 6), (7,7) }, a koji je takav 
da se u njemu strelice ne presjecaju. 


Neka su u skupu ljudi data relacija R, pri čemu x R y neformalno predstavlja odnos “x je 
roditelj od y”. U kakvim odnosima su x i y ukoliko vrijedi: 

a) xR'y b) xRy c) x (Ry d) x(ROR')y 

e) A(R'OR)Y Ð (RO R')y 

Neka je A= {1,2,3,4}, B= {a,b,c} i C= {x, y, z, u, v} i neka su R; i R, relacije na AXB 
odnosno BxC zadane kao R; = {(1, a), (1, b), (2, b), (4, c)} i R2= {(a, x), (a, y), (b, v)}. 

a) Napišite relacione matrice za relacije R1 i Ro; 

b) Nađite R; o R3 ne koristeći relacione matrice; 

c) Nađite R; o R, koristeći Booleov proizvod relacionih matrica. 


Za relaciju R = {(1, 2), (2, 3), (3,4), (4,3)} na skupu A= {1,2,3,4} nađite relacije R, 
ROR, RORI R. 

Neka su dati skupovi A = {a, b,c, d,e}, B = {1,2,3} i C = { p,q,r,s}, kao i dvije binarne 
relacije Ry CAXB i Ri CBXC, formalno date kao Ry= {(a, 1), (b, 2), (b, 3), (c, 3), (d, 1), 


(d, 3), (e, 1), (e,2)} i R2= {(1, p), (1, r), (2, r), 3, p), 3, q), (3, s)}. Nađite relaciju Ri o Ro 
prema definiciji, a zatim provjerite rezultat preko Booleovog množenja relacionih matrica. 


Nađite relacije R?, R? i R” za relaciju R = {(a, b), (a, c), (a, e), (b, a), (b, c), (c, a), (d, c), 
(e, d)). 
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Za relaciju R= {(a, a), (a, b), (b, c), (c, d), (d, c)} na skupu A = {a, b, c, d} nađite relacije R? 
i R” koristeći ma koji metod. 


Nađite korištenjem raznih načina tranzitivno i tranzitivno-refleksivno zatvorenje relacije 


R= (1,2), (2,3), (3,4), (4,3)). 


Nađite relacije R’, R?, R* i R” za relaciju R = {(1, 3), (2,4), (2,6), (3, 1), (3,5), (5, 1),(5,2), 
(5,4), (5, 6), (6, 1), (6, 3)). 


Nađite tranzitivno i tranzitivno-refleksivno zatvorenje relacije R=((1,2), (1,3), (1,4), 
(2,3), (2,4), (3,4)). Kako objašnjavate rezultat? 


Nađite šta nije u redu u ovom rezonovanju po kojem ispada da svaka simetrična i 
tranzitivna relacija R, mora biti i refleksivna: Neka je (x, y) € R. Na osnovu pretpostavljene 
simetričnosti relacije, slijedi da je i (y,x) € R. Dalje, iz pretpostavljene tranzitivnosti, iz 
pretpostavke daje (x y) € R, 1(y,z) € R, slijedi (x,z)e R. Stavimo li da je z =x, što imamo 
pravo uraditi, dobijamo da iz(x,y)e Ri (y, x) € R slijedi (x, x) e R. Kako smo na početku 
pretpostavili da je (x,y) e R, to kao posljedicu simetričnosti i tranzitivnosti zaključujemo 
da mora biti (x, x) € R. Dakle, relacija je također i refleksivna. Šta ovdje “ne štima"? 


U skupu A = (a,b,c, d) nađite barem jedan primjer relacije koja je simetrična i tranzitivna, 
a nije refleksivna. 


U skupu A = (a,b,c,d) date su relacije R,= {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (b, c), (c, b), (c, c), 
(d,d)}, R2= {(a, a), (a, b),(b,b),(c,c),(d,d)} i R3= {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}. Ispitajte 
ove tri relacije na refleksivnost, simetričnost i tranzitivnost. Argumentirajte odgovore. 


U skupu A = {a, b, c,d, e), pri čemu pretpostavljamo da su svi elementi a—e različiti, data 

je relacija R= {(a, a), (a, d), (b, b), (b, d), (c, b), (c, c), (c, e), (d, a), (d, d), (d, e), (e, b), (e, e)}. 

a) Ispitajte ovu relaciju na refleksivnost, simetričnost, antisimetričnost i tranzitivnost 
(obrazložite odgovor); 

b) Nađite relacije R? i RÎ; 

c) Odredite koliko ukupno postoji različitih relacija nad skupom A. 


Dat je skup od n elemenata. Odredite: 

a) Koliko se ukupno može napraviti relacija u tom skupu; 
b) Koliko je od tih relacija refleksivno; 

c) Koliko je od tih relacija simetrično; 

d) Koliko je od tih relacija refleksivno i simetrično; 

e) Koliko je od tih relacija antisimetrično; 

f) Koliko je od tih relacija jako antisimetrično. 


Odredite koliko ima relacija na skupu A = {a, b, c, d}, a zatim odredite koliko među tim 
relacijama ima refleksivnih, simetričnih, refleskivnih i simetričnih, antisimetričnih i jako 
antisimetričnih relacija. 


Nađite sve relacije na skupu A = {0, 1} koji su: 
a) refleksivne b) simetrične c) tranzitivne d) antisimetrične 


Ispitajte na refleksivnost, simetričnost, tranzitivnost i antisimetričnost sljedeće relacije u N: 
a) x+y b)xy21 c) x je umnožak od y d) x2 y? 


Ispitajte na refleksivnost, simetričnost, tranzitivnost i antisimetričnost sljedeće relacije u R: 
a)xy21 b)x2y" 
Uporedite rezultat sa rezultatom prethodnog zadatka. 


U skupu N definirane su dvije n-arne relacije Ry i Ro, formalno date kao Ry = {(3,5, 2,4), 
(7,4,9,5), (2,3,5,2)} i R2= {(1,5, 2), (7,4, 1), (2, 1,5), 3,6,7)}. Nađite elemente relacije 
112,3,47(Ox < 5(R1 DIR). 
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Neka relaciona baza podataka sastoji se od tabela nazvanih "Radnici", “Odjeli”, “Zalihe” i 
“Narudžbe”. Tabela "Radnici" sadrži podatke o radnicima u nekoj fabrici rezervnih 
dijelova, pri čemu se za svakog radnika zna njegov evidencijski broj, prezime i prezime 
njemu nadređenog rukovodioca (šefa). Tabela “Odjeli” sadrži podatke o odjelima u fabrici, 
pri čemu se za svaki odjel zna njegova šifra i rukovodioc proizvodnje u tom odjelu. Tabela 
“Zalihe” sadrži podatke o zalihama proizvedenih rezervnih dijelova, pri čemu se za svaki 
rezervni dio zna odjel na kojem je proizveden, zatim njegova šifra te koliko se komada tog 
dijela nalazi u skladištu. Konačno, tabela “Narudžbe” sadrži podatke o narudžbama, pri 
čemu se za svaku narudžbu zna kupac i šifra rezervnog dijela koji kupac želi kupiti. Ispod 
je prikazan jedan fragment sadržaja ovih tabela: 


Radnici Zalihe Narudžbe 
Ev. br. | Radnik Šef Odjel Dio __| Količina Kupac Dio 
1089 Bajrić Anić 04 335B2 220 Vispak 2A 
5620 Jović Perić 23 2A 14 Bira 8C200 
9354 Suljić | Ibragić 04 8C200 302 Vispak | 1199C 
9551 Perić Husić 66 42C 3 Klas 2A 
3600 Ivić Ibragić 04 900 7720 Vispak | 335B2 
0285 | Markić | Perić 96 20A8 200 Bira 772 
6684 | Mujkić | Perić 96 1199C 296 Milkos 900 
23 772 39 Vispak 772 
Odjeli 66 45F9 140 Ina 20A8 
Odjel Šef 04 322E 10 Milkos | 20A8 
23 Perić 04 51F 2300 Terex 42C 
04 Ibragić Bira 20A8 
96 Anić Bira 900 
66 Husić 


Uz pretpostavku da ove tabele nisu samo fragment nego da modeliraju cjelokupnu situaciju, 
prvo opišite formalno ove tabele kao n-arne relacije, a zatim koristeći operacije sa n-arnim 
relacijama napišite izraze koji daju odgovore na sljedeća pitanja, kao i rezultate izvršavanja 
tih izraza: 


a) Izlistati sve radnike; 

b) Izlistati sve radnike čiji je šef Perić; 

c) Izlistati sve radnike koji rade u odjelu 04; 

d) Izlistati šifre svih rezervnih dijelova kojih ima barem 100 komada u skladištu; 

e) Izlistati odjele koji proizvode dijelove koje je naručio Milkos; 

f) Izlistati koje je dijelove naručio Vispak i koliko ima istih na skladištu; 

g) Izlistati šefove svih odjeljenja koja proizvode dijelove koje je naručila Bira; 

h) Izlistati sve radnike koji rade u odjeljenjima koja proizvode dijelove za potrebe Klasa; 
i) Izlistati sve kupce koji su naručili dijelove proizvedene u odjeljenju u kojem radi Bajrić; 
j) Izlistati sve radnike koji rade u odljeljenju 23 ili u odjeljenju 96; 

k) Izlistati sve kupce koji su naručili rezervne dijelove 2A i 1199C. 


Za funkciju f =(F,X,X) gdje je X=(1,2,3,4,5) i F= {(1, 4), (2,2), (3,5), (4, 1), (5,5)} 
nađite generaliziranu inverznu funkciju, te sve njene fiksne tačke i invarijante. 


Data je funkcija f=(F,A,B) gdje je A= {1, 2, 3,4}, B= {a,b,c,d} i F= {(1, c), (2, b), 
(3, c), (4,a)). Ispitajte da li je ova funkcija injekcija, sirjekcija odnosno bijekcija (odgovor 
treba biti argumentiran). Zatim pronađite skupove f({1,3}) i f({1,2,4}) i nađite inverziju i 
inverznu funkciju ove funkcije ukoliko takva postoji, ili generaliziranu inverznu funkciju 
ukoliko inverzna funkcija ne postoji. Konačno, nađite najobuhvatnije restrikcije (tj. restrikcije 
sa najširim domenima) posmatrane funkcije koje imaju inverznu funkciju kao i pripadne 
inverzne funkcije. 
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Nađite sve fiksne tačke i invarijante za funkciju f: JR — R datu pravilom f(x) =x". Uputa: 
broj invarijanti u ovom primjeru je prilično velik (128). Među njima, postoji 8 invarijanti 
koje su elementarne u smislu da niti jedan njihov neprazan podskup nije također 
invarijanta. Stoga pronađite prvo ovih 8 elementarnih invarijanti i uočite zakonitost prema 
kojoj se preostalih 120 invarijanti može konstruisati pomoću ovih elementarnih. 


Pokažite da se svaka funkcija može predstaviti kao kompozicija jedne sirjektivne i jedne 
injektivne funkcije. Zatim odredite takvu dekompoziciju za funkciju f:R—IR datu 
pravilom f(x) = x“. 


Date su funkcijef: R — R i f : R — R preko izraza f(x) = ax+bi g(x) =cx+d, pri čemu su 
a, b, c i d neke realne konstante. Odredite koje uvjete trebaju zadovoljavati ove konstante 
tako da kompozicija ovih funkcija bude komutativna, tj. da vrijedi fog = g o f. 


Funkcija f : N — N data je izrazom f(x) = 3 x+ 5. Odredite funkciju f®. 


Funkcija f: R— R data je izrazom f(x) = ax+b, gdje su a i b neke zadane konstante iz 
skupa R. Nađite čemu je jednako f™(x). Rješenje treba da bude eksplicitna formula u 
kojoj se javljaju parametri a, b i n, te promjenljiva x. 


Ispitajte da li su sljedeće relacije u skupu ljudi relacije ekvivalencije: 
a) R; = {(a,b)| aib imaju iste roditelje) 
b) R= {(a,b)|ai b imaju zajedničkog roditelja} 


Ispitajte da li su sljedeće relacije u skupu A = { f |f : Z— Z } relacije ekvivalencije: 
a) Ri = {F 8) |A) = 80) AU) =80)} 
b) R= {F 010 = gl) AK1) = g(0)} 


U skupu A = {x|xe NA0<x<17) data je relacija R, takva da vrijedi x R, y ako i samo 
ako brojevi x i y daju isti ostatak pri dijeljenju sa 4. Pokažite da je R relacija ekvivalencije 
i odredite klase ekvivalencije skupa A u odnosu na relaciju R. 


U skupu Z data je relacija R, takva da vrijedi x R, y ako i samo ako je x—y djeljivo sa 3. 
Odredite faktor skup Z / R.. 


Nađite sve moguće relacije ekvivalencije u skupu A = {a,b,c,d}. Uputa: razmotrite sve 
moguće particije skupa A. 


Na skupu A= {a,b,c,d,e,f} data je relacija R= {(a,a),(a,d),(a,e), (b,b), (b, f), 
(c, c), (d, a), (d, d), (d, e), (e, a), (e, d), (e, e), (f, b), (f,f)}. 

a) Nađite relaciju RŽ; 

b) Pokažite da je R relacija ekvivalencije; 

c) Nađite faktor skup A/R. 


Nacrtajte Hasse-ov dijagram za relaciju R= {(1, 1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1, 6), (2, 2), 
(2,4), (2, 6), (3,3), (3, 6), (4,4), (5, 5), (6,6) }. 


Nađite primjer uređenog skupa koji ima tačno jedan minimalni element, a koji ipak nije 
najmanji element (minimum). Uputa: takav skup ne može biti konačan. 


Dat je uređeni skup (N, |) gdje znak “|” predstavlja relaciju “biti djelilac od” i njegov 


podskup A = {10,20,25}. Nađite inf A i sup A (ne zaboravite da se infimum i supremum 
računaju relativno u odnosu na izabranu relaciju poretka). 


Nađite kako u uređenom skupu (N, |) glase elementi intervala (5..50), (10..30), (15..25) i 
(15..60), kao i segmenata [5..50], [10..30], [15..25] i [15..60]. 


Dat je skup A=(1,2,3,4,5) i relacija R = {(1, 1), (1, 4), (1, 5), (2, 2), (2, 3), (2, 5), (3,3), 
(4,4), (5,5)}. Pokažite da je R relacija poretka u skupu A, a zatim nađite minimalne i 
maksimalne elemente uređenog skupa (A, R), kao i inf (1,2), sup {1,2}, inf {4,5} i 
sup {4,5} (u odnosu na zadani poredak). 
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Nađite sve relacije strogog poretka koje se mogu konstruisati u skupu A = {a,b,c} (ima ih 
ukupno 19). Koliko među ovim relacijama ima relacija potpunog poretka? 


Pokažite da leksikografski poredak u skupu Z x% (u odnosu na klasični poredak cijelih 
brojeva pomoću relacije "X") diskretno uređuje ovaj skup, ali da on nije lokalno konačan 
uz ovakav poredak. 


Nađite kako bi se mogao diskretno urediti skup IR. 


U skupu kompleksnih brojeva C uvedena je relacija “ <" takva da je zı < zo ako i samo ako 
jelz,|<12|. Objasnite zašto “ <" nije relacija poretka. Koje je zapravo vrste relacija “ <”? 


Pokažite primjerom da je moguće da neki element uređenog skupa bude istovremeno i 
minimalni i maksimalni element. U kakvom je on odnosu sa ostalim elementima skupa? 


Množenje prirodnih brojeva moguće je na osnovu Peanovih aksioma definirati pomoću 
rekurzivnih pravila n+0=0in:m=n.m+m, pri čemu se pretpostavlja da je prethodno 
definirana operacija sabiranja. Pokažite da iz ove definicije slijedi da je 2:3 =6. 


Pokažite da ukoliko je unija konačno mnogo skupova neprebrojiv skup, tada makar jedan 
od skupova učesnika u uniji mora i sam biti neprebrojiv skup. 


Pokažite da je unija konačno mnogo prebrojivih skupova prebrojiv skup. 


Pokažite da je za dokazivanje prebrojivosti nekog beskonačnog skupa dovoljno pronaći 
injekciju iz tog skupa u skup N (tj. nije neophodno da funkcija bude bijekcija). 


Pokažite da je #(N xN) = Xo. Uputa: sortirajte parove oblika (p, q) po rastućoj vrijednosti 
sume p + g. 


U svemiru ima beskonačno mnogo hotela, koji su numerirani prirodnim brojevima 1, 2, 3 
itd. Svaki od tih hotela ima beskonačno mnogo soba, koje su također numerirane 
prirodnim brojevima 1, 2, 3 itd. Kako je svemirska vlada zaključila da je beskonačno 
nerentabilno održavati beskonačno mnogo hotela, odlučila je da pozatvara sve te hotele 
osim jednog. Pokažite da je moguće sve goste iz tih beskonačno mnogo hotela rasporediti 
u jedini preostali hotel, tako da svaki gost i dalje ima svoju sobu, koju ne dijeli sa drugim 
gostima. Odnosno, opišite postupak kojim biste za gosta koji je došao iz n-te sobe m-tog 
hotela uputili u odgovarajuću sobu jedinog preostalog hotela, a da je sigurno da dva 
različita gosta neće biti upućena u istu sobu. 


Pokažite da je Descartesov proizvod dva prebrojiva skupa prebrojiv skup. 


Pokažite da je skup svih algebarskih brojeva prebrojiv (algebarski brojevi su oni brojevi 
koji mogu biti nule nekog polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima). 


Pokažite da postoje transcedentni brojevi (tj. realni brojevi koji nisu algebarski brojevi). 
Pokažite da ukoliko je A neprazan konačan skup, tada je iterirani skup A" prebrojiv. 


Pokažite da interval (0..1) = (xeIR|0<x<1) ima kardinalni broj € tako što ćete pronaći 
barem jednu bijekciju između ovog skupa i skupa R (ima ih beskonačno mnogo). 


Pokažite da proizvoljna dva segmenta [a .. b] i [c..d] imaju isti kardinalni broj (iako im se 
dužine općenito razlikuju) tako što ćete konstruisati bijekciju između ova dva segmenta. 


Pokažite da iterirani skup skupa N nije prebrojiv i da ima kardinalni broj c. 
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3. Booleova algebra i srodne teme 


3.1 Pojam Booleove algebre 


Vidjeli smo da su zakoni logike iskaza i zakoni algebre skupova veoma 
slični i da se jedni iz drugih mogu dobiti čistom formalnom zamjenom jednih 
simbola drugim. Već smo objasnili da to nije slučajnost, već posljedica činjenice 
da se i iskazna algebra i algebra skupova mogu shvatiti kao specifični primjerci 
jedne algebarske strukture poznate pod nazivom Booleova algebra. Inače, pod 
pojmom algebarske strukture podrazumijeva se neki skup zajedno sa određenim 
operacijama definiranim nad elementima tog skupa. Pojedinim algebarskim 
strukturama daju se specifična imena, zavisno od izvjesnih zakona koje operacije 
koje čine tu strukturu zadovoljavaju, tako da se u matematici često govori o 
strukturi grupe, prstena, polja, mreže, itd. Ovim algebarskim strukturama se 
nećemo baviti, već ćemo se posvetiti samo strukturi Booleove algebre, koju 
ćemo sada formalno definirati. 


Pod Booleovom algebrom podrazumijeva se svaki skup B zajedno sa dvije 
pripadne operacije “u” i “!1' definirane nad elementima ovog skupa (koje se 
obično nazivaju kap i kep, od engl. cup i cap), ili, formalnije, uređena trojka 
B=(B,L,"!), za koju su ispunjene sljedeće osobine (tzv. aksiomi Booleove 
algebre): 


e Operacije “u” 1 “T”? su komutativne, odnosno za svaka dva elementa x i y 
iz B vrijedi xy =yLUxix"!y=y"1x; 

e Operacije “LI? 1 “T” su asocijativne, odnosno za svaka tri elementa x, y i z 
iz B vrijedi (kLUy)uz=xu(yuz)iQkNy)iz=xN(y"1z); 

e Operacije "U? i “!!" su distributivne jedna u odnosu na drugu, odnosno za 
svaka tri elementa x, y i z iz B vrijedi (xuy) "z=(x""z)u(y"lz) i 
Eny) u z= @œuz) (yuz); 

e U skupu B postoje dva elementa, nazovimo ih “0” 1 “1”, koji djeluju kao 
neutralni elementi za operacije “u” i “1”, odnosno za svaki element x iz 
B vrijedi xu 0=xix1=x; 

e — Svaki element x iz B posjeduje svoj komplementarni element x iz B takav 
da vrijedi xux =11x!"!x'=0. 


Odmah možemo vidjeti da iz ovih zakona direktno dobijamo aksiome 
iskazne algebre ukoliko posmatramo skup B = {L, T }, ukoliko operacije “u” i 
“T1? interpretiramo kao disjunkciju i konjunkciju, ukoliko elemente “0” i “1” 
interpretiramo kao elemente “L” i “T” i ukoliko komplementarni element x’ 
interpretiramo kao negaciju elementa x. Dakle, iz zakona Booleove algebre 
pomoću supstitucije ( L1,"1,0,1,) 3 (V,A,L,T,+) direktno dobijamo aksiome 
logike iskaza. Slijedi da je struktura ({L,T },v,^) jedan primjer Booleove 
algebre (uz konvencije 0 =L, 1=T i x =x). Dalje, neka je U ma kakav skup i 
neka je B= P(U). Ukoliko operacije “LI? i “r1” interpretiramo kao uniju i 
presjek elemenata iz P(U), ukoliko elemente 0 i 1 interpretiramo kao prazan 
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skup O i skup U, i ukoliko komplementarni element x’ interpretiramo kao 
komplement skupa xe P(U) u odnosu na skup U, zakoni Booleove algebre 
direktno se svode na zakone algebre skupova. Dakle, pomoću supstitucije 
(uU,11,0,1, —>(U,^n, Ø, U, C) iz zakona Booleove algebre dobijamo osnove 
zakone algebre skupova. Slijedi da je struktura (P(U), U,N) još jedan primjer 
Booleove algebre (uz konvencije 0 =Ø, 1=U i x’ =C(x)). 


Podsjetimo se da se svi zakoni iskazne algebre mogu izvesti samo iz 
aksioma iskazne algebre. Kako praktično isti aksiomi vrijede u svakoj Booleovoj 
algebri (oni zapravo definiraju Booleovu algebru), slijedi da svi zakoni iskazne 
algebre, uz odgovarajuću promjenu simbolike, važe u svakoj Booleovoj algebri. 
Na primjer, u svakoj Booleovoj algebri vrijede De Morganove teoreme koje u 
općem obliku možemo zapisati kao (xuy =x 0y i (Ny =x uy’, zatim 
zakoni apsorpcije xu (x y)=xix(xuy)= x, itd. 


U Booleovim algebrama često se uvodi relacija poretka “<” prema definiciji 
po kojoj je x<y ako i samo ako je x uy = y (ili, ekvivalentno, ako je x My = x). 
Lako je provjeriti da ova definicija u Booleovoj algebri (P(U), U, 1) generira 
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upravo relaciju inkluzije “c”. 


3.2 Značajni primjeri Booleovih algebri 


Upoznaćemo se sada sa još nekim interesantnim primjerima Booleovih 
algebri. Najčešće korištena Booleova algebra je tzv. prekidačka algebra, 
definirana nad skupom B=(0,1), pri čemu elementima 0 i 1 iz definicije 
Booleove algebre odgovaraju upravo elementi 0 i 1. Operacije “LI? i “T” u 
prekidačkoj algebri označavaju se kao u iskaznoj algebri sa “v” i "A" i nazivaju 
također disjunkcija i konjunkcija, dok se komplementarni element elementa x 
označava sa xi također naziva negacija elementa x. Dakle, operacije prekidačke 


algebre opisane su sljedećim tablicama: 


<y> <y> 
xvy | 0 [1 xAy 1 0/1 | 
1 0 oli 1 olo O [1 
YI I rad YI I foli 1 [0 


Drugim riječima, prekidačka algebra se dobija prostom formalnom 
zamjenom simbola “L” 1 “T” iz logike iskaza sa 0 i 1 respektivno. S obzirom da 
se operacija konjunkcije posmatrana na skupu B = (0,1) praktično poklapa sa 
operacijom množenja (tj. za svako x i y iz B vrijedi x^ y = x: y), to se konjunkcija 
u prekidačkoj algebri gotovo uvijek označava kao množenje (pa čak i naziva 
množenje), tako da umjesto xA y u prekidačkoj algebri gotovo uvijek pišemo 
x:y, ili samo xy (ovo opravdava sličnu konvenciju koja je korištena u iskaznoj 
algebri). Također, ponekad se u prekidačkoj algebri operacija disjunkcije 
označava znakom “+” poput sabiranja, iako ovo nije dobro, s obzirom da je 
xVy#x+y čak i za elemente iz skupa B = (0, 1). Prekidačka algebra je najviše 
proučavana Booleova algebra i na nju ćemo se još vratiti nešto kasnije. 
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Sada ćemo prikazati jednu interesantnu Booleovu algebru definiranu nad 
skupom sa četiri elementa B = (0, a, B, 1} (ovdje ponovo elementima 0 i 1 iz 
definicije Booleove algebre odgovaraju elementi 0 i 1 skupa B), sa operacijama 
“u? i“? koje ćemo označiti sa “v” i "A" (kao u klasičnoj logici iskaza) i 
komplementom, koji su definirani pomoću sljedećih tablica: 


<y> 

xvy | 0 a B 1 

0 0 Q B 1 

1 a a a 1 1 

YPB|B|{1{BPB| 1 

1 1 1 1 1 

<y> 

xAy | 0 a B 1 X X 
0 0 0 0 0 0 1 
1 al|0/|a|0 | a a | B 
vW BP [0 0 |B |B p| o 
mane saa I (0 


Lako je provjeriti da su ovdje ispunjeni svi uvjeti iz definicije Booleove 
algebre. Ova Booleova algebra definira tzv. Booleovu kvaternarnu logiku ili 
Booleovu logiku sa četiri stanja. Postoje razne moguće interpretacije šta mogu 
značiti vrijednosti & i B u takvoj logici. 


Neka je B skup svih djelilaca nekog prirodnog broja n čiji su svi prosti 
faktori različiti. Na primjer, za n=6 imamo B= {1,2,3,6}, a za n=30 imamo 
B=(1,2,3,5,6,10, 15,30). Uvedimo u skup B operacije “u” i “M” definicijom 
xLIy=NZS(x,y) i xy =NZD(x,y), pri čemu “NZS” i “NZD” respektivno 
označavaju “najmanji zajednički sadržilac" i “najveći zajednički djelilac". Lako 
se provjerava da je (B, U,"!) Booleova algebra, pri čemu elementima 0 i 1 iz 
definicije Booleove algebre odgovaraju brojevi 1 i n, dok je komplement 
elementa x dat kao x’ = n/x. Relacija poretka u ovoj Booleovoj algebri je relacija 
opisana odnosom “biti djelilac od". 


U skupu prirodnih brojeva (uz dodatak nule) uvedimo dvije operacije sa 
oznakama “&” i “|” (oznake su preuzete iz programskog jezika C, koji je jedan 
od programskih jezika koji ih podržava). Vrijednost x & y računa se na sljedeći 
način. Oba broja x i y napišu se u binarnom brojnom sistemu, broj koji ima 
manje binarnih cifara dopuni se nulama s lijeve strane (tako da oba broja imaju 
jednak broj cifara), a zatim se rezultat konstruira primjenom operacije 
konjunkcije (iz prekidačke algebre) nad odgovarajućim binarnim ciframa brojeva 
xiy. Na primjer, 53 & 25 = 17, jer je 53 = (110101), i 25 = (011001),, tako da 
imamo (110101), & (011001) = (010001)2 i (010001)2= 17. Vrijednost x|y se 
računa na analogan način, samo se umjesto konjunkcije koristi disjunkcija. Na 
primjer, 53125 = 61, jer je (110101) | (011001) = (111101) i (111101), = 61. 
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Operacije “&? i “|” nazivaju se respektivno konjunkcija po bitima (engl. bitwise 
and) i disjunkcija po bitima (engl. bitwise or). Ove operacije ne mogu se 
koristiti za definiranje Booleove algebre na cijelom skupu prirodnih brojeva sa 
nulom. Međutim, ukoliko se ograničimo na skup B cijelih brojeva u opsegu od 0 
i 2"—1 uključivo, tada je lako pokazati da (B,|,&) čini Booleovu algebru, pri 
čemu elementima 0 1 1 iz definicije Booleove algebre odgovaraju respektivno 
brojevi 0 i 2"—1, dok je komplement elementa x dat kao x' =2"-1—x. 


Ukoliko je (B,u,!"!) ma kakva Booleova algebra, tada u skup B” lako 
možemo uvesti Booleovu algebru ukoliko usvojimo konvenciju po kojoj vrijedi 


(ai, Q2, ..., An) U (b1, ba, ..., Dn) = (a; U bi, az U bs, ...,a, U bp) 
(d1, 42, ..., An) T (b1, b2,...,b,) = (ai P bi, a2" bo, ..., an bn) 


Prema ovoj konvenciji, posve je lako definirati Booleovu algebru nad skupom 
{0,1}". Nije teško uočiti tijesnu vezu između tako definirane Booleove algebre i 
Booleove algebre iz prethodnog primjera. 


3.3 Izomorfizmi Booleovih algebri 


Uporedimo sada nekoliko do sada razmotrenih Booleovih algebri nad 
četveročlanim skupovima, konkretnije Booleove algebre B= (P({a, b}, U, A), 
zatim 8,2=((0,0,B,1),v,A) sa operacijama “v” i "A" definiranim prema 
pravilima Booleove kvaternarne logike, te algebre 83= ({1,2,3, 6}, NZS, NZD), 
B4= ({0, 1,2,3}, |, &) i, konačno, Bs= ({0, 1¥,v, A). Lako je primijetiti da se 
svaka od ovih Booleovih algebri može svesti na bilo koju od preostalih prostim 
preimenovanjem elemenata skupa i imena operacija. Na primjer, ukoliko u 
Booleovoj algebri B; preimenujemo skupove 2, {a}, {b} i {a,b} u 0, 1,2 1 3 
respektivno, a operacije “12? i "O" u “|” i “&”, dobićemo upravo Booleovu 
algebru Bu. 


Prethodno razmatranje navodi na sljedeću definiciju: za dvije Booleove 
algebre B; = (Bı, O1,"11) i 82 = (B2, O2, 12) kažemo da su izomorfne ukoliko je 
moguće tako preimenovati elemente skupa Bı u elemente skupa B2 da kada 
zamijenimo operacije “u? i “N? sa operacijama “u i “T dobijamo 
upravo smisao operacija “u3” i “T1,” u skupu B3. Formalno iskazano, Booleove 
algebre B,=(B,L,,!!,) i 8,=(B23u2,"!2) su izomorfne ukoliko postoji 
bijekcija f: Bı—B2 takva da za svaka dva elementa x i y iz Bı vrijedi 
fu y) =f(x) UZ f0 i fxNiy) =f) f). Izomorfne Booleove algebre 
principijelno su identične, a razlikuju se samo u obilježavanju elemenata i 
operacija. Na primjer, svaka od Booleovih algebri Bi, Bo, B3, By i B5 iz 
prethodnog primjera izomorfna je sa svim ostalim. 


Može se dokazati da su dvije Booleove algebre B;=(B;,L1;,"!)) i 
B, =(Bz,L12,"!,) izomorfne ako i samo ako je #B,=#B,. Pored toga, svaka 
Booleova algebra nad nekim konačnim skupom B izomorfna je sa Booleovom 
algebrom (P(U),U, N) za neki pogodno odabran skup U (ovo tvrđenje poznato 
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je pod nazivom Stoneova' teorema). Posljedica ovoga je da se u konačnom 
skupu B može uvesti Booleova algebra ako i samo ako skup B ima 2" elemenata, 
gdje je ne N. Tako se, recimo, ne može definirati Booleova algebra u skupu B 
koji ima tri elementa. 


3.4 Prekidačke funkcije 


Pod prekidačkom funkcijom naziva se svaka funkcija f:{0,1}"— {0,1}, tj. 
funkcija čiji su svi argumenti iz skupa {0,1} i koja uzima samo vrijednosti iz tog 
istog skupa. Prekidačke funkcije imaju veliki značaj u digitalnoj obradi podataka, 
s obzirom da se svaka digitalna obrada podataka na konačnom skupu vrijednosti 
može opisati upravo skupom prekidačkih funkcija, na šta je već ukazano u 
uvodnom poglavlju. Dalje, s obzirom da je prekidačka algebra ((0,1),v,A) 
izomorfna sa algebrom logike iskaza ({L, T 1,v,A), sva pravila i postupci logike 
iskaza ostaju u važnosti u prekidačkoj algebri, uz trivijalnu zamjenu simbola "L" 
i “T” sa “0” 1 “1” respektivno. Tako se, recimo, svaka prekidačka funkcija može 
predstaviti preko izraza u kojem se koriste samo operacije konjunkcije, disjunkcije 
i negacije. Također, za dobijanje što je god moguće jednostavnijeg izraza koji 
opisuje neku prekidačku funkciju, može se koristiti Ouineov algoritam, Veitchovi 
dijagrami, ili bilo koji drugi srodan postupak. Za jednostavniji prikaz izraza 
kojima se definiraju pojedine prekidačke funkcije, često se uvodi i operacija 
sabiranja po modulu 2, u oznaci "O", definirana kao x® y = (x+y) mod 2 (pri 
čemu “mod” označava “ostatak pri dijeljenju sa”). Operacija "O" lako se 
izražava preko konjunkcije, disjunkcije i negacije korištenjem identiteta 
xĐy=xyVxy i ona praktično odgovara operaciji ekskluzivne disjunkcije u 
logici iskaza. Značaj prekidačke algebre u razmatranju digitalne obrade podataka 
nad konačnim skupovima demonstriraćemo na dva karakteristična primjera. 


> Primjer: Predstaviti digitalno računanje funkcije f(x) =x" za vrijednosti 
xe {0,1,2,3,4,5,6,7} pomoću prekidačkih funkcija. 


Elemente skupa {0,1,2,3,4,5,6,7} možemo na razne načine kodirati kao 
sekvence elemenata skupa {0,1}. Najprirodnije je za tu svrhu koristiti binarnu 
reprezentaciju broja sa tri binarne cifre, odnosno uvesti kodiranje 0 — 000, 
1—001, 2—= 010, 34011, 4— 100, 54101, 64110 i 7— 111. Na isti način, 
vrijednosti funkcije y = f(x) iz skupa {f(0), f(1),f2),f(3),f(4), f(5), f(6),f(7)) 
odnosno skupa {0, 1,4, 9, 16,25,36,49} možemo kodirati binarnim brojevima sa 
šest binarnih cifara (s obzirom da je upravo toliko potrebno za binarnu 
reprezentaciju najveće vrijednosti f(7)=49), tako da ćemo za predstavljanje 
vrijednosti funkcije koristiti kodiranje 0—>000000, 1—>000001, 4—>000100, 
9 —> (001001, 16 — 010000, 25 > 011001, 36 > 100100 i 49 > 110001. U skladu sa 
obavljenim kodiranjima, koja ćemo simbolički predstaviti kao x—> xXx 1 
y—>y5)4)3)2Y1)0, računanje razmatrane funkcije na razmatranom skupu možemo 


! Marshall H. Stone (1903—1989), američki matematičar. Bavio se funkcionalnom i realnom analizom, kao i 
Booleovom algebrom. 
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prikazati sljedećom tablicom (u kojoj su prikazane kako nekodirane, tako i 
kodirane vrijednosti): 


X |X | Xr | Xo | Y | Ys | Y4 | Y3 | Y2 | Yı | Yo 
0 | 0 | 0 [ 0 [| 0 [| 00 |0|0 | 0/0 
1 0/0 1 1 0 [01/0100 1 
2110 1 O|4|010 0 1 00 
310 1 1 91010 1 010 1 
4 1 0 | 0 |16]|0 1 0 | 0 [0 |0 
5 1 0 1 (25) 0 1 1 0/0 1 
6 1 1 0136 | 1 0/0 1 0/0 
7 1 1 1149 1 1 0 0 0 1 


Kako sve vrijednosti y;, i=0..5 jednoznačno zavise od vrijednosti x2, xı i 
Xo, to postoje prekidačke funkcije f;, i=0..5 takve da je y; = fi(x2, X1, X0), 1=0..5. 
Ove funkcije je lako očitati na osnovu prikazane tablice. Naime, iz tablice prvo 
možemo očitati izraz u SDNF ili SKNF obliku koji definira odgovarajuću 
funkciju, a zatim pojednostaviti dobijeni izraz, što u našem primjeru dovodi do 
sljedećih rezultata: 


Y5 = f5(X2, X1, Xo) = XXI Ya = fa(X2, X1, X0) = X2(X1V X0) 
y3 = fil, X1, Xo) = (X ® xı) Pa = fs(X2, X1, X0) = XIX 
yı = fi(xX2, X1, X0) = 0 Yo = fo(X2, X1, X0) = Xo 


Ovaj skup prekidačkih funkcija opisuje traženi postupak digitalnog 
računanja razmatrane funkcije na razmatranom skupu, odnosno traženi postupak 
može se opisati preslikavanjem oblika 


(X2, X1, X0) > (Y5, Yas Y3» Y2 715 Yo) = (X2X1, X2(X1V xo), (x2 ® x1) xo, X1X0, 0, Xo) 


> Primjer: Predstaviti digitalno računanje zbira c = a+b pomoću prekidačkih 
funkcija, pri čemu su operandi a i b cijeli brojevi u opsegu od 0 do 15 
uključivo. 


Slično kao u prethodnom primjeru, operande a i b možemo kodirati 
četverocifrenim binarnim brojevima, a rezultat c peterocifrenim binarnim 
brojevima (s obzirom da je 0 <c <30, četiri cifre nisu dovoljne za reprezentaciju 
svih mogućih rezultata, ali pet cifara jeste). Drugim riječima, možemo uvesti 
kodiranje a— azaza1a0, b>b3bobibo i C > C4C3C2C1Co, te posmatrati računanje 
zbira c=a+b kao računanje funkcija c; = f:(a3,a2, a1, 40, b3, b2, b1, bo), i= 0..4. 
Načelno bismo mogli postupiti kao u prethodnom primjeru i formirati 
odgovarajuću tablicu koja bi opisivala tražene funkcije. Međutim, kako one 
ovise od 8 promjenljivih, takva tablica morala bi imati 2" = 256 redova, što nije 
nimalo praktično, a pored toga, teško bi bilo optimizirati izraze za funkcije koji 
bi se dobili neposrednim očitavanjem iz takvih tablica. Stoga ćemo do rješenja 
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doći intuitivnim putem. Razmotrimo prvo šta mi uopće radimo kada sabiramo 
dva binarna broja. Posmatrajmo prvo jedan specifičan primjer, a kasnije ćemo 
izvući opći zaključak: 

1011 


+1001 
10100 


Očigledno, sabiranje se obavlja počev od cifri (bita) najmanje težine, prema 
ciframa veće težine, pri čemu se bilježi samo najniža cifra zbira, dok se viša 
cifra pamti kao prenos. U svakom koraku, sabiraju se dvije cifre zajedno sa 
cifrom prenosa koja je preostala od prethodnog sabiranja, osim pri sabiranju 
dvije najniže cifre, kada nema prenosa od ranije. Međutim, 1 taj specijalni slučaj 
možemo tretirati kao sve ostale, ukoliko uzmemo da je u tom slučaju cifra 
prenosa bila jednaka nuli. Označimo sa 2 i [[ prekidačke funkcije sa 3 
argumenta koja na osnovu 3 binarne cifre koje su joj proslijeđene kao argumenti 
generira odgovarajuću cifru zbira odnosno prenosa. Tada je očigledno da je 
traženi postupak sabiranja moguće opisati rekurzivnim jednačinama oblika 


c;=2(a;, bi Pia), pi= IWa;, bi piai), Pu =0 


za i = 0..3, pri čemu je c4 = p3. Funkcije 2 i [[ lako je odrediti na osnovu sljedeće 
tablice, koja opisuje njihovo dejstvo: 


X y Z X(x, Yy, z) IIx, Y, z) 
0/100 0 0 
010 1 1 0 
0/10 1 0 
O 1 1 0 1 
110,0 1 0 
1 0 1 0 1 
1 1 0 0 1 
1 1 1 1 1 


Iz ove tablice je lako očitati i optimizirati izraze za funkcije (x,y,z) i TI(x, y, z): 


(x,y,z) =XyZVXyZVXyZVXyZ =X(yZVyZ)VX(yZVyzZ) = 
= x(y®z)vx(yv z) yZ) =Xx(yĐD2)VxyyVyZVyZVIZ = 
=Xx(yĐz)vxyĐz =x®(y®z)=x®y®z 


Ilx, y, Z) =XyYZVXYÝZVXYZVXYZ = 
= (XyYZVXyZ)V(XyZVXyZ)V(xyZzVxyZ)= 
=yzvxzvxy=xyv(xvy)z 
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S obzirom da je očigledno X(x,y,0) =x&y i [[(x,y,z)=xy, slijedi da je 
Co=40® bo, Po = aobo, ci = a;® b;® p; i p;= a;b;V (am bÌ pia za i = 1..3, dok je 
Ca=p3. Razmotamo li ove rekurzivne izraze, dobijamo sljedeće izraze, koji 
opisuju traženo digitalno računanje zbira c = a + b: 


Co = a0 ® bo 
cı = adı ® bı ® ao bo 
c2 = a ® bÈ (a; bı v (av by) aobo) 
c3 = a3 ® b; Ọ® (az b2 V (ax bo) (a; bı v (av bı) ao bo)) 


Ca = a; b; V (a3v b3) (a, b2 V (ax bo) (a; bı V (av b1) ao bo))) 


Provedena razmatranja mogu se i dalje generalizirati. Naime, kako je svaka 
Booleova algebra nad konačnim skupom elemenata izomorfna sa Booleovom 
algebrom ((0,1)",v,A) za neko n, to se i svaka funkcija f: B>B gdje je B ma 
kakav skup od 2” elemenata može svesti na skup od n prekidačkih funkcija. 
Zaista, neka je g ma kakva bijekcija sa B na {0,1}", tj. neka za svako xe B 
postoji jedinstveno određeno g(x) = (x1, X2, ..., Xn) € 10,1)" i neka za svako 
(X1, X2... Xn) € {0, 1)" postoji jedinstveno određeno x = g'(x, X2, ..., Xn) € B. Tada, 
umjesto funkcije f možemo razmatrati funkciju h : {0, 1 }” — {0, 1)" definiranu sa 
h(X1, X2, +, Xn) = E(f (po đe; ....Xn))), S obzirom da ukoliko poznajemo funkciju 
h, vrijednost f(x) možemo izračunati koristeći identitet f(x) = g_ (h( g(x))). 
Primijetimo još da, u skladu sa definicijom kompozicije (proizvoda) funkcija, 
vrijedi h = g 'ofogif=gohog" (za funkcije fi h vezane identitetima ovakve 
vrste kažemo da su slične, dok funkciju g koja ih povezuje nazivamo 
transformacija sličnosti). Dalje, ukoliko uvedemo trivijalne pomoćne funkcije 
1;:{0,1}"—{0,1},i=1..n (tzv. projekcijske funkcije) koristeći definiciju 
TG(X1, X2, ++ Xn) = x; 1 definiramo nove funkcije h;(X1,X2,...,Xn) = T:i(A(X1, X2, --->Xn)), 
i= 1..n, imamo h(X1, X2, +++,Xn) = (h(X1, X2, +++,Xn), PAO X2, +++,Xn), <+- h,(X1, X2, ++.,Xn)). 
Slijedi da je funkcija f u potpunosti definirana skupinom funkcija hı, 12, ..., An, pri 
čemu su sve ove funkcije prekidačke funkcije. 


Intuitivno, funkcija f obavlja izvorno računanje (koje želimo simulirati 
prekidačkim funkcijama), funkcije g i g obavljaju kodiranje podataka sa 
kojima računamo u sekvence nula i jedinica odnosno dekodiranje sekvenci nula i 
jedinica nazad u izvorne podatke, dok funkcija h odnosno skupina prekidačkih 
funkcija hı, h2, ..., hn obavlja računanje sa kodiranim podacima. U suštini, ovo je 
samo formalizirani oblik razmatranja koje je principijelno identično razmatranju 
provedenom na kraju uvodnog poglavlja. 


Vidimo da prekidačke funkcije posjeduju veliku izražajnu moć, bez obzira 
što po svojoj prirodi izgledaju krajnje jednostavno. Zapravo, bez obzira što 
prekidačkih funkcija sa n argumenata ima konačno mnogo, njihov broj je 
nevjerovatno velik. Zaista, postoji čak 2'" različitih prekidačkih funkcija od n 
argumenata. Tako, recimo, postoji 2% = 18446744073709551616 prekidačkih 
funkcija od 6 argumenata. Interesantno je da i skup svih prekidačkih funkcija od 
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n argumenata također čini Booleovu algebru ukoliko operacije “LI? i “r” nad 
prekidačkim funkcijama definiramo kao: 


(f LI g)(X1, X2, Mo e) =f(X1,X2, #433, Xn) v 8(X1,X2, Ka) 


(FT 8), X2, -+1 = X1, X25 -23 Xn) 8X1, X2, -3 Xn) 
3.5 Aritmetizacija prekidačkih funkcija 


Interesantno je da se svaka prekidačka funkcija može napisati i kao obični 
aritmetički izraz, koristeći samo klasične aritmetičke operacije sabiranja, 
oduzimanja i množenja. Zaista, konjunkcija se na skupu vrijednosti (0,1) 
svakako poklapa sa običnim množenjem, dok za negaciju i disjunkciju (na istom 
skupu vrijednosti) vrijede sljedeće formule, koje se lako provjeravaju prostim 
uvrštavanjem: 


r=1-x, XVy=x+y-xy=1-(1-x9(1-y) 


Druga od dvije ponuđene varijante za izražavanje disjunkcije preko 
aritmetičkih operacija često je pogodnija, jer se lako generalizira za slučaj više 
promjenljivih (što se lako dokazuje pomoću matematičke indukcije): 


XIVAN oV Xn =1-(1-x)(1-x)...(1-x,) 


Primjenom navedenih formula, svaka prekidačka funkcija može se 
predstaviti kao polinom po svim promjenljivim od kojih funkcija zavisi. Pored 
toga, taj polinom se uvijek može svesti na tzv. multilinearni polinom, odnosno 
polinom koji je prvog stepena po svakoj od svojih promjenljivih. Zaista, pošto za 
xe (0,1) vrijedi x"=x za ma kakvo n>0, to se svi viši stepeni ma koje od 
promjenljivih mogu zamijeniti prvim stepenom. Postupak kojim se prekidačka 
funkcija prevodi u ekvivalentni oblik multilinearnog polinoma naziva se 
aritmetizacija prekidačke funkcije. 


> Primjer: Aritmetizirati prekidačku funkciju f(x,y,z)= X yZVXyZVxyZ. 


Postupak aritmetizacije ćemo obaviti zamjenom svih negacija i disjunkcija 
odgovarajućim aritmetičkim ekvivalentima, nakon čega ćemo srediti dobijeni 
izraz. Tokom sređivanja je korisno više stepene promjenljivih kad god možemo 
mijenjati sa samim promjenljivim, jer se na taj način može znatno pojednostaviti 
sam tok postupka: 


f(x,y,2) = XYZVXyZVXyZ = 
=1-(1-(1-9yD(1-x(1-y»)D1-xy(1-2) = 
=1-(I-yz+xy2)(1-xz+xy2)(1-xy+xyz) = 
=1-(1-xZ+xy2-y2+X)2 -xy z +xyz-x yz +x y z) -xy+xy2) = 
=1-(l-xz+xyz-yz+xyz-xyz+xyz—-xyz+xyz)(l-xy+xyz)= 


127 


=1-(1-xz-yz+2xy2)(1-xy+xyz) = 
= 2 22 2 22 22 222 _ 
=1-(1-xy+xyZ—XZ+XyZ—XVZ—yZ+Xy z-xy zZ +2xyz—-2x y z+2xyz)= 
=1-(1-xy+xyZ—XZ+XVZ—XYZ—yZ+XyZ—XyZ+2XyZ—2XxyZ+2xy2) = 
=1-(I-xy-xz-yz+3xyZ)=xy+xz+yz-3xyz 


Primijetimo da se u aritmetiziranom obliku prekidačke funkcije mogu 
javljati i konstante različite od 0 i 1, kao i da pojedini podizrazi dobijenog izraza 
mogu također uzimati vrijednosti različite od 0 i 1 (na primjer, podizraz xy +xz 
u gore prikazanom aritmetiziranom obliku funkcije ima vrijednost 2 za 
x=y=z=1). Značaj aritmetizacije prekidačkih funkcija leži prvenstveno u 
činjenici da ona omogućava da se izrazi prekidačke algebre tretiraju kao obični 
aritmetički izrazi, što ponekad može biti korisno. 


3.6* Žegalkinova algebra 


Za razliku od prekidačke algebre koja se zasniva na operacijama 
konjunkcije, disjunkcije i komplementiranja (negacije), ŽZegalkinova algebra 
zasniva se na operacijama množenja i sabiranja po modulu 2 (komplementiranje 
se ne koristi). Svaki izraz ili funkcija prekidačke algebre može se napisati samo 
pomoću operacija Žegalkinove algebre. Zaista, konjunkcija se na skupu (0,1) 
svakako poklapa sa množenjem, dok za negaciju i disjunkciju imamo 


x=19x, xvy=x®y®xy=19(19xəV (9y) 


Slično kao i kod izražavanja disjunkcije preko (običnog) sabiranja pri 
aritmetizaciji prekidačkih funkcija, druga ponuđena varijanta izražavanja 
disjunkcije preko sabiranja po modulu 2 i množenja ima prednost što se lako 
generalizira na proizvoljan broj promjenljivih: 


XVXKV VX =19 (19x) (1 8x)... (1 8x) 


Može se uočiti značajna sličnost između Žegalkinove algebre i izražavanja 
prekidačkih funkcija aritmetičkim izrazima. Žegalkinova algebra je značajna u 
teoretskim analizama prekidačkih funkcija zbog činjenice da su njene zakonitosti 
u priličnoj mjeri srodne zakonima obične aritmetike (pri čemu operacija 
sabiranja po modulu 2 preuzima ulogu sabiranja), ali ne zahtijeva uvođenje 
nikakvih drugih konstanti osim 0 ili 1. 


Osobina komutativnosti i asocijativnosti sabiranja po modulu 2, zatim 
osobina distributivnosti konjunkcije prema sabiranju po modulu 2, odnosno 
pravilo x(y®z)=xy® xz, kao i trivijalne osobine x Đx=0 i x ®0 =x, dovoljne 
su za osnovne manipulacije sa formulama Žegalkinove algebre. Posebno, 
primjenom ovih pravila svaki se prekidački izraz odnosno svaka prekidačka 
funkcija može izraziti u standardnom obliku Žegalkinove algebre (koji se još 
naziva i Žegalkinov polinom) koji je izražen kao zbir po modulu 2 članova koji 
mogu biti ili konstanta 1, ili individualne promjenljive, ili proizvodi individualnih 
promjenljivih. 


128 


> Primjer: Prikazati izraz prekidačke algebre x yzvxyzvxyz u standardnom 
obliku Zegalkinove algebre. 


Na osnovu predhodno navedenih osobina, možemo pisati: 


XYZVXyZVxyZ =1Đ(19(19x)yz)(19x(196y)z)(19xy(19z2)) = 
=10(19OyzOxy (1 OxzOxy 1 ®xy®xyz)= 
=195Đ(1ĐxzĐxyzĐyzĐxyzĐxyzĐxyzĐxyzĐxyz)(1ĐxyĐDxyz)= 
=19(19xzĐyz)(1ĐxyĐxyz) = 
=1919Đxy5ĐxyzĐxzĐxyzĐxyzĐyzĐxyzĐxyz= 
=xyĐxzĐyzĐxyz 


Žegalkinova algebra ne mora se zasnovati samo na prekidačkoj algebri. 
Naime, operaciju "O", koju smo uveli u prekidačkoj algebri, kao i operaciju 
množenja “-”, moguće je uvesti u proizvoljnu Booleovu algebru (B, u, "'), 
koristeći definicije 


xĐy=(x!1y)L(x"1)y), x-y=xfly 


Ovako definirana operacija "O" naziva se Booleovo sabiranje, tako da je x ® y 
Booleov zbir elemenata x i y. Na primjer, u logici iskaza ova operacija odgovara 
ekskluzivnoj disjunkciji, u algebri skupova ona odgovara simetričnoj razlici, itd. 
Struktura (B,&,-) tada predstavlja Žegalkinovu algebru. Ovakva općenita 
Žegalkinova algebra naziva se još i Booleov prsten. Žegalkinovu algebru 
(Booleov prsten) moguće je definirati i aksiomatski skupom pravila koja skup B 
kao i operacije "O" i “-” moraju zadovoljavati, slično kao što smo aksiomatski 
definirali i Booleovu algebru. 


U tijesnoj vezi sa Žegalkinovom algebrom je i pojam Booleovog (logičkog) 
izvoda odnosno derivacije (susreću se i izrazi Booleova odnosno logička 
diferencija). Booleov izvod prekidačke funkcije f(x1, X2, ...,Xn) PO promjenljivoj 
X i= 1.. n, u oznaci 2, f(X1, X2, ...,Xn), definiran je izrazom 


9, f1 X2 ai Xn) = f(X, X2, is Kn) O f(X,,X2, e.s Xil, Ki» Xi ..., Xn) 


Booleov izvod neke prekidačke funkcije po nekoj promjenljivoj je nova logička 
funkcija, koja ne zavisi od te promjenljive. Sama operacija kojom se nalazi 
Booleov izvod naziva se Booleovo (logičko) diferenciranje. Ova operacija se 
posebno lako izvodi ukoliko se funkcija prethodno svede na standardni oblik 
Zegalkinove algebre. 


> Primjer: Za prekidačku funkciju f(x,y,z) = Xyzvxyzvxyz, odrediti njen 
Booleov izvod po promjenljivoj y. 


Za nalaženje Booleovog izvoda, koristićemo ranije nađeni oblik prekidačkog 
izraza Xyzvxyzvxyz u standardnom obliku Zegalkinove algebre: 
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A,(XyZVXxXyZVXxXyZ)=0,(xyĐxzĐyzĐxyz) = 
=(xyĐxzĐyzĐ9xyz) Đ(xyĐxzĐyzĐxyz) = 
=xyĐxyĐyzĐyzĐxyzĐxyz= 
=xyĐx(1Đy) Đyz Đ(195y)z Bxyz Đx(19Đy)z = 
=xyĐxĐxyĐyzĐzĐyzĐxyzĐxzĐxyz= 
=x®z®xz=xvz 


Booleov izvod predstavlja analogon običnog izvoda koji se koristi u 
matematičkoj analizi i može se uzeti da predstavlja njegovu diskretnu verziju 
prilagođenu prekidačkoj algebri. Stoga Booleov izvod posjeduje svojstva koja su 
dosta slična svojstvima klasičnog izvoda, kao na primjer: 


9, f=0, ako fne zavisi od x; 

9, x=1 
9,,(fĐg)=0,,f $,,g 
(f8)=f0,,g, ako fne zavisi od x; 
DCF E) =f dug D 0,f)g 9(0,f) (0,2) 


Ova pravila omogućava veoma jednostavno računanje Booleovih izvoda za sve 
funkcije koje su prikazane u standardnom obliku Zegalkinove algebre. 


Napomenimo da Žegalkinova algebra ima veliku primjenu u računarskoj i 
općenito digitalnoj tehnici. Recimo, veliki dio teorije kodiranja koja se bavi 
konstrukcijom kodova koji su u stanju detektirati i korigirati greške koje nastaju 
prilikom prenosa podataka zasnovan je upravo na Žegalkinovoj algebri. Pored 
toga, brojne metode dijagnostike i detekcije kvarova u digitalnim sklopovima 
zasnovane su također na matematskom aparatu Žegalkinove algebre, a posebno 
na primjeni Booleovog diferenciranja. 


3.7 Interpretacije prekidačke algebre u tehnici 


Prekidačke funkcije imaju interesantne interpretacije u raznim oblastima 
tehnike. Na prvom mjestu, prekidačke funkcije se mogu pridružiti mrežama 
serijsko-paralelno spojenih prekidača (ili kratko prekidačkim mrežama) odakle 
je zapravo i potekao naziv prekidačka algebra. Osnovni elementi takvih mreža 
su prekidači, koji se sastoje od upravljačkog kola i kontakata, pri čemu kontakti 
mogu biti mirni i radni. Svako upravljačko kolo može upravljati sa jednim ili 
više kontakata. Pri tome, kontakti mogu imati jedno od dva moguća stanja: 
isklopljen i uklopljen. Uklapanjem odnosno isklapanjem prekidača upravlja 
njegovo upravljačko kolo. Ukoliko je upravljačko kolo prekidača uključeno, 
njegovi radni kontakti su uklopljeni, a mirni kontakti isklopljeni. Ukoliko je 
upravljačko kolo prekidača isključeno, vrijedi obrnuto. 
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Upravljačkim kolima prekidača pridružujemo promjenljive prekidačke 
algebre. Stanjima "isključen"! odnosno "uključen" upravljačkog kola odgovaraju 
vrijednosti 0 odnosno 1. Svi radni kontakti kojima upravlja neko upravljačko 
kolo dobijaju simbol promjenljive koja je pridružena tom upravljačkom kolu, 
dok mirni kontakti dobijaju simbol njene negacije. Stanje čitave mreže može biti 
1 ili 0, u zavisnosti da li sklop provodi električnu struju ili ne. Stanje mreže 
zavisi od položaja kontakata, tako da je prekidačka funkcija S pridružena mreži 
funkcija koja zavisi od promjenljivih koje su pridružene upravljačkim kolima. 
Na sljedećoj slici prikazani su simboli kontakata, elementarnih prekidačkih 
mreža, kao i izraza prekidačke algebre koji su im pridruženi: 


Paralelni spoj 


Radni kontakt Mirni kontakt Serijski spoj 
mm =y =". E x 
X X X y 
S=x S=x S=xy u 


S=xvy 


Pri tome se upravljačka kola ne crtaju, nego se prosto podrazumijeva da svim 
kontaktima koji su označeni istom promjenljivom odgovara isto upravljačko kolo. 


Svakoj prekidačkoj mreži moguće je jednoznačno pridružiti neku prekidačku 
funkciju. Vrijedi donekle i obrnuto, odnosno svakoj prekidačkoj funkciji u kojoj 
se znak negacije pojavljuje samo iznad individualnih promjenljivih (a ne iznad, 
recimo, nekog većeg dijela izraza) moguće je pridružiti neku prekidačku mrežu. 
Na primjer, neka je data prekidačka funkcija: 


S(x,y, z) =XyVXxyZVX(yVZ) 


Jedna od mogućih prekidačkih mreža koja odgovara ovoj funkciji prikazana je 
na sljedećoj slici: 


Prekidačka algebra se intenzivno koristi za pojednostavljenje prekidačkih 
mreža. Nekoj prekidačkoj mreži pridruži se odgovarajuća prekidačka funkcija, 
koja se zatim pojednostavi koristeći pravila prekidačke algebre. Na kraju se 
nacrta prekidačka mreža koja odgovara pojednostavljenoj funkciji. Jasno je da 
takva mreža mora biti funkcionalno ekvivalentna polaznoj mreži. Na primjer, za 
funkciju S iz prethodnog primjera, nakon pojednostavljenja se dobija 
S(x,y,z) =XZV yz. Tako pojednostavljenoj funkciji odgovara prekidačka mreža 
sa sljedeće slike, koja je znatno jednostavnija od polazne: 
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X Z 
y Z 


S obzirom da se praktično svaka digitalna obrada podataka može opisati 
prekidačkim funkcijama, prekidačke funkcije se koriste za opis rada brojnih 
digitalnih uređaja. Da bi se lakše prešlo sa matematskog opisa na njihovu fizičku 
realizaciju, funkcionalnost takvih uređaja obično se ne opisuje formulama 
prekidačke algebre, nego pomoću posebnih shematskih dijagrama, koristeći 
specijalne simbole koji odgovaraju operacijama prekidačke algebre. Na taj način 
se prekidačke funkcije prikazuju kao mreža povezanih elementarnih simbola. 
Simbolika koja se pri tome koristi nije svuda ujednačena. Na slici ispod 
prikazani su neki od najuobičajenijih simbola koji se koriste kod nas, zajedno sa 
simboličkim opisom njihovog značenja. 


xy mi u xvy Ty 
Bi kupio mbo 


Na primjer, prekidačka funkcija S(x, y, z) iz prethodnog primjera može se u svom 
izvornom obliku (prije pojednostavljenja) predstaviti shematskim dijagramom 
prikazanim na sljedećoj slici: 


X 


y S(x,y, 2) 


Istoj funkciji, nakon pojednostavljenja, odgovara sljedeći shematski dijagram: 


X 


S(x,y, z) 
Z 


Kao nešto složeniji primjer, razmotrimo proces digitalnog računanja zbira 
c= a+b koji smo kao primjer razmatrali u Odjeljku 3.4. Shematski dijagram 
koji prikazuje proces ovog računanja na osnovu funkcija koje smo tom prilikom 
izveli, prikazan je na sljedećoj slici: 
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ao bo dibi a2b2 a3b3 


Co Ci C2 C3 C4 


Shematski dijagrami su pogodni stoga što se na osnovu njih može izvršiti 
direktna fizička (npr. elektronička) realizacija uređaja koji računa prekidačku 
funkciju (ili više njih) predstavljenu dijagramom. S obzirom da svakom od 
pojedinačnih simbola tipično odgovara poseban uređaj (za računanje operacije 
predstavljene tim simbolom), koji se naziva elementarno logičko kolo ili gejt, 
jasno je da jednostavnijoj funkciji odgovara jednostavniji uređaj za njeno 
računanje. Stoga je problem minimizacije prekidačkih funkcija od presudnog 
značaja u digitalnoj tehnici uopće. 


3.8* Ternarne (trovalentne) logike 


U nekim primjenama je korisno razmatrati da pored dvije istinitosne 
vrijednosti “tačno” (konstanta “T”) i “netačno” (konstanta “”) postoji i treća 
istinitosna vrijednost. Postoje razna tumačenja šta ta treća vrijednost predstavlja, 
pri čemu su uobičajena tumačenja “nepoznato”, “nedefinirano”, “neodredivo” ili 
“neodređeno” (primijetimo da ovi pojmovi nisu sinonimi). Ova treća istinitosna 
vrijednost se obično označava sa “U” (od engl. unknown ili undefined). Logike 
zasnovane na postojanju tri istinitosne vrijednosti umjesto uobičajene dvije 
nazivaju se zajedničkim imenom ternarne (trovalentne) logike, s obzirom da 
ćemo uskoro vidjeti da takvih “logika” ima više. 


Ternarne logike se ne mogu učiniti Booleovom algebrom, s obzirom da ne 
postoje Booleove algebre nad skupom od tri elementa. Ukoliko je potrebno 
zadržati prednosti ternarne logike nad klasičnom, a i dalje koristiti sve zakonitosti 
koje slijede iz zakona Booleove algebre, moguće je umjesto ternarne koristiti 
ranije spomenutu Booleovu kvaternarnu logiku (koja jeste Booleova algebra). 
Međutim, mnogo je teže naći jasnu interpretaciju dodatnih istinitosnih vrijednosti 
koje uvodi kvaternarna logika u odnosu na ternarnu logiku. 


Logičke operacije se u ternarnim logikama uvode tako da njihov smisao 
bude isti kao u klasičnoj logici kada se kao operandi koriste standardne 
istinitosne vrijednosti “T” i “L”. Međutim, različite ternarne logike razlikuju se 
međusobno u zavisnosti kako se definira ponašanje pojedinih operacija kada 
neki od operanada ima istinitosnu vrijednost "U". Tako, teorija razmatra čak 
3072 različite ternarne logike, ali svega nekoliko od njih ima praktičnu primjenu. 
Najviše se koriste Kleeneova' ternarna logika i Eukasiewiczeva ternarna logika 


! Stephen C. Kleene (1909-1994), američki matematičar. Osnivač teorije rekurzija. 
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koje su, inače, veoma slične (one se, u biti, razlikuju samo u načinu kako je 
definirana implikacija), koje ćemo u nastavku detaljnije opisati. 


U Kleeneovoj ternarnoj logici, operacije klasične logike proširuju se na 
sljedeći način. Pretpostavimo da je "+" neka od operacija klasične logike. 
Uzmimo prvo da X ima vrijednost “T” ili “1”. Ukoliko vrijedi X*T=X=*_, 
tada se uzima da je XxU=X=*T=X=_, inače se uzima da je Xx U = U. Isto 
tako, ukoliko vrijedi T * X =L» X, tada se uzima daje Ux X=T+X=1l=* X, 
inače se uzima da je U * X = U. Vrijednost U + U se definira tako da prethodne 
relacije ostanu na snazi i kada X ima vrijednost "U". Za negaciju se uzima da je 
vrijednost "U" jednaka svojoj vlastitoj negaciji. Na taj način, za operacije 
konjunkcije, disjunkcije, implikacije i negacije dobijamo sljedeće tablice: 


<Y> <Y> 
Xay | ı1 | TOB U XvY| ıı |T| uU 
a| 4 [1 |11 NENE FEENKET 
HT MAECEN LIC TAT EIET 
4 EE Ea ET ET < TN VR GT 

<Y> 

X>Y| L|T [U X |-x 

AT ZETI TIT LIT 

KI ZE risa TE 

a Ta T U U | U 


U Kleeneovoj ternarnoj logici za implikaciju vrijedi X >Y = >X v Y, isto 
kao u klasičnoj logici. Međutim, problem sa ovako definiranom implikacijom je 
u tome što izraz X > X nije bezuvjetno tačan. Zaista, za X = U vrijednost ovog 
izraza je "U", što ne odgovara intuitivnoj predodžbi prema kojoj bi svaki iskaz, 
kakav god da je, trebao biti logička posljedica samog sebe. Ova činjenica se 
opravdava time što Kleeneova logika preferira da se istinitosna vrijednost "U" 
tumači kao “nedefinirano" a ne kao “neodređeno” ili “nepoznato”, tako da se 
činjenica da po Kleenovoj logici vrijedi UĐU = U tumači kao iskazivanje 
činjenice da se bilo kakvo zaključivanje na osnovu nedefiniranih informacija 
treba i samo smatrati nedefiniranim. 


Za razliku od Kleeneove ternarne logike, Zukasiewiczeva ternarna logika 
smatra da izraz X > X mora biti bezuvjetno tačan, s obzirom da ona preferira da 
se istinitosna vrijednost "U" tumači kao "nepoznato" ili "neodređeno", tako da 
svaki iskaz mora slijediti iz samog sebe, čak i ako ne znamo da li je tačan ili 
netačan. Konkretnije, Eukasiewiczeva ternarna logika razlikuje se u tome kako 
se definira vrijednost U + U, gdje “+" ponovo predstavlja neku operacija klasične 
logike. Naime, ukoliko vrijedi T + T =L=+ L, u Lukasiewiczevoj logici se uzima 
dajeU#+U=T«*T=1l* L, inače se uzima da je U U = U. Ova konvencija ne 
unosi nikakvu razliku u definiciji konjunkcije i disjunkcije, ali u definiciji 
implikacije nastaje razlika što po Lukasiewiczevoj logici vrijedi U > U = T (za 
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ostale vrijednosti operanada, vrijednosti su iste kao u Kleeneovoj logici). Jedna 
od posljedica ove izmjene je što u Łukasiewiczevoj ternarnoj logici implikacija 
predstavlja neovisnu operaciju koja nije više izraziva preko konjunkcije, 
disjunkcije i negacije, kao u klasičnoj i Kleeneovoj ternarnoj logici. 


Način kako su u Kleeneovoj i Łukasiewiczevoj ternarnoj logici uvedene 
operacije konjunkcije i disjunkcije jasno pokazuje zbog čega one nisu Booleove 
algebre. Naime, u njima nisu ispunjeni zahtjevi za postojanje komplementarnog 
elementa (XA=X#1l11iXv=X=#T za X=U). Slijedi da u ovim ternarnim 
logikama ne vrijede zakon neprotivrječnosti i zakon isključenja trećeg iz klasične 
logike, što je jedna ne baš poželjna i dosta kontraverzna osobina ovih logika. Na 
primjer, neka je A iskaz "Postoji život izvan planete Zemlje". Kako danas stoje 
stvari, istinitost ovog iskaza je upitna, tako da bi ovom iskazu trebalo dodijeliti 
istinitosnu vrijednost "U". Negacija ovog iskaza, koja glasi "Ne postoji život 
izvan planete Zemlje" također ima istinitosnu vrijednost “U”. Sada, prema 
zakonima Kleeneove i Łukasiewiczeve ternarne logike, iskaz AV—A također 
ima istinitosnu vrijednost "U", jer predstavlja disjunkcija dva iskaza nepoznate 
istinitosti. Međutim, tako formiran iskaz u ovom slučaju glasi "Izvan planete 
zemlje postoji ili ne postoji život". Ovaj iskaz je očigledno tačan, iako zakoni 
ovih ternarnih logika ne govore tako. Problem bi se načelno mogao riješiti 
uvođenjem kvaternarne logike, ali u njoj treba razlikovati dvije vrste "nepoznate 
istinitosti“ (sa mogućim značenjem, recimo, “vjerovatno tačno" i "vjerovatno 
netačno"), što otvara brojne probleme po pitanju kojim iskazima dodijeliti jednu 
a kojima drugu vrstu “nepoznate istinitosti. 


Interesantno je uočiti da bismo u ternarnoj logici mogli formalno "spasiti" 
zakon neprotivrječnosti i zakon isključenja trećeg ukoliko bismo operacije 
konjunkcije i disjunkcije definirali tako da vrijedi UAU= Li UVU =T (šta god 
da to značilo). S obzirom da je u nekim primjenama bitno sačuvati ove zakone, u 
Lukasiewiczevoj logici se uvode i operacije jake konjunkcije (engl. strong 
conjunction) i jake disjunkcije (engl. strong disjunction) za koje vrijedi upravo 
UAU=LliUvU=T, za razliku od klasično definirane konjunkcije i disjunkcije 
koje se nazivaju i slaba konjunkcija (engl. weak conjunction) odnosno slaba 
disjunkcija (engl. weak disjunction). Pri tome se jaka konjunkcija i disjunkcija 
obično obilježavaju posebnim simbolima (najčešće simbolima "0" 1“&") da bi 
se razlikovale od obične konjunkcije i disjunkcije (koje se i dalje obilježavaju 
simbolima “A? 1 “v”). Međutim, jaka konjunkcija i jaka disjunkcija narušavaju 
zakone distributivnosti, odnosno za njih ne vrijedi X & (Y 92) = X&Y PX VOZ. 
Zaista, za X = Y = Z = U imamo U &(U ® U) = U &T = U, dok je, s druge strane, 
UBUGUĐU=1L19P1 =L. Kao posljedica gubitka distributivnosti, izgubljeno 
je i svojstvo idempotentnosti, odnosno općenito je X ®X+X i X®X#+X, što je 
uostalom vidljivo i iz same definicije operacija "9" i“&". 


S obzirom da nije moguće napraviti ternarnu logiku koja bi bila Booleova 


algebra, sasvim je jasno da sva svojstva Booleove algebre nije moguće sačuvati 
ni u kakvoj ternarnoj logici, ma kako definirali njene operacije. Lukasiewiczeva 
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ternarna logika pruža razuman kompromis uvođenjem dvije vrste konjunkcije i 
disjunkcije, pri čemu je po potrebi moguće koristiti jednu ili drugu vrstu, ovisno 
od toga koje nam je zakone važno sačuvati. Međutim, postojanje dva tipa 
osnovnih logičkih operacija dodatno komplicira rad sa ovakvom logikom. Inače, 
postojanje dvije vrste konjunkcije i disjunkcije od kojih se zavisno od potrebe 
koristi jedna ili druga vrsta, karakteristično je za široku porodicu nestandardnih 
logičkih sistema koji se zajednički nazivaju substrukturalne logike. 


Proces logičkog zaključivanja u ma kojem logičkom sistemu tijesno je 
vezan za operaciju implikacije. Vidjeli smo da je implikacija dosta kontraverzna 
operacija (sa aspekta interpretacije) čak i u klasičnoj logici. Stoga je logično 
očekivati da su kontraverze oko definiranja i tumačenja implikacije još veće u 
složenijim logičkim sistemima (u suštini, mnoge nestandardne logike su upravo 
razvijene sa ciljem preciziranja značenja implikacije). Tako je i u ternarnim 
logikama. Ovdje problemi nastaju u vezi sa zaključivanjem prema pravilu modus 
ponens. Naime, ovo pravilo zaključivanja oslanja se na činjenicu da bi izraz 
XA(X>Y) >Y trebao biti bezuvjetno tačan (tj. bez obzira na tačnost X i Y). 
Međutim, lako je vidjeti da modus ponens pravilo "pada" i u Kleeneovoj i u 
Lukasiewiczovoj logici (u obje navedene logike, ovo pravilo ne vrijedi za X =U 
i Y =L, dok u Kleeneovoj logici ono ne vrijedi ni za X = Y = U, odnosno za X= T 
i Y = U. Stoga su predložene modifikacije definicije implikacije sa ciljem da se 
sačuva bezuvjetna tačnost modus ponens principa. Tako se, recimo Godelova 
implikacija, koja čuva modus ponens princip, razlikuje od Lukasiewiczeve 
implikacije po tome što za nju vrijedi U>1=_, dok za prethodne dvije 
implikacije vrijedi U> L=U (smisao ove izmjene je u stavu po kojem se iz 
“nejasne” informacije ne može izvući zaključak da je nešto netačno). Još jedna 
implikacija koja čuva pravilo modus ponens je Rescherova' odnosno stroga 
implikacija (engl. strict implication), za koju vrijedi sve što i za Godelovu, samo 
što pored toga vrijedi još i T =U = L (za ostale vrste implikacija je T = U = U). 


Za logičke vrijednosti “T”, "L" i "U" često se definira poredak prema 
kojem je L< U <T. Uz ovako definirani poredak, nije teško uočiti da ukoliko je 
X<Y, vrijedi X>Y=T i za Lukasiewiczevu i za Godelovu i za strogu 
implikaciju. S druge strane, ukoliko je X > Y, za Godelovu implikaciju vrijedi 
X=>Y =Y, dok za strogu implikaciju vrijedi X= Y =1. Dakle, kod stroge 
implikacije je X > Y = T ako i samo ako je X < Y, inače je X > Y = L. Stoga se 
stroga implikacija nekad obilježava i simbolom “<” umjesto simbola “=”. 


Pored simbola “T”, “1” i “U”, za istinitosne vrijednosti ternarnih logika 
često se koriste i drugi simboli. Na primjer, u Lukasiewiczevoj logici se ove tri 
vrijednosti često označavaju respektivno sa "1", "0" 1 "%", dok se u tzv. 
balansiranim  ternarnim logikama ove istinitosne vrijednosti označavaju 
respektivno sa "1", "—1" i “0”. Dalje, u nekim primjenama se ternarna logika ne 
koristi za opisivanje logičkih principa sa tri stepena istinitosti, nego prosto za 


! Nicholas Rescher (1928—), američki filozof. Bavio se između ostalog i logikom, epistemologijom i filozofijom 
nauke općenito. 
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modeliranje rada prekidačkih mreža u kojem prekidači mogu imati tri položaja, 
slično kao što se prekidačka algebra koristi za opis klasičnih prekidačkih mreža, 
čime dobijamo neku vrstu ternarne verzije prekidačke algebre. Za takve 
primjene, pokazalo se korisnim da se tri moguće istinitosne vrijednosti ternarne 
logike označe prosto sa "0", "1" 1 "2" (one tada nemaju istinitosno tumačenje), 
pri čemu se za potrebe izvođenja operacija ternarne logike uzima da ove 
vrijednosti odgovaraju redom istinotosnim vrijednostima “U”, "T"1 1". 


U ternarnim logikama se, pored klasičnih logičkih operacija, mogu 
formirati i brojne druge operacije koje nemaju svoj ekvivalent u klasičnoj logici. 
Interesantno je primijetiti da dodavanje samo jedne nove logičke vrijednosti 
drastično povećava broj mogućih operacija. Tako je, recimo, u ternarnim 
logikama moguće formirati 3 =27 različitih unarnih operacija, od kojih su 23 
netrivijalne, za razliku od klasične logike u kojoj je moguće formirati 2" =4 
unarne operacije, od kojih je samo jedna netrivijalna (negacija). Dalje, u 
ternarnim logikama je moguće formirati čak 3? = 19683 binarnih operacija (među 
kojima je 19632 netrivijalnih), dok je u klasičnoj logici moguće definirati svega 
2*= 16 binarnih operacija (od kojih je 10 netrivijalnih). Generalno, broj n-arnih 
operacija koje se mogu definirati u ternarnoj logici iznosi 3* (za razliku od 2" u 
klasičnoj logici), što već za n=3 daje broj od 13 cifara. Mada neke od tako 
definiranih operacija mogu biti korisne, većina njih je posve beskorisna sa 
aspekta pratkičnih primjena. One operacije koje su se pokazale korisnim, dobile 
su 1 posebne nazive. U nastavku ćemo se ukratko osvrnuti na neke od njih. 


Od unarnih operacija koje se koriste u ternarnoj logici, na prvom mjestu 
treba navesti operaciju nužnosti “O” (koja se nekad označava i oznakom "L") i 
operaciju mogućnosti “©” (za koju se koristi i oznaka "M"). Iskaz OX čita se 
kao “X je nužno" i izražava tvrđenje da je X sigurno tačno. Stoga je ovaj iskaz 
tačan samo ako je iskaz X zaista tačan, a netačan je ukoliko je X netačan ili 
nepoznate tačnosti. Iskaz OX čita se kao “X je moguće" i izražava tvrđenje da 
postoji mogućnost da je X tačan. Stoga je on tačan ukoliko je X ili tačan ili 
nepoznate tačnosti, a u suprotnom je netačan. Slijedi sumarni prikaz tablica 
istine za ove dvije operacije: 


X X X | 0X 
L le L L 
wa; TIT 
U L U T 


Ove dvije operacije povezane su relacijom ~0OX = 04X. Zaista, pored činjenice 
da se to vidi iz njihovih tablica istine, iskaz poput “nije nužno da bude X” ima 
isti smisao kao iskaz “moguće je da ne bude X”. 


Operacije nužnosti i mogućnosti pozajmljene su iz porodice logika poznatih 
kao modalne logike, koje razlikuju različite vrste istina, a posebno tzv. nužne 
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istine i moguće istine. Na primjer, iskaz "Bill Clinton' je bio predsjednik 
SAD-a" je tačan, jer tako govore poznate činjenice, ali nije nužno tačan, jer bi 
sasvim bilo moguće zamisliti svijet u kojem to nije tako. S druge strane, iskaz 
“Danas će padati kiša, ili neće padati“ je ne samo tačan, nego i nužno tačan, jer 
to slijedi iz zakona logike. Drugim riječima, tačnost ovog iskaza ne ovisi od 
poznatih činjenica, tako da je nemoguće zamisliti svijet u kojima iskaz ovog tipa 
ne bi bio tačan. Operatori “O” i “0” su u modalnim logikama neophodni upravo 
sa ciljem “nijansiranja“ istinitosti, tj. potrebi za razlikovanjem nužnih i mogućih 
istina. Pored toga, u nekim logikama se ovako definiran operator “O” naziva 
Baazov delta operator i označava sa "A" (npr. AX). 


Od ostalih unarnih operacija u ternarnim logikama koje su našle svoju 
primjenu u praksi, spomenućemo još operacije rotiranja naviše (engl. rotate up), 
rotiranja naniže (engl. rotate down), pomjeranja naviše (engl. shift up) i 
pomjeranja naniže (engl. shift down). Ove operacije označavaju se respektivno 
sa “N”, “U”, “A” i “V. Za ove operacije ne postoje nikakve očigledne logičke 
interpretacije, nego su one uvedene čisto za potrebe formalne algebarske 
manipulacije sa izrazima ternarne logike (pogotovo u slučajevima kada se 
ternarna logika koristi kao ternarna verzija prekidačke algebre). Njihove tablice 
istine su sljedeće (smisao naziva ovih operacija postaje jasniji ukoliko logičke 
vrijednosti “L”, “T” i “U” označimo sa “2”, “1? 1 “0” respektivno): 


X |nX X |UX X |7X X |NX 
L U JE. T L L BIR T 
T L T U T HE T U 
U T U L U T U U 


Od binarnih operacija, u ternarnim logikama vrijedi spomenuti razne vrste 
operacije ekvivalencije “<>", koje se uglavnom definiraju tako da vrijedi relacija 
X & Y = (X >Y)^ (Y >X) i koje se međusobno razlikuju po pitanjima poput 
da li je vrijednost “U” ekvivalentna sa samom sobom ili ne, te razne vrste 
ekskluzivne disjunkcije. Pored ovih operacija, interesantno je još navesti 
operaciju konsenzusa, koja se ponekad koristi u Kleeneovoj ternarnoj logici, za 
koju se koristi znak “®” (što baš nije najsretniji izbor, s obzirom da se isti znak u 
Łukasiewiczevoj ternarnoj logici koristi za operaciju jake konjunkcije). Ova 
operacija se definira tako daje X &Y = X (ili X &Y = Y) ukoliko je X = Y, inače 
je X&Y = U. Logički gledano, X ®Y predstavlja ono oko čega se X i Y mogu 
složiti, a mogu se složiti samo ukoliko oba tvrde istinu (tada se slažu u istini), ili 
ukoliko oba tvrde laž (tada se slažu u laži). U svim ostalim situacijama, 
konsenzus" ne postoji, tako da je rezultat neodređen. 


Bez obzira na ogroman broj operacija koje se mogu definirati u ternarnim 
logikama, pokazuje se da se, slično kao u klasičnoj logici, sve one mogu izraziti 


! William “Bill? Clinton (1946—), američki političar, 42. predsjednik SAD-a u periodu od 1993. do 2001. godine. 
? Matthias Baaz (1959-), austrijski naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. 
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pomoću sasvim malog skupa elementarnih operacija. Pri tome, za razliku od 
klasične logike, ovdje konjunkcija, disjunkcija i negacija više nisu dovoljne (na 
primjer, Lukasiewiczeva implikacija nije izraziva preko ovih operacija), nego je 
potrebno uključiti još neke operacije. Pokazuje se da je za poptunu izražajnost 
dovoljno uključiti još Eukasiewiczevu implikaciju i konstantu "U" (alternativno, 
umjesto konstante “U” može se uzeti i operacija konsenzusa, s obzirom da 
vrijedi U=>X &X). Na primjer, operacija “O” može se izraziti pomoću negacije 
i Lukasiewiczeve implikacije, s obzirom da imamo UX = <(X DX). 


Za primjene u računarskim naukama bitno je istaknuti da se programski 
jezik SOL (namijenjen za manipulaciju relacionim bazama podataka) zasniva na 
ternarnoj logici. Ova činjenica mnogim programerima nije poznata, što otvara 
mogućnost za pravljenje logičkih grešaka. Naime, u jeziku SOL se svako polje 
baze podataka u koje nije upisan nikakav podatak tretira kao da sadrži specijalnu 
vrijednost nazvanu "NULL", koja zapravo znači “podatak nepoznat", odnosno “tu 
bi trebao biti neki podatak, ali ga trenutno nema" (bitno je naglastiti da ovo nije 
isto kao polje za koje je eksplicitno rečeno da je prazno, tj. polje koje ciljano ne 
sadrži ništa i u kojem nije predviđeno da bude išta). Svako poređenje polja koje 
sadrži "NULL" sa bilo čime, pa čak i sa drugim poljem koje sadrži "NULL" ili sa 
samom vrijednošću “NULL” smatra se neodređenim i rezultat takvog poređenja je 
upravo logička vrijednost "U", koja se u jeziku SOL naziva "UNKNOWN" (dok se 
logičke vrijednosti “T” 1 "1" nazivaju "TRUE" i "FALSE" respektivno). Ovakav 
tretman je posve logičan, jer o poređenju dva objekta o kojima ne znamo ništa ne 
možemo ništa korisno reći (čak i ako su oba objekta "NULL", to samo znači da o 
njima ne znamo ništa, te ne znamo da li oni predstavljaju iste ili različite 
objekte). Jedini način da testiramo da li neko polje sadrži "NULL" vrijednost je 
putem specijalnog operatora “Is NULL", a nikako poređenjem sa vrijednošću 
“NULL” (s obzirom da će rezultat takvog poređenja biti "'UNKNOWN"'). Dalje, SOL 
razlikuje uvjete (engl. conditions) i ograničenja (engl. constraints), koji se 
različito interpretiraju. Uvjeti podstiču izvršavanje akcije samo ukoliko su 
ispunjeni, odnosno ukoliko je njihova vrijednost "TRUE". S druge strane, 
ograničenja podstiču izvršavanje akcije samo ukoliko su prekršeni, tj. ukoliko je 
njihova vrijednost "FALSE". Treba primijetiti da bilo uvjeti bilo ograničenja čija 
je vrijednost “unknown” ne podstiču izvršavanje nikakve akcije. Programeri koji 
nisu svjesni ovih činjenica često prave ozbiljne logičke greške pri radu sa 
bazama podataka koje sadrže nepopunjena polja. 


3.9* Fuzzy (neizrazita, nejasna, meka) logika 


Fuzzy logika (engl. fuzzy logic) predstavlja interesantno i veoma korisno 
proširenje klasične logike. Mada sama engleska riječ "fuzzy" znači nešto 
“nejasno”, “neodređeno”, “neprecizno”, “razmrljano", ne radi se o tome da je 
fuzzy logika neka nejasna logika koja je nejasna sama po sebi, nego o tome da 
se ona bavi proučavanjem iskaza nejasne ili neprecizne istinitosti, kao i iskaza 
čija je istinitost uvjetovana subjektivnim doživljajima. Recimo, posmatrajmo 
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iskaz poput "Gospodin Perić je visok čovjek". Ukoliko je gospodin Perić visok 
recimo 205 cm, ova izjava je neosporno tačna, a ukoliko je visok recimo 150 cm, 
ova izjava je neosporno netačna. Međutim, šta reći o njenoj istinitosti ukoliko je 
gospodin Perić visok 175 cm? Odgovor očito ovisi o tome kakav je naš 
subjektivni dojam šta smatramo visokim čovjekom. Stoga bi u ovom slučaju 
vjerovatno najbolji odgovor bila nejasna tvrdnja da je iskaz "prilično tačan". 
Fuzzy logika omogućava davanje strogog smisla upravo ovakvim nepreciznim 
tvrdnjama. U današnje vrijeme, fuzzy logika dobija sve veći i veći značaj, 
naročito u primjenama metoda vještačke inteligencije i mekog računarstva 
(engl. soft computing), s obzirom da se većina zaključivanja u stvarnom životu 
odvija u prisustvu nepotpunih ili neprecizno specificiranih informacija. 


Postoji više različitih načina za zasnivanje fuzzy logike. L. Zadeh', osnivač 
fuzzy logike, nejasnim iskazima je pripisivao opisne (lingvističke) istinite 
vrijednosti poput “veoma tačno“, “sasvim tačno", “donekle netačno", itd. koje se 
dalje strogo modeliraju pomoću tzv. nejasnih ili fuzzy skupova. Dakle, u 
izvornoj fuzzy logici, prvo se definiraju fuzzy skupovi, pa se oni koriste za 
uvođenje fuzzy logike. Danas preovladava nešto prirodniji pristup, u kojem se 
prvo definira nešto drugačija fuzzy logika (kao prirodna nadgradnja klasične 
logike), pomoću koje se dalje na prirodan način definiraju fuzzy skupovi. Oni se 
dalje mogu koristiti i za definiranje fuzzy logike onakve kakvu je izvorno 
definirao Zadeh, koja se danas ponekad naziva i fuzzy logika drugog reda. U 
nastavku ćemo usvojiti ovaj pristup, s obzirom da se on logično nadovezuje na 
predhodno izložene pojmove. 


U pristupu fuzzy logici koji ćemo ovdje izložiti, istinitosne vrijednosti 
pridružene iskazima mogu uzimati ne samo dvije moguće različite vrijednosti 
(poput "tačno" i “netačno“), niti vrijednosti iz ma kakvog konačnog skupa 
vrijednosti (kao u viševrijednosnim logikama poput ternarne logike), već mogu 
uzimati ma kakvu kontinualnu realnu vrijednost između 0 i 1 uključivo, tj. 
vrijednost iz segmenta [0..1] = (xeIR|0<x<1). Pri tome iskazu koji je sigurno 
tačan pridružujemo istinitosnu vrijednost 1, iskazu koji je sigurno netačan 
pridružujemo istinitosnu vrijednost 0, dok iskazima čija je istinitost neizvjesna 
pridružujemo realan broj između 0 i 1, koji je tim veći što je veća naša subjektivna 
ubjeđenost u istinitost tog iskaza. Na primjer, iskazu “Gospodin Perić je visok 
čovjek" za slučaj kada je gospodin Perić visok 175 cm možemo prirdužiti 
istinitost od, recimo, 0.8 (ili 80%). Ovdje se mora istaći da je ovo pridruživanje 
stvar isključivo subjektivne procjene, a ne nikakvih objektivnih kriterija. 


Odmah na početku treba istaći da postoji velika razlika između stepena 
istinitosti kojim se izražava istinitost nekog iskaza u fuzzy logici (koji je stvar 
subjektivne procjene) i vjerovatnoće nekog događaja o kojem se govori (koja je 
čisto objektivna činjenica). Na primjer, vjerovatnoća da padne grb pri bacanju 
posve simetričnog novćića iznosi 0.5 (odnosno 50%), pri čemu je to objektivna 


! Lotfi Ashkar Zadeh (1921-), iransko-američki (rodom iz Azerbejdžana) matematičar i inženjer. Najpoznatiji 
po uvođenju fuzzy logike i ulozi u popularizaciji z-transformacije. 
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činjenica, koja ne ovisi ni od kakve subjektivne procjene. S druge strane, 
posmatrajmo iskaz poput "Optuženi je kriv", kojem smo pridružili istinitost od, 
recimo, 0.7. Ova činjenica se obično interpretira kao "Vjerovatnoća da je 
optuženi kriv iznosi 70%”, mada se ovdje ne radi o vjerovatnoći u smislu teorije 
vjerovatnoće, nego o našem vlastitom stepenu vjerovanja u krivicu optuženog. 
Zaista, optuženi je ili kriv, ili nije kriv, samo što mi to ne znamo i tu nema 
nikakve vjerovatnoće (o vjerovatnoći bismo mogli govoriti jedino u rečenicama 
poput “85 % svih optuženika na kraju budu krivi“). Stoga bi bolja interpretacija 
bila “Naš subjektivni stepen ubijeđenosti u krivicu optuženog iznosi 70%". 


Formalno posmatrano, fuzzy logika proučava takve operacije i funkcije sa 
vrijednostima iz segmenta [0..1] koje kao rezultat primjene daju ponovo 
vrijednosti iz segmenta [0..1]. Stoga bi se fuzzy logika mogla posmatrati kao 
grana kontinualne a ne diskretne matematike, s obzirom da proučava kontinualne 
a ne diskretne veličine. Međutim, zbog njene velike povezanosti i analogije sa 
klasičnim aparatom matematičke logike i teorije skupova, ona se gotovo bez 
izuzetka smatra sastavnim dijelom diskretne matematike, bez obzira što se ona 
ponekad poziva na neke operacije koje su tipične za kontinualnu matematiku 
(npr. integraciju iz matematičke analize). 


Prvi zadatak fuzzy logike je proširiti operacije klasične logike, poput 
konjunkcije, disjunkcije i negacije na vrijednosti iz segmenta [0..1], a da one 
zadrže smisao koji imaju u klasičnoj prekidačkoj algebri. Ovo se može uraditi na 
beskonačno mnogo različitih načina, pri čemu treba dati prednost onim načinima 
koji imaju svoj jasan logički smisao, a ne ići na to da se po svaku cijenu zadrže 
svi zakoni klasične prekidačke algebre. Naime, bez obzira što je principijelno 
moguće definirati operacije konjunkcije, disjunkcije i negacije tako da trojka 
([0..1],v,A) bude Booleova algebra (što garantira očuvanje svih zakona koji 
važe u prekidačkoj logici), tako definiranim operacijama ne bi se mogla naći 
nikakva logička interpretacija. To bismo mogli uraditi recimo ovako. Neka je f 
ma kakva bijekcija sa segmenta [0..1] na skup P(N). Takva bijekcija postoji, jer 
skupovi [0..1] i PQX) imaju isti kardinalni broj. Ukoliko sada uvedemo 
definicije xay =F (F0) NfO) ixvy=f FL f)) pri čemu su "O? i "U" 
klasične operacije presjeka i unije, posve je lako pokazati da se dobija Booleova 
algebra sa komplementom definiranim izrazom x’ = f PH) \x). Međutim, bez 
obzira što različitih bijekcija između skupova [0..1] i P(N) ima beskonačno 
mnogo i što različiti izbori bijekcija f daju različite definicije konjunkcije i 
disjunkcije, niti jedan izbor bijekcije f ne daje definicije konjunkcije i disjunkcije 
koje bi se mogle logički opravdati. Zbog toga je prirodno odustati od zahtjeva da 
fuzzy logika bude Booleova algebra i tražiti prirodnije (tj. logički opravdanije) 
definicije konjunkcije i disjunkcije. 


Postoji mnogo načina kako se u fuzzy logici mogu na logički opravdan 
način uvesti operacije konjunkcije, disjunkcije i negacije. Danas je uobičajeno 
da se ove operacije definiraju na sljedeći način, pa kada govorimo o fuzzy 
konjunkciji, fuzzy disjunkciji i fuzzy negaciji, mislimo upravo na ovako 
definirane operacije: 
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xAy=min{x,}y}, xVy=max{X,}y}, x=1-x 


Neformalno rečeno, konjunkcija dva nesigurna iskaza ima istinitost 
nesigurnijeg, dok njihova disjunkcija ima istinitost sigurnijeg iskaza. Ne treba 
zaboraviti da sa ovako definiranim operacijama konjunkcije i disjunkcije, trojka 
([0..1],v,A) nije Booleova algebra. Preciznije, ovdje nije ispunjen uvjet 
postojanja komplementarnog elementa koja se zahtijeva od Booleove algebre. 
Stoga u fuzzy logici, slično kao ni u ternarnim logikama, ne vrijede niti zakon 
neprotivrječnosti niti zakon isključenja trećeg, o čemu treba voditi računa. 


Bez obzira na opisana ograničenja, ovako definirana struktura ([0..1],v,A) 
dijeli dosta osobina koje inače posjeduje Booleova algebra. Recimo, fuzzy 
konjunkcija i fuzzy disjunkcija su apsorptivne jedna prema drugoj, odnosno 
vrijede zakoni apsorpcije xA(x«vy)=x1xv(xAy)=x. Zapravo, fuzzy logika 
opisana trojkom ([0..1],v,A) uz gore definirane operacije fuzzy konjunkcije i 
fuzzy disjunkcije predstavlja primjer algebarske strukture koja se naziva mreža 
ili rešetka (engl. lattice). Mreža je algebarska struktura za čije se dvije operacije 
traži samo da su komutativne, asocijativne i apsorptivne jedna prema drugoj. 
Jasno je da je svaka Booleova algebra mreža, dok je mreža Booleova algebra 
samo ukoliko još vrijede i zakoni distributivnosti i postojanja komplementarnog 
elementa. Može se pokazati da za operacije fuzzy konjunkcije i fuzzy disjunkcije 
vrijedi i distributivni zakon, tj. svaka od ove dvije operacije je distributivna 
prema drugoj, što je korisno svojstvo. 


Postoji još mnogo operacija koje na različite načine generaliziraju operacije 
konjunkcije i disjunkcije, koje se zajednički nazivaju f-norme i s-norme (ili 
t-konorme). Sve se one svode na operacije konjunkcije i disjunkcije u klasičnoj 
logici u slučaju kada argumenti uzimaju isključivo vrijednosti 0 i 1. Pri tome, 
t-norme generaliziraju operaciju konjunkcije, a s-norme (odnosno f-konorme) 
operaciju disjunkcije. Preciznije, neka operacija fuzzy logike “*” je t-norma 
ukoliko je komutativna, asocijativna, ima jedinicu kao neutralni a nulu kao 
apsorbirajući element (tj. xx 1=xix#*0=0) i monotono je rastuća u smislu da iz 
xı x2 İ yı S y2 slijedi xı * yı < x2 * y2. Za s-normu (odnosno f-konormu) vrijede isti 
zahtjevi, samo što je nula neutralni a jedinica apsorbirajući element (tj. x*0=xi 
x+1=1). Jasno je da su fuzzy konjunkcija i fuzzy disjunkcija jedan mogući 
primjer s-norme i f-norme. Ukoliko je f(x,y) neka t-norma, tada je njoj 
odgovarajuća (dualna) s-norma definirana izrazom =s(x,y) = 1—t(1—x,1—y). 
Obrnuto, iz neke s-norme s(x,y) njoj odgovarajuću odnosno dualnu 7-normu 
možemo dobiti pomoću izraza t(x,y) = 1—s(1—-x,1—y). Ovo predstavlja 
generalizaciju De Morganovih teorema u fuzzy logici. 


Razne f-norme i s-norme koje se koriste u praksi obično se obilježavaju 
indeksiranim slovima f i s, pri čemu korišteni indeksi asociraju na specifični 
naziv f-norme odnosno s-norme, ili na ime autora koji je uveo tu /-normu 
odnosno s-normu u upotrebu. U sljedećoj tablici navedene su najpoznatije 
t-norme i s-norme. 
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f- norma S-norma 


t(x,y) = min {x,y} s(x, y) = max {x, y} 
talx, y) = xy Sax, y) =X+y-xy 
t(x, y) = max {0, x+y— 1} S(x, y) = min {1, x+y} 
Ne svak SE. a 
ny) = 2 ise 
p+(1l-p)(x+y—-x)) 1-(1-p)xy 
MG) = rasno s(x, y) = em 


*_41 "_1 lx] -y_1 
t(x, y) = log, [1+ PI : oi )] 


sx, y) = log, [1+ 


1- min (1 A (19) 11 59) = min (1,(0%4)9)%) 
t(x, y) = max (0, (x? +y 7-1) 7") ss(x,y) = 


1— max (0,((1-x)?+(1-y)?-1)"7) 


tak) = E (EDE swa) =1= bell EP 
* y X y 


t(x, y) = . 
= 1,x+y— 
ela BG SV Z i s,(x, y) = min {1,x+y-pxy} 
xy x+y—x y—min{x, y,1— p} 
tau(x, y) = Sau(X, y) = 
max (x, y, p} max {1—x,1— y, p} 


Bez obzira što sve f-norme odnosno s-norme generaliziraju operacije 
konjunkcije i disjunkcije, za njih se nikada ne koriste oznake “A? i “v” (osim za 
već definiranu fuzzy konjunkciju i fuzzy disjunkciju) da ne bi došlo do miješanja 
sa operacijama fuzzy konjunkcije i fuzzy disjunkcije. Od svih navedenih f-normi 
i s-normi, pored fuzzy konjunkcije i fuzzy disjunkcije u praksi se najviše koriste 
ta(x, Y) i sa(x, y), koje se nazivaju algebarski proizvod i algebarski zbir. Za njih 
se često koriste i oznake “&" 1 “®”, tako da je x®&y=xy i xĐy =x+y-xy 
(ponekad se čak koriste i oznake “+? i “+” ukoliko ne postoji opasnost da dođe 
do zabune). Ovako definirane operacije omogućavaju priličnu konzistenciju sa 
postupkom aritmetizacije prekidačkih funkcija, ali pri tom gubimo važenje 
zakona apsorpcije i svih drugih zakona koji iz njega slijede, poput zakona 
idempotencije (recimo, općenito je x®&x+xix®x# x). 
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t-normu t, i s-normu s, uveo je Łukasiewicz u pokušaju generaliziranja 
operacija ternarne logike na vrijednosti iz kontinualnog intervala [0..1]. One se 
također nazivaju ograničena razlika odnosno ograničeni proizvod, a susreću se 
i nazivi jaka konjunkcija odnosno jaka disjunkcija. Za ove operacije također se 
često koriste oznake “&" i "O" što jeste pomalo konfuzno, ali se ove operacije 
obično ne koriste u istom kontekstu kao i algebarski proizvod odnosno zbir, tako 
da ne dolazi do zbrke. Jaka konjunkcija se ponekad označava i oznakom “&”. 
t-norma tapi s-norma sg; nazivaju se redom drastični proizvod i drastični zbir i 
predstavljaju primjere krajnje ekstremističkih definicija t-norme i s-norme. 


Indeksi “h”, “e”, “fF”, “ya”, “s”, “do”, “w” i “du” u t-normama i s-normama 
iz prethodne tablice asociraju na imena autora Hamachera', Einsteina’, 
Franka’, Yagera“, Schweitzera*, Dombija", Webera’ i Duboisa*, dok se 
odgovarajuće norme nazivaju imenima poput Hamacherov zbir (odnosno 
Hamacherov proizvod) itd. One imaju svoje primjene u raznim specifičnim 
aplikacijama. Na primjer, Einsteinova s-norma (Einsteinov zbir) u tijesnoj je vezi 
sa relativističkim slaganjem brzina. Primijetimo da neke od razmatranih f-normi 
i s-normi zavise od unaprijed fiksiranog parametra p. Pri tome, kod 
Hamacherovih normi mora biti p20, kod Frankovih, Yagerovih, Schweitzerovih 
i Dombijevih normi je p > 0 (kod Frankovih normi je još i p+ 1), kod Weberovih 
normi je p >—1, dok je kod Duboisovih normi 0<p< 1. 


Za rezultate operacija svih f-normi i s-normi prikazanih u tablici, vrijede 
sljedeći odnosi (uz fiksirano p): 


tap(x,y) < t(x, y) < te(x,y) < ta(x, y) < t(x, y) < t(x,y) < 
< S(X,Y) S Sh(X, Y) S Sal X, Y) £ SeX, Y) £ Sax, Y) £ Sas(X,)) 


Može se pokazati da je fuzzy konjunkcija najveća od svih łt-normi, dok je fuzzy 
disjunkcija najmanja od svih s-normi. S druge strane, drastični proizvod je 
najmanji od svih t-normi, dok je drastični zbir najveći od svih s-normi. 


U fuzzy logici definiraju se i operacije koje su po vrijednostima između 
t-normi i s-normi, koje se nazivaju kompenzacioni operatori. Oni obično zavise 
od nekog dodatnog parametra, pri čemu se oni za ekstremne vrijednosti tog 
parametra svode se na neku od f-normi odnosno s-normi (obično na algebarski 
proizvod odnosno algebarski zbir). Najpoznatiji među njima su A-operatori i 
y-operatori, definirani pomoću izraza 


1 
2 


Horst Hamacher (1951—), njemački matematičar. Bavi se problemima optimizacije. 

Albert Einstein (1879-1955), njemački fizičar. Dobitnik Nobelove nagrade za fiziku, razjasnio fotoelektrični 
efekat i uveo u fiziku teoriju relativnosti. 

Maurice J. Frank, američki matematičar. Bavi se nelinearnom dinamikom, funkcionalnim jednačinama, te 
iteriranim jednačinama. 

Ronald R. Yager, američki naučnik. Bavi se fuzzy logikom i informacionim sistemima. 

Berthold Schweitzer (1929-2010), američki matematičar. Osnivač teorije vjerovatnosnih metričkih prostora, 
zajedno sa Abe Sklarom. 

Jozsef Dombi (1948—), mađarski matematičar. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. 

Siegfried Weber (1928—), njemački matematičar. 

Didier Dubois (1952), francuski matematičar. Sa svojim saradnikom Henri Pradeom bavi se fuzzy 
skupovima. 


u PR 
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xAiy=Axy+(1-A)(x+y—xy),Xe [0..1] 
xyy=(y)"1-1-x)(1-y)",ye [0.1] 


Pored klasičnog komplementa (fuzzy negacije) definiranog sa x=1—x, 
koriste se i drugi komplementi, od kojih su najpoznatiji Sugenov komplement 
definiran izrazom c,(x) =(1—x)/(1+Ax) i Yagerov komplement definiran 
izrazom cp(x) = (1—x“ )"? gdje je p > 0. Inače, od komplemenata se u fuzzy logici, 
pored zahtjeva da bude 0" =1 i 1" =0, još zahtijeva da budu involutivni, tj. da 
vrijedi (xy =x, da su monotoni u smislu da iz x<y slijedi xX >y’ i da 
preslikavanje x > x* bude neprekidna funkcija (u smislu matematičke analize). 


Za primjene fuzzy logike u postupcima zaključivanja neophodno je uopćiti 
i operaciju implikacije. Već smo vidjeli da je definiranje operacije implikacije 
uvijek praćeno problemima, pa se to može i ovdje očekivati. Na prvom mjestu, 
treba utvrditi koje se osobine očekuju od implikacije. Generalno je prihvaćeno 
da neku operaciju “=” možemo zvati implikacijom samo ukoliko za svaku 
vrijednost x vrijedi O =x = 1 (iz potpune laži se može izvesti bilo šta), x= 1 = 1 
(potpuna istina se može izvesti iz bilo čega) i 1 30 = 0 (apsolutno je netačno da 
se potpuna laž može izvesti iz potpune istine), kao i da za sve vrijednosti x, y i z 
iz pretpostavke x < y slijedi z>x <z> y (pri porastu stepena istine zaključka, 
stepen tačnosti zaključivanja se ne smanjuje) i x=>z 2 y > z (pri porastu stepena 
istine pretpostavke, stepen tačnosti zaključivanja se ne povećava). Postoji mnogo 
definicija koje zadovoljavaju ove zahtjeve, a ovdje su prikazane najpoznatije 
(neke od njih su direktne generalizacije implikacija u ternarnim logikama): 


Definicija x > y Naziv 
max {1-x, y} Kleene-Dienesova? (klasična, binarna) implikacija 
min {1,1-x+y} Łukasiewiczeva implikacija 
1-x+xy Reichenbachova* implikacija 
l,zax<y 


4. . aa 
max (1-x,y),zax>y Fodorova implikacija 


l,zax<y SVAKE 
0,zax>y Rescherova (stroga) implikacija 
maii Godelova implikacija 

y, Zax>y 

l, zax=0 


Goguenova* implikacija 


min{1,y/x}, zax> 0 


! Michio Sugeno (1940-), japanski fizičar i inženjer. Bavi se fuzzy logikom. 
? Zoltan Paul Dienes (1913—), mađarski matematičar. Bavio se temama matematičkog obrazovanja, igara i 
popularizacije matematike. 
Hans Reichenbach (1891—1953), njemačko-američki filozof. Osnivač Berlinskog kruga. 
Ao : p S Aa ; ne 
János Fodor (1956—), mađarski matematičar. Bavi se inteligentnim upravljanjem. 
Joseph Goguen (1941-2006), američki matematičar i inženjer. Bavio se teorijskom kompjuterskom naukom. 
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Generalno, iz bilo koje t-norme možemo dobiti neku operaciju implikacije 
pomoću formule x= y = 1—t(x,1—y) (odnosno x= y = s(1—x,y) gdje je s(x, y) 
odgovarajuća odnosno dualna s-norma). Tako dobijene implikacije nazivaju se 
S-implikacije. Recimo, Kleene-Dienesova, Łukasiewiczeva i Reichenbachova 
implikacija su S-implikacije izvedene redom iz fuzzy konjunkcije, ograničenog 
proizvoda i algebarskog proizvoda. Također, iz bilo koje t-norme možemo neku 
operaciju implikacije dobiti i pomoću formule x= y = sup {z | t(x, z)<y). Tako 
izvedene implikacije nazivaju se rezidualne odnosno R-implikacije. Na primjer, 
Godelova i Goguenova implikacija su R-implikacije izvedene respektivno iz 
fuzzy konjunkcije i algebarskog proizvoda. 


Pored ovako izvedenih implikacija, u nekim aplikacijama se susreću i 
operacije koje se nazivaju implikacijama, mada ne ispunjavaju sve zahtjeve koji 
se zahtijevaju od operacija implikacije. Tipičan primjer je Zadehova implikacija 
definirana kao x= y = max (1—x, min{x, y}}, koja se mnogo koristi u praksi, a 
koja ne zadovoljava sve uvjete koji se postavljaju na implikaciju. Na primjer, 
ona ne zadovoljava zahtjev da mora vrijediti x21= 1. 


Ovim su izložene osnovne operacije fuzzy logike u savremenom smislu. 
Međutim, sama fuzzy logika tek je osnovni matematski aparat za zasnivanje 
teorije fuzzy skupova, zatim za teoriju fuzzy rezonovanja, itd. Intuitivno, fuzzy 
skupovi su način za formalizaciju koncepata skupova za koje se ne može 
precizno utvrditi da li im neki elementi pripadaju ili ne pripadaju, kao što su, na 
primjer, “skup visokih zgrada", “skup poštenih ljudi", “skup hladnih predjela", 
itd. Naime, razmatramo li, na primjer, pojam “skup visokih zgrada", prvo se 
postavlja pitanje kako postaviti granicu koja je zgrada visoka, a koja nije. Čak i 
ukoliko postavimo neku konkretnu granicu, npr. visinu od 100 m, teško je reći da 
onda zgrada od 99m nije visoka, a ona od 101 m jeste (ovdje imamo tzv. 
paradoks gomile: jedan kamen nije gomila, dva kamena nisu gomila, 1000 
kamenja jeste gomila, ali gdje je granica kada se formira gomila?). U nastavku 
ćemo u kratkim crtama izložiti šta se tačno podrazumijeva pod fuzzy skupovima. 


Znamo da većinu klasičnih skupova možemo zadavati specifikacijom kao 
{x|P(x)}, gdje je P(x) neki otvoreni uvjet (predikat). Neformalno, fuzzy skup 
dobijamo ukoliko predikat P zamijenimo nekom funkcijom U čije vrijednosti 
leže unutar segmenta [0..1]. Tako, vrijednost u(x) =0 znači da element x 
sigurno ne pripada skupu, vrijednost u(x) = 1 znači da element x sigurno 
pripada skupu, dok za O<x<1 imamo nejasnu pripadnost, pri čemu veća 
vrijednost u(x) znači izvjesniju pripadnost. Stoga se u naziva funkcija 
pripadnosti, dok se vrijednost funkcije u(x) za neki konkretni element x naziva 
stepen pripadnosti tog elementa x fuzzy skupu. S obzirom da funkcija u mora 
imati svoj domen, fuzzy skupovi uvijek se moraju graditi nad nekim univerzalnim 
skupom U koji predstavlja domen funkcije u. U skladu sa tim, fuzzy skupove 
obično označavamo kao {xe U|u(x)}, ili samo {x|u(x)} ukoliko je skup U 
jasan iz konteksta. Recimo, ukoliko hoćemo da definiramo skup visokih ljudi, za 
skup U uzimamo skup svih ljudi. Funkciju pripadnosti možemo definirati tako 
što ćemo uzeti da je u(x) =0 za sve ljude koji su niži od, recimo, 160 cm, 
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u(x) =1 za sve ljude više od 200 cm, dok za ljude visoke između 160 cm i 
200 cm možemo uzeti da u(x) raste, recimo linearno, kao na sljedećoj slici: 


uO) 


= 


visina od x u cm 
160 200 


Za fuzzy skupove se smatra da, za razliku od običnih skupova, nemaju 
oštre (izrazite) granice, nego su im granice nejasno određene (razmrljane). 
Odatle se fuzzy skupovi nazivaju i neziraziti skupovi. Slikovito, ukoliko 
univerzalni skup U predstavimo pravougaonikom, njegov klasični podskup A i 
fuzzy podskup B možemo predstaviti kao na sljedećoj slici: 


Formalno bi se fuzzy skupovi mogli posmatrati kao obični skupovi uređenih 
parova u kojima prva komponenta predstavlja element x, a druga komponenta 
njegov stepen pripadnosti u(x), odnosno kao skupovi oblika {(x,u(x))|xe U}. 
Međutim, operacije sa fuzzy skupovima definiraju se posve drugačije nego 
operacije sa običnim skupovima, tako da je fuzzy skupove bolje tretirati kao 
posebnu vrstu objekata, različitu od klasičnih skupova (ovdje nailazimo na iste 
probleme kao pri pokušaju modeliranja multiskupova pomoću uređenih parova i 
običnih skupova). Naime, operacije sa fuzzy skupovima se definiraju koristeći 
operacije fuzzy logike, na analogan način kako se operacije sa klasičnim 
skupovima uvode pomoću operacija klasične logike. Recimo, fuzzy unija i fuzzy 
presjek fuzzy skupova A ={x|ua(x)} i B = {x|ug(x)} definirane su kao 


AUB = (x |ua) v He(x)} = (x | max (Ma), ue} } 
A OB = {x| ua) A Ug(x)} = (x|min(MAQ), Ug(x)}} 


Slično se uvodi i fuzzy komplement fuzzy skupa A = (x|UxQ)) kao fuzzy skup 
A? = (x|MaQ)] = {x|1—ua(x)}. Međutim, treba imati na umu da ne vrijede 
zakoni komplementarnosti, odnosno općenito je ANA" Di ALA?" #U. Ovo 
zapravo uopće nije nelogično. Uzmimo, na primjer, neka je A skup visokih ljudi 
definiran kao u prethodnom primjeru. Njegov komplement A’ mogli bismo zvati 
skupom ljudi koji nisu visoki (bolje nego skupom niskih ljudi, s obzirom da skup 
niskih ljudi možemo definirati i nekom funkcijom pripadnosti koja ne mora 
imati nikakve veze sa funkcijom pripadnosti skupa A). Tada bi presjek ANA" 
mogli zvati skupom ljudi koji i jesu i nisu visoki. Da skup A ima striktne granice, 
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ovaj skup bi, naravno, bio prazan. Međutim, s obzirom da je A fuzzy skup, ljudi 
osrednje visine mogu se, sa izvjesnim stepenom pripadnosti, naći i u skupu A i u 
njegovom komplementu, tako da skup ANA" neće biti prazan. Također, uniju 
AUA’ možemo zvati skupom ljudi koji su visoki ili nisu. Ponovo je jasno da bi 
takav skup morao u potpunosti obuhvatiti sve ljude kada bi granice skupa A bile 
striktne. Međutim, zbog neizrazitosti granica skupa A, ljudi osrednje visine se ne 
nalaze u potpunosti niti u skupu A niti u njihovom komplementu, tako da se neće 
u potpunosti naći niti u skupu A niti u njegovom komplementu. Ovo je jasno 
vidljivo na sljedećoj slici koja prikazuje funkcije pripadnosti skupova ANA' i 
AUA’ za fuzzy skup A iz prethodnog primjera: 


Mana'(X) Haya'(x) 


MG) 


160 200 


160 200 


Ukoliko umjesto fuzzy disjunkcije i fuzzy konjunkcije uzmemo neku drugu 
s-normu odnosno f-normu, možemo dobiti brojne druge operacije sa fuzzy 
skupovima. Na primjer, uzmemo li umjesto fuzzy disjunkcije algebarski zbir, a 
umjesto fuzzy konjunkcije algebarski proizvod, dobijamo algebarski zbir 
odnosno algebarski proizvod fuzzy skupova. Ove operacije označavaju se sa 
A+B odnosno A-B. 


Od binarnih operacija sa fuzzy skupovima, bitno je još definirati i 
Descartesov (ili Kartezijev) proizvod fuzzy skupova. Descartesov proizvod dva 
fuzzy skupa A= {x|ua(x)} i B= {x|us@)}, u oznaci AxB, je fuzzy skup 
definiran kao AxB = ((x,y)|MaQ) A HB) }. Drugim riječima, AxB predstavlja 
fuzzy skup uređenih parova (x,y) iz UXW čija je funkcija pripadnosti 
HAXB(X, y) = NA(x) A Ugly) odnosno UaxB(x, y) =Min(MA(X), uB(y)}. Umjesto fuzzy 
konjunkcije moguće je uzeti i bilo koju drugu f-normu i na taj način definirati 
druge proizvode fuzzy skupova srodne Descartesovom proizvodu. 


Za potrebe primjena fuzzy logike korisno je definirati i još neke unarne 
operacije sa fuzzy skupovima. Naročito se često koriste operacije koncentracije 
i dilatacije fuzzy skupova. Koncentracija i dilatacija fuzzy skupa A = {x| u(x)}, 
u oznakama con(A) i dil(A), definiraju se respektivno kao con(A) = {x| u(x)} i 
dil(A) = {x|u(x)'?}. Koncentracijom se umanjuje utjecaj onih elemenata fuzzy 
skupa koji imaju mali stepen pripadnosti, čime se izoštrava granica između 
pripadnosti i nepripadnosti skupu. S obzirom da su koncentracija i dilatacija 
međusobno inverzne operacije, dilatacijom se postiže suprotan efekat. U mnogim 
primjenama fuzzy logike, operacije koncentracije i diletacije mogu se tumačiti 
kao modifikatori sa značenjem "izrazito" odnosno "donekle". Recimo, uz 
pogodno definiranu funkciju pripadnosti, ukoliko je A skup visokih ljudi, 
skupove con(A) i dil(A) možemo tretirati kao skupove izrazito visokih ljudi 
odnosno donekle visokih ljudi. Ipak, takvu interpretacija se ne smije uzeti 
bezuvjetno, već samo uz dosta rezerve, što opet zavisi od konkretne primjene. 
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Za fuzzy skupove se također definira odnos inkluzije. Tako se za fuzzy 
skup A={x|ua(x)} kaže da je podskup fuzzy skupa B = {x|ug(x)} ukoliko 
vrijedi ua(x) S Up(x), odnosno pravi podskup ukoliko je pri tome barem za jednu 
vrijednost domena Uua,(x) £ug(x). Slično kao kod klasičnih skupova, ove odnose 
bilježimo kao ACB odnosno ACB. Dalje, klasični skupovi se mogu smatrati 
specijalnim slučajevima klasičnih skupova kod kojih funkcija pripadnosti može 
uzimati samo vrijednosti 0 i 1, tako da možemo govoriti o fuzzy podskupovima 
običnih skupova. Specijalno, svi fuzzy skupovi nad nekim univerzalnim skupom 
U su ujedno i fuzzy podskupovi skupa U. 


Za fuzzy skup A = {x|u(x)} kažemo da je normaliziran ukoliko je barem 
negdje u(x)=1, tj. ukoliko im barem jedan element u potpunosti pripada. U 
suprotnom, fuzzy skup je subnormalan. U mnogim primjenama se zahtijeva da 
svi fuzzy skupovi sa kojima se radi budu normalizirani. Skup svih vrijednosti x 
za koje je MX) #0, u oznaci supp(A), naziva se nosač (engl. support) fuzzy 
skupa A, dok se skup svih vrijednosti x za koje je u(x)=1, u oznaci core(A), 
naziva tolerancija (engl. core) fuzzy skupa A. Dakle, skup je normaliziran 
ukoliko mu tolerancija nije prazna. 


Zbog svoje važnosti u praksi, izvjesni fuzzy skupovi imaju i posebna 
imena. Tako se fuzzy skup {xe !R|u(x)} kod kojeg je u(x)=1 samo za jednu 
fiksnu brojčanu vrijednost x=x i kod kojeg u(x) monotono opada kada se x 
udaljava od xy naziva fuzzy broj. Fuzzy brojevi formaliziraju opise poput 
“približno xo”, “otprilike xo”, “oko xy" i slične. Fuzzy skup {x€ R{u(x)} kod 
kojeg je u(x)=1 za xe (x1..x2) i kod kojeg u(x) monotono opada kada se x 
smanjuje ispod x, odnosno raste iznad x, naziva se fuzzy interval. Fuzzy 
intervali modeliraju intervale sa nestrogo specificiranim granicama. Slično se 
mogu definirati i mnoge druge korisne analogije. 


Radi potrebe razlikovanja fuzzy skupova od običnih skupova, za opisivanje 
fuzzy skupova se često koriste oznake koje dosta odudaraju od oznaka koji se 
koriste za opisivanje klasičnih skupova. Tako, prema konvenciji koju je predložio 
Zadeh, fuzzy skup koji sadrži samo jedan element xo sa stepenom pripadnosti My 
obilježava se sa M/ xo (upotrijebljena oznaka nema nikakve veze sa dijeljenjem 
odnosno sa razlomačkom crtom). Takav fuzzy skup naziva se singlton. Dalje, za 
označavanje fuzzy skupa koji smo do sada označavali sa A=(xe U|u(x)} 
tipično se koristi jedna od sljedeće dvije oznake, pri čemu se lijeva oznaka 
koristi ukoliko je univerzalni skup U diskretan (tj. konačan ili najviše prebrojiv), 
dok se desna oznaka koristi ukoliko je univerzalni skup U kontinualan (tj. 
ukoliko ima kardinalni broj c): 


A= X u(x)/x, A= | u(x)/dx 
xjeU xe U 


Na primjer, fuzzy skup A koji sadrži 3 elementa xı, x2 i x3 čiji su stepeni 
pripadnosti respektivno 0.3, 1 i 0.75 (tj. ux(x;) =0.3, AQ) = 1 i a(x) =0.75), u 
teoriji fuzzy skupova obično zapisujemo ovako: 
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3 
A =) u,(x;)/x; =0.3/x1+1/x2+0.75/x3 


i=1 


Naravno, upotrijebljene oznake ni ovdje nemaju nikakve veze niti sa sabiranjem, 
niti sa integralom (u najboljem slučaju, oznaka sume mogla bi se shvatiti kao 
fuzzy unija, s obzirom da se svaki fuzzy skup nad diskretnim domenom može 
posmatrati kao unija individualnih singltona). U pitanju je samo simbolika. 
Mada upotrijebljena simbolika djeluje pomalo neprirodno, to nije prvi put u 
matematici (i računarskim naukama) da se isti simboli koriste za označavanje 
posve različitih stvari. 


Ovim smo izložili osnovne pojmove fuzzy logike i teorije fuzzy skupova 
koji su potrebni za upoznavanje sa primjenama fuzzy logike, o čemu ćemo 
govoriti u sljedeća dva odjeljka. Za kraj vrijedi još reći da, u svojoj izvornoj 
verziji (onako kako je uveo Zadeh), fuzzy logika pripisuje iskazima istinitosne 
vrijednosti koje su fuzzy skupovi nad univerzalnim skupom [0..1], a ne realni 
brojevi iz segmenta [0..1], kao što je ovdje učinjeno (recimo, neki iskaz može 
biti “prilično tačan", pri čemu se značenje pojma “prilično tačan" opisuje nekim 
fuzzy skupom sa odgovarajućom funkcijom pripadnosti nad domenom [0..1]). 
Pri tome se fuzzy skupovi uvode na isti način kao i ovdje, samo uz direktno 
pozivanje na operacije poput operacija “min” i “max” za definiranje presjeka i 
unije fuzzy skupova (tj. bez uvođenja pojmova poput fuzzy konjunkcije i fuzzy 
disjunkcije). Nakon toga se fuzzy konjunkcija i fuzzy disjunkcija iskaza uvode 
tako da konjunkcija odnosno disjunkcija dva iskaza ima istinitosnu vrijednost 
jednaku fuzzy presjeku odnosno fuzzy uniji njihovih istinitosnih vrijednosti 
(koje su, da ne zaboravimo, fuzzy skupovi). Ovakav pristup, koji se ponekad 
naziva i fuzzy logika drugog reda, danas se rijetko koristi, jer uvodi suvišne 
komplikacije bez nekih bitnijih prednosti u odnosu na ovdje opisani pristup (bez 
obzira što takav pristup više intuitivno odgovara osnovnoj zamisli šta fuzzy 
logika zapravo treba da opisuje). 


3.10% Fuzzy relacije i fuzzy vezivanje 


Nakon što smo se upoznali sa osnovama fuzzy logike i fuzzy teorije skupova, 
možemo uvesti neke pojmove koji će nam omogućiti prikaz glavne primjene fuzzy 
logike, nazvane aproksimativno rezonovanje (engl. approximative reasoning) 
odnosno fuzzy zaključivanje (engl. fuzzy inference). Aproksimativno rezonovanje 
predstavlja način izvlačenja zaključaka u okolnostima kada su neophodne 
činjenice opisane u vidu nepreciznih ili nejasno specificiranih informacija. 
Uglavnom se radi o činjenicama koje su zadane u vidu pravila tipa “ako je x A 
onda je y B" pri čemu su A i B neprecizni, najčešće opisno dati pojmovi (poput 
“velik”, “veoma brz”, “prilično visok", itd.). Tako, recimo, aproksimativno 
rezonovanje formalizira i daje precizan smisao nepreciznim zaključivanjima tipa 
“ako je nivo vode nizak i ako je oticanje vode značajno, treba jako pojačati dotok 
vode" (ovdje je nepreciznost sadržana u tome šta tačno znači "nizak" nivo i 
"značajno" oticanje, šta tačno znači “jako pojačati" dotok, itd.). 


150 


Da bismo izložili osnovne ideje aproksimativnog rezonovanja, neophodno 
je upoznati se sa pojmom fuzzy relacija. Fuzzy relacije formaliziraju intuitivne 
odnose poput “približno jednako", “skoro isto", “u načelu veće", “mnogo 
manje", itd. čiji je stepen ispunjenja stvar subjektivne procjene. Formalno 
iskazano, n-arna fuzzy relacija R£ između (običnih) skupova A;, Av, ..., A, jeste 
ma kakav fuzzy podskup Dekartovog proizvoda A;X A2x...XA,, odnosno to je 
ma kakav fuzzy skup oblika {(x1, x2, a Xn) | U(X1, X2, ...,X%,)}, pri čemu je funkcija 
pripadnosti U(X;, X2, ...,X,) definirana nad domenom A; X A,X...X A,. Kažemo i 
da je u pitanju fuzzy relacija na skupu AX A>x...XA,. Ukoliko su svi skupovi 
A; i=1..n jednaki nekom skupu A, govorimo o n-arnoj fuzzy relaciji u skupu A. 


Intuitivno posmatrano, funkcija pripadnosti U(X;, X2, ...,X,) definira stepen 
zadovoljenja relacije između elemenata x1, x2, ...,X,. Na primjer, binarnu fuzzy 
relaciju "približno jednako" u nekom skupu A možemo modelirati funkcijom 
pripadnosti u(x,y) koja ima vrijednost 1 za x=y, dok je njena vrijednost tim 
manja što je razlika |x—y| veća. Pri tome, tačan oblik funkcije u(x, y) ovisi od 
subjektivnog poimanja koliku razliku između x i y možemo tolerirati da bismo 
brojeve x 1 y smatrali približno jednakim, i u kojoj mjeri. Recimo, možemo 
definirati u(x, y) = 1—c Po! gdje je c neka pogodno odabrana konstanta. Na 
sličan način možemo modelirati i druge neprecizne relacije, poput “mnogo 
manje", itd. 


Kao još jedan interesantan primjer, koji ilustrira neka svojstva 
aproksimativnog rezonovanja, neka je dat skup X = {zelena, žuta, crvena} koji 
opisuje moguće boje neke voćke i skup Y = {nezrela, poluzrela, zrela} koji 
opisuje moguća stanja zrelosti neke voćke. Između skupova X i Y moguće je 
uspostaviti fuzzy relaciju koja povezuje boju voćke sa njenim stanjem zrelosti. 
Jedan primjer takve relacije R mogao bi izgledati ovako (uz korištenje simbolike 
uobičajene u teoriji fuzzy skupova): 


R= 1/(zelena, nezrela) +0.5 / (zelena, poluzrela) + 
+ 0.25 / (žuta, nezrela) + 1 / (žuta, poluzrela) + 0.25 / (žuta, zrela) + 
+ 0.5 / (crvena, poluzrela) + 1 / (crvena, zrela) 


Razmotrimo malo šta ova relacija govori. Iz nje, recimo, možemo zaključiti 
da ukoliko je voćka crvena, ona u potpunosti pripada kategoriji “zrela”, međutim 
ona istovremeno djelimično pripada i kategoriji “poluzrela" (sa stepenom 
ispunjenja 0.5), ali nimalo ne pripada kategoriji “zelena” (naravno, u skladu sa 
subjektivnom procjenom koju ova relacija opisuje). Upravo ovo moguće 
preklapanje kategorija predstavlja bitno svojstvo kvalitativnih opisa koji se 
koriste prilikom fuzzy rezonovanja. Drugim riječima, pojedine kategorije se 
međusobno ne moraju isključivati. Također primijetimo da, za razliku od sličnih 
situacija u teoriji vjerovatnoće, suma pripadnosti pojedinim kategorijama ne 
mora biti jednaka jedinici. Na primjer, žuta voćka pripada kategoriji “poluzrela" 
sa stepenom pripadnosti 1, a kategorijama “nezrela” i "zrela" sa stepenom 
pripadnosti 0.25. Ovdje je suma 0.25 + 1 +0.25 različita od 1. S druge strane, u 
teoriji vjerovatnoće bismo mogli imati tvrdnju poput “ako je voćka žuta, tada je 
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ona nezrela sa vjerovatnoćom p;, poluzrela sa vjerovatnoćom p i zrela sa 
vjerovatnoćom p3”. Pri takvoj tvrdnji, moguća je samo jedna od tri situacije: 
voćka je ili nezrela, ili poluzrela, ili zrela, samo što ne znamo šta je od toga 
tačno. Dakle, ove tri mogućnosti se isključuju, pri čemu još mora vrijediti i 
P1+P2+p3=1 (s obzirom da jedna od te tri mogućnosti mora biti tačna). Ovaj 
primjer jasno ilustrira razliku između fuzzy modeliranja i modeliranja pomoću 
teorije vjerovatnoće. 


Kao i u slučaju klasičnih relacija, binarne fuzzy relacije između konačnih 
skupova mogu se pregledno opisati pomoću relacionih matrica, pri čemu se tada 
u i-ti red i j-tu kolonu matrice prosto upisuje stepen zadovoljenja relacije između 
i-tog elementa prvog skupa i j-tog elementa drugog skupa. Na primjer, relacija 
koja opisuje odnos između boje voćke i njene zrelosti iz prethodnog primjera 
može se pregledno opisati pomoću sljedeće relacione matrice: 


M | nezrelo poluzrelo zrelo 
zeleno 1 0.5 0 

žuto 0.25 1 0.25 
crveno 0 0.5 1 


U slučaju kada je redoslijed elemenata skupova poznat iz konteksta, oznake 
elemenata možemo izostaviti, što omogućava da relacionu matricu pišemo kao 
klasičnu matricu (bez oznaka redova i kolona). Recimo, za fuzzy relaciju iz 
prethodnog primjera, uz gore definirani poredak elemenata, ovu relaciju možemo 
prosto opisati matricom 


1 05 0 
M=|0.25 1 0.25 
0 05 1 


Za potrebe aproksimativnog rezonovanja potrebno je definirati i proizvod 
(produkt) odnosno komploziciju fuzzy relacija (govori se još i o vezivanju fuzzy 
relacija), odnosno potrebno je uopćiti pojam proizvoda sa običnih na fuzzy 
relacije. Jasno je da se takva uopćenja moraju svoditi na klasični proizvod 
relacija kada se primijene na klasične relacije. Postoji više takvih uopćenja koja 
se koriste u praksi. Najviše korišteno uopćenje je tzv. max-min kompozicija 
(odnosno max-min vezivanje). Neka su Ri S dvije fuzzy relacije definirane na 
skupovima AxB i BxC respektivno, tj. neka je R= {(x,y)€ AXB|ux(x,y)} i 
S= {(x,y)€ BXC|us(x,y)}. Tada je njihova max-min kompozicija relacija Ro S 
na skupu AxC definirana kao Ro S={(x,y)€ AxC|Hpos(,y)] pri čemu je 
funkcija pripadnosti Upos(x, y) definirana izrazom 


Hros(x, y) = max {Ug(x, Z) A Us(z,y)|z€e B} 


46,2 


Operacija "A" u ovoj formuli je fuzzy konjunkcija, odnosno operacija "min", 
tako da ovu funkciju pripadnosti možemo zapisati i na sljedeći način (iz kojeg 
vidimo odakle potiče naziv max-min vezivanje): 
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Uros(x, y) = max {min{uxk(x, z), Us(z, y)} |ze B} 


Nije teško provjeriti da se ova definicija svodi na klasični proizvod relacija 
za slučaj klasičnih relacija. U slučaju kada je skup B beskonačan, može se 
dogoditi da skup čiji se maksimum traži nema maksimuma. U tom slučaju, 
operacija maksimuma može se zamijeniti operacijom supremuma i tada govorimo 
o sup-min kompoziciji. Za slučaj konačnog skupa B, operacije maksimuma i 
supremuma daju isti rezultat. 


Druge vrste uopćenja moguće je dobiti ukoliko se umjesto fuzzy konjunkcije 
(odnosno operacije “min”) upotrijebi bilo koja druga t-norma. U tom slučaju 
dobijamo tzv. max-zvijezda (engl. max-star) ili max-t kompoziciju (ukoliko je 
umjesto operacije maksimuma korištena operacija supremuma, govorimo o 
sup-zvijezda odnosno sup-t kompoziciji). Max-zvijezda kompozicija relacija 
fuzzy relacija Ri S obično se označava oznakom R + S ukoliko je iz konteksta 
poznato na koju se f-normu misli (alternativno je moguće oznaku norme 
specificirati kao indeks uz zvjezdicu). Specijalno, ukoliko se kao f-norma 
upotrijebi klasični algebarski proizvod, dobijamo max-proizvod (engl. 
max-product) kompoziciju (odnosno sup-proizvod kompoziciju ukoliko je 
korištena operacija supremuma) koja se obično obilježava oznakom &R.- S. 


Sve ove definicije kompozicije mogu se opravdati prostim logičkim 
rezonovanjem. Elementi relacije R govore u kakvom su odnosu elementi 
skupova A i B, dok elementi relacije S govore u kakvom su odnosu elementi 
skupova B i C. Neka je sada potrebno istražiti odnos između nekog elementa x 
skupa A i nekog elementa y skupa C. Takav odnos možemo procijeniti samo 
posredno. Ono što možemo uraditi je potražiti odnose između elementa x i svih 
elemenata z skupa B koji su dalje u nekom odnosu sa elementom y. Kako odnos 
između x i nekog takvog z kao i odnos između takvog z i y vrijede istovremeno, 
prirodno je stepene njihovog odnosa povezati fuzzy konjunkcijom, ili općenitije 
nekom f-normom. Međutim, kako takvih parova odnosa ima više, a svaki od njih 
daje jednu mogućnost odnosa između x i y, prirodno je rezultate takvih parova 
odnosa povezati fuzzy disjunkcijom, odnosno operacijom “max” (u principu bi 
se mogla koristiti i bilo koja s-norma, samo što je druge s-norme teško uopćiti za 
slučaj beskonačnih skupova, kada broj parova odnosa može biti beskonačan). 
Ovo rezonovanje opravdava sve ovdje uvedene definicije kompozicije, koje na 
prvi pogled mogu djelovati strano i neprirodno. 


U praksi se susreće još i max-prosjek (engl. max-average) kompozicija 
(odnosno sup-prosjek kompozicija ukoliko je korištena operacija supremuma) u 
kojoj je operacija “min”? zamijenjena izračunavanjem srednje vrijednosti, 
odnosno min{uxg(x,z),Us(z,y)} je zamijenjeno sa (Ux(x,z)+Ms(Z,y))/2. Ova 
kompozicija se obično obilježava oznakom R<+> $. Međutim, bitno je istaći da 
ova kompozicija nije klasično uopćenje kompozicije klasičnih relacija, jer se ne 
svodi na nju za slučaj klasičnih relacija. 
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Za slučaj fuzzy relacija nad konačnim skupovima, kompozicije fuzzy 
relacija mogu se jednostavno odrediti pomoću relacionih matrica. Zaista, neka su 
date fuzzy relacije R; i R2 kojima odgovaraju redom relacione matrice M; i M,, 
sa koeficijentima a;,i=1..m, j=l.n i bj, i=1..n, j=1..p respektivno. Tada 
njihovoj max-min kompoziciji Rı0 R odgovara matrica M;oM, čiji su 
koeficijenti c;;, i=1..m,j=1..p koji se računaju po formuli 


cj = max (min (ax by} |k=1..n) 


Ukoliko želimo dobiti ostale kompozicije poput max-proizvod, max-prosjek 
ili općenito max-zvijezda, operaciju minimuma u prethodnoj formuli možemo 
zamijeniti operacijom običnog množenja, računanja srednje vrijednosti, ili 
nekom općenitom f-normom, i tako dobiti relacione matrice M; x M2, Mi <+> M2 
odnosno M;+M, koje odgovaraju redom kompozicijama R1: R2, Ri R2 
odnosno R; * R2. 


> Primjer: Date su dvije fuzzy relacije R,i R2, čije su relacione matrice M; i 
M, prikazane ispod. Odrediti relacione matrice M; o M2, M;xM2i M, <+>M> 
koje odgovaraju redom njihovim max-min, max-proizvod i max-prosjek 
kompozicijama Ryo R2, Ri: Rzi Ri <+> R2. 


0.9 0 030.4 

0.1020 1 0.7 0.2 1 08 0 
M, =, 0.3 0.5 0 0.2 1 M2 =|0.8 0 0.7 1 
0.8 0 1040.3 0.4 0.2 0.3 0 

0 1 008 


Ilustriraćemo kompletan postupak samo za određivanje koeficijenta ci,. Za 
slučaj matrice M; o M, imamo: 


Ci, = max (min (aww bx} |k=1..5} = 
= max (min (0.1,0.9),min (0.2,0.2),min (0,0.8), min {1,0.4},min (0.7,0)) = 
= max (0.1,0.2,0,0.4,0) = 0.4 


Za slučaj matrice M; x M, imamo: 


C11 = max (ax -ba|k=1..5) = max (0.1+0.9,0.2-0.2,0-0.8, 1-0.4, 0.7-0} = 
= max (0.09, 0.04,0,0.4,0) = 0.4 


Za slučaj matrice M, <+> M, imamo: 


C11 = max ((ax+bu)/2|k= 1.5) = 
= max ((0.1+0.9) /2,(0.2+0.2)/2,(0+0.8) /2,(1+0.4) /2, (0.7+0)/2) = 
= max (0.5, 0.2,0.4,0.7,0.35) = 0.7 


Nastavimo li isti postupak za ostale koeficijente, za tražene matrice ćemo dobiti 
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0.4 0.7 0.3 0.7 0.4 0.7 0.3 0.56 
M;oM2=/0.3 1 0.5 0.8 MıxM2 =| 0.27 1 04 0.8 
0.8 0.3 0.7 1 0.8 0.3 0.7 1 


0.7 0.85 0.65 0.75 
M; <+> M2 =| 0.6 1 0.65 0.9 
0.9 0.65 0.85 1 


Možemo vidjeti da različiti tipovi kompozicije daju različite rezultate. 
Praksa pokazuje da su rezultati koji se dobijaju pomoću kompozicija max-min i 
max-proizvod obično dosta bliski, dok se rezultati dobijeni pomoću drugih vrsta 
kompozicije mogu dosta razlikovati. 


U tijesnoj vezi sa kompozicijama fuzzy relacija su kompozicije fuzzy skupa i 
fuzzy relacije (govori se još i o slici fuzzy skupa pomoću fuzzy relacije). Upravo 
ovakve kompozicije čine osnovu za zasnivanje aproksimativnog rezonovanja, o 
kojem ćemo detaljnije govoriti u sljedećem odjeljku. Neka je data neka fuzzy 
relacija R, na skupu Xx Y sa funkcijom pripadnosti ug(x, y) i neka je A neki 
fuzzy podskup skupa X sa funkcijom pripadnosti ua(x). Tada je kompozicija 
fuzzy skupa A i fuzzy relacije R (odnosno slika fuzzy skupa A pomoću relacije 
R ) novi fuzzy skup, u oznaci A o R, čija je funkcija pripadnosti Uaox( y) data kao 


Haor( y) = max (MAX) A Up(x,y)|x€ X) 


Odmah se može primijetiti izrazita sličnost sa definicijom kompozicije dvije 
fuzzy relacije. Ovdje se zapravo radi o max-min kompoziciji, s obzirom da se 
operacija konjunkcije interpretira kao fuzzy konjunkcija, odnosno operacija 
“min” (i ovdje se, za slučaj beskonačnog skupa X, operacija “max” može 
zamijeniti operacijom supremuma, tako da dobijamo sup-min kompoziciju). 
Alternativno je umjesto operacije “min” moguće koristiti neku drugu /-normu i 
na taj način dobijati druge vrste kompozicija, poput max-proizvod kompozicije, 
itd. O tome nećemo detaljnije govoriti, jer je situacija posve analogna situaciji 
koju imamo kod kompozicija dvije fuzzy relacije. 


Objasnimo sada u čemu je smisao kompozicije fuzzy skupa i fuzzy relacije. 
Neka su data dva univerzalna skupa X i Y i neka fuzzy relacija R na X x Y, koja 
uspostavlja neki (neprecizni) odnos između elemenata skupa X i Y. Neka smo 
sada iz skupa X izabrali neke elemente (sa određenim stepenom pripadnosti) i 
tako dobili neki fuzzy podskup A skupa X. Međutim, zbog povezanosti skupova 
X i Y (putem relacije R), takav izbor nužno dovodi i do izbora nekih elemenata 
iz skupa Y. Postavlja se pitanje kojih elemenata i sa kojim stepenom pripadnosti. 
Odgovor na to pitanje daje upravo kompozicija A o R. Drugim riječima, izbor 
fuzzy podskupa A skupa X dovodi do izbora fuzzy podskupa B skupa Y koji je 
dat kao B = A o QR. Primjer koji slijedi ilustrira ovu činjenicu. 


155 


> Primjer: Neka je data fuzzy relacija R koja uspostavlja vezu između mogućih 
boja i stanja zrelosti neke voćke, kakva je opisana ranije u ovom odjeljku. 


«x 


Neka sada imamo voćku koja je "šarena" i za koju subjektivna procjena kaže 
da je zelena u iznosu 0.2, žuta u iznosu 0.7 i crvena u iznosu 0.5 (primijetimo 
da je 0.2+0.7+0.5 #1, čime je još jednom istaknuta razlika između stepena 
pripadnosti i vjerovatnoća). Šta na osnovu ove procjene i relacije R možemo 
reći o stanju zrelosti ove voćke? 


Boja ove voćke očigledno se može modelirati kao fuzzy podskup A skupa 
X = (zelena, crvena, žuta) dat kao 


A = 0.2/ zelena + 0.7 / žuta + 0.5 / crvena 


Odgovor na traženo pitanje dobićemo ako nađemo fuzzy podskup B=AoR 
skupa Y = (nezrela, poluzrela, zrela). Primjenom formule za funkciju pripadnosti 
kompozicije A o R dobijamo: 


Up( nezrela) = max (min (UaA(X), Ug(x, nezrela)) |xe X) = 
= max (min (ua(zelena), uz(zelena, nezrela)), 
min (ua(Žuta), uzx(žuta, nezrela) }, min (ua(crvena), up(crvena, nezrela))) = 


= max (min (0.2, 1), min £0.7,0.251, min (0.5,07) = 
= max (0.2, 0.25, 0) = 0.25 


Uas(poluzrela) = max (min (MA(X), Mz(x, poluzrela)) |xe X) = 


= max (min (ua(zelena), uk(zelena, poluzrela)), 
min (ua(žuta), uzx(žuta, poluzrela)), min (ua(crvena), up(crvena, poluzrela))) = 


= max (min (0.2,0.5), min (0.7, 1), min (0.5,0.5)) = 
= max (0.2, 0.7, 0.5) =0.7 


Up( zrela) = max (min (MA(X), Uza(x, zrela)) |xe X) = 
= max {min (u,(zelena), up(zelena, zrela) }, 
min (ua(Žuta), ux(žuta, zrela) ), min (ua(crvena), up(crvena, zrela) } } = 


= max (min {0.2,0}, min £0.7,0.251, min {0.5,1}} = 
= max (0, 0.25, 0.5) = 0.5 


Konačno, traženi fuzzy skup B glasi: 

B = 0.25 /nezrela + 0.7 / poluzrela + 0.5 / zrela 
Dobijeni rezultat možemo tumačiti da je voćka nezrela u iznosu 0.25, poluzrela 
u iznosu 0.7 i zrela u iznosu 0.5. Nešto slobodnije, ovaj rezultat možemo iskazati 


u formi da voćka ima 25 % svojstava nezrele voćke, 70 % svojstava poluzrele 
vočke i 50 % svojstava zrele voćke. 
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U ovom primjeru, isti bismo rezultat dobili i pomoću max-proizvod 
kompozicije, dok u općem slučaju različite vrste kompozicije daju različite 
rezultate. Postavlja se pitanje koju vrstu kompozicije koristiti, s obzirom da od 
upotrijebljene kompozicije može zavisiti krajnji rezultat. Na ovo pitanje je teško 
dati precizan odgovor, nego se prosto treba odlučiti za jednu vrstu kompozicije i 
nju dosljedno koristiti u radu (obično se uzima max-min ili max-proizvod 
kompozicija). Ova nejednoznačnost krajnjeg rezultata ne treba da čudi, s 
obzirom da bilo kakav postupak zaključivanja u prisustvu nepreciznih odnosno 
subjektivnih informacija u krajnjem slučaju može dati samo neprecizne 
zaključke. Međutim, i neprecizni zaključci definitivno su bolji od nepostojanja 
nikakvih zaključaka. 


Za potrebe aproksimativnog rezonovanja korisno je još definirati i 
kompoziciju fuzzy relacije i fuzzy skupa (ovo nije isto što i kompozicija fuzzy 
skupa i fuzzy relacije), odnosno inverzne slike fuzzy skupa pomoću fuzzy 
relacije. Neka je data neka fuzzy relacija R, na skupu Xx Y sa funkcijom 
pripadnosti Mp(x,y) i neka je B neki fuzzy podskup skupa Y sa funkcijom 
pripadnosti ug(y). Tada je kompozicija fuzzy relacije Ri fuzzy skupa B (odnosno 
inverzna slika fuzzy skupa B pomoću relacije R) novi fuzzy skup, u oznaci 
R o B, čija je funkcija pripadnosti Mzop( x) data kao 


MpoB( X) = max (Mp(X,y) A Hg) |y € Y) 


Za ovako definiranu kompoziciju fuzzy relacije i fuzzy skupa vrijede analogne 
primjedbe kao i za ranije definiranu kompoziciju fuzzy skupa i fuzzy relacije. 


3.11* Principi aproksimativnog rezonovanja 


Nakon izlaganja u prethodna dva odjeljka, sada smo spremni da u kratkim 
crtama izložimo opće principe aproksimativnog rezonovanja, čiji je specijalan 
slučaj prikazan u primjeru na kraju posljednjeg odjeljka. Bitno je istaći da se u 
teoriji aproksimativnog rezonovanja dopušta da mnoge promjenljive uzimaju 
neprecizne, opisne vrijednosti poput "nisko", “jako brzo", “prilično toplo", 
“izrazito teško" itd. čiji se tačan smisao zadaje putem odgovarajućih fuzzy 
skupova (pri čemu je definiranje odgovarajućih funkcija pripadnosti stvar 
subjektivne procjene). Ovakve promjenljive nazivamo lingvističke promjenljive. 
Njihova suprotnost su jasne ili krisp (engl. crisp) promjenljive, za koje se 
pretpostavlja da uzimaju precizno definirane brojčane ili neke slične vrijednosti. 


Neka nam je na raspolaganju skupina nepreciznih pravila koja imaju oblik 
“ako je x A; onda je y B?’ pri čemu A; i B; predstavljaju neke neprecizno zadane 
(lingvističke) pojmove, koje se mogu modelirati fuzzy skupovima. Osnovni cilj 
aproksimativnog rezonovanja je da na osnovu ovakvih pravila i na osnovu 
nekakvih bilo preciznih bilo nepreciznih (lingvističkih) informacija o tome 
kakav je x donesemo nekakav zaključak o tome kakav je y, ili obrnuto, da na 
osnovu nekakvih bilo preciznih bilo nepreciznih informacija o tome kakav je y 
donesemo nekakav zaključak o tome kakav je x. 
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Osnovna ideja koja stoji iza aproksimativnog rezonovanja je generalizacija 
pravila modus ponens. Podsjetimo se da pravilo modus ponens tvrdi da ako je 
tačno P i ako je tačna implikacija P = O, tada možemo zaključiti da je tačno i Q. 
Generalizacija pravila modus ponens omogućava da izvedemo neke zaključke i 
u slučaju kada znamo da je pretpostavka P samo "donekle" tačna. Pri tome ćemo 
se ograditi samo na pretpostavke posebnog oblika. Da bismo vidjeli o čemu je 
riječ, posmatrajmo jednostavno pravilo oblika “ako je x=a onda je y=b". Ovo 
pravilo može se shvatiti kao implikacija oblika P =Q , gdje je P iskaz koji tvrdi 
da je x=a, a O iskaz koji tvrdi da je y=b. Dakle, ako je zaista x=a, iskaz P je 
tačan i na osnovu pravila modus ponens zaključujemo da je tada y=b. Ukoliko 
je x+a, iskaz P je netačan i na osnovu modus ponens pravila nije moguće 
zaključiti ništa. Šta bi se međutim desilo kada bi iskaz “x =a" bio donekle tačan? 
Jasno je da ukoliko su x i a klasični brojevi, ovaj iskaz može biti ili tačan ili 
netačan i treće mogućnosti nema. Međutim, posmatrajmo umjesto iskaza “x =a" 
i “y=b” nešto slabije iskaze oblika “x je A" i “y je B?” pri čemu su x i y 
lingvističke promjenljive, a A i B neki opisni (lingvistički) pojmovi, odnosno 
neki fuzzy skupovi. Pretpostavimo sada da je umjesto iskaza “x je A" tačan neki 
iskaz oblika “x je A'" gdje je A’ neki fuzzy skup sličan skupu A (recimo da 
imaju iste nosače, ili im se nosači dobrim dijelom preklapaju). Tada možemo 
tvrditi da je iskaz “x je A" donekle tačan i pomoću modus ponens pravila 
umjesto zaključka “y je B” izvesti aproksimativan zaključak tipa “y je B'". 


ey sae 


Da bismo generalizirali pravilo modus ponens, iskaz tipa “ako je x A onda je 
y B” trebamo pretvoriti u neku fuzzy relaciju R, koja povezuje fuzzy skupove A i 
B. Tada, iz pretpostavke oblika “x je A’” možemo izvesti zaključak tipa “y je 
B'" pri čemu fuzzy skup B' nalazimo kompozicijom kao B’ = A’o R. Najveći 
problem je kako dobiti fuzzy relaciju R. Može se desiti da je takva relacija 
unaprijed poznata ili je određena subjektivnom procjenom, kao u ranijem 
primjeru koji povezuje boju voćke i njeno stanje zrelosti. Međutim, ako to nije 
slučaj, fuzzy relaciju R je potrebno konstruisati na osnovu poznavanja fuzzy 
skupova A i B. Obično se to radi tako što se na osnovu funkcija pripadnosti 
Ha(x) i ug(x) fuzzy skupova A i B konstruira funkcija pripadnosti ug(x, y) fuzzy 
relacije R, pomoću neke formule oblika ug(x, y) = P(ua(x), ug(y)). Ovdje je P 
neka funkcija, koja se naziva implikacioni operator. Kada se usvoji neki 
konkretan tip implikacionog operatora, zaključci tipa “y je B'" iz pretpostavke 
oblika “x je A’ ” izvode se lako putem kompozicije. Tako, ukoliko fuzzy skup A" 
ima funkciju pripadnosti ua: (x), fuzzy skup B’ (koji predstavlja “zaključak”) 
imaće funkciju pripadnosti 


He (y) = max {La (x) A PUA), UB(y)) |xe X) 


gdje je X univerzalni skup za skupove A i Æ’. Ovdje je pretpostavljeno da se 
koristi max-min kompozicija. Ostaje pitanje izbora implikacionog operatora. 
Klasični logički pristup (koji se razlikuje od najčešće korištenog inžinjerskog 
pristupa, koji će biti opisan nešto kasnije) je da se za implikacioni operator uzme 
neka od fuzzy implikacija, o kojima je ranije bilo govora, tj. da se uzme da je 
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P(NA(X), UB(Y)) = Ua(x) > Ug), pri čemu operator “=” može biti definiran na 
različite načine. U tom slučaju, za funkciju pripadnosti Ug;( y) dobijamo 


Hs:(y) = max (Mar) A (MAX) > UB(y)) |xe X) 


Sličnost sa klasičnim modus ponens pravilom po kojem vrijede PA(P>Q)>Q 
sada postaje jasno uočljiva. Pristup aproksimativnog rezonovanja u kojem se kao 
implikacioni operator uzima neka od operacija implikacije naziva se fuzzy 
logičko rezonovanje. 


Kvalitet aproksimativnog rezonovanja osjetno raste ukoliko je poznato više 
činjenica (kao, uostalom, i kvalitet bilo kojeg drugog oblika rezonovanja). Neka 
je sada umjesto jedne činjenice oblika "ako je x A onda je y B" poznato n 
činjenica oblika 


ako je x A; onda je y Bı 
ako je x A; onda je y B2 


ako je x A, onda je y B, 


Ovaj skup činjenica možemo shvatiti kao skup implikacija od kojih vrijede 
sve zajedno. Stoga, ako imamo pretpostavku oblika “x je A’ ”, možemo pomoću 
svakog od pravila izvesti zaključke oblika “y je Bv? ”, “y je B? ”, ..., “y je By ”. 
Kako svi ovi zaključci moraju vrijediti istovremeno, prirodno je kao konačan 
zaključak izvesti zaključak oblika “y je B'" gdje je B’ =B? AB? AO..AOBr. 
Ovdje “œ” predstavlja presjek fuzzy skupova, odnosno za funkciju pripadnosti 
Hg(y) fuzzy skupa B' vrijedi Up:()) = min {us (V), Hez (y), +++ He,(y)}, gdje su 
Ug;( y) funkcije pripadnosti fuzzy skupova B/, i=1..n. Tako, primjena svakog 
novog pravila “prečišćava” tj. "profinjuje" zaključke koji su dobijeni primjenom 
ostalih pravila. 


Razmotrimo još i nešto složeniji slučaj u kojem pravila umjesto prostog 
oblika “ako je x A onda je y B” imaju oblik “ako je xı A; i ako je x2 Az 1... ako je 
Xm Am onda je y B". Tada je neki zaključak moguće izvesti samo u prisustvu m 
činjenica oblika “x, je Ay? ”, “x2 je A? ”, ..., “Xm je Anm ”. U tom slučaju se može 
smatrati da zadano pravilo uspostavlja fuzzy relaciju između Descartesovog 
proizvoda AX A2x...X Ay, 1 fuzzy skupa B, odnosno m+1-arnu relaciju R sa 
funkcijom pripadnosti Ug(X1,X2, ...Xm Y) = P(UA 1) A UA) A A UA), UBOY)). 
Alternativno se umjesto fuzzy konjunkcije može upotrijebiti neka druga f-norma, 
recimo algebarski produkt. U svakom slučaju, fuzzy zaključak “y je B°” izvodi 
se kompozicijom B’ = (A?°1X A’2X...X A',) o R, odnosno zaključak je fuzzy skup 
PB’ sa funkcijom pripadnosti 


Ue (y) = max ((Ha:,(X1) A UA) A... A Ma nXm) A 
A P(Ma,(X1) N Ha (x2) A... A UAn Xm) HB )) |x € Xi AXE XA +. A XmE€ Xm} 
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gdje su Xi, X2, ..., Xm univerzalni skupovi za fuzzy skupove Aı, A2, ..., Am odnosno 
fuzzy skupove A’, A'2, ..., A'm. Naravno, i ovdje je moguće imati više pravila 
prikazanog oblika. Konačni zaključak se i u tom slučaju dobija nalaženjem fuzzy 
presjeka djelimičnih zaključaka dobijenih primjenom individualnih pravila. 


Veoma čest slučaj u praksi je slučaj kada na osnovu precizne činjenice poput 
“x=d"i nepreciznih pravila poput “ako je x A onda je y B” treba izvesti neki 
zaključak. Činjenicu “x=a" je također moguće predstaviti kao fuzzy skup sa 
funkcijom pripadnosti u(x) za koju vrijedi u(x)=1 za x=a i Mx) =0 za xža. 
Stoga je moguće primijeniti opisani princip i na ovakve slučajeve. Naravno, bez 
obzira što su činjenice precizne, zaključak će i dalje biti neprecizan (iskazan 
fuzzy skupom), s obzirom da su pravila neprecizna. Nije teško pokazati da se za 
ovaj specijalan slučaj, za funkciju pripadnosti ug;( y) skupa B’ iz fuzzy zaključka 
oblika “y je B’ " dobija veoma jednostavan izraz 


Ugly) = Bula), Ug(y)) 


Ukoliko imamo složenija pravila oblika “ako je x, A, i ako je x2 A, 1... ako 
je Xm Am onda je y B” i precizne činjenice oblika “x, = a", “X25427”, ... “Xm= am, 
za funkciju pripadnosti Ug( y) dobija se izraz 


He (y) = P(MA,(41) A Mala) A... A MA, (an), MB(Y)) 


U svakom slučaju, situacija u prisustvu preciznih činjenicama je mnogo 
jednostavnija. Veličina DOF,,,A2,-->A,,(Q1> 42, > Am) = MA (ADA Mala) A ~.. A MA, (an) 
naziva se stepen ispunjenja pravila odnosno stepen paljenja (engl. degree of 
firing), tako da se prethodna formula često zapisuje skraćeno kao 


Up(y) = P(DOFA,,A2»--->Ap(Q1> A2... dm), HBOy)) 


Bez obzira na logičku osnovanost fuzzy logičkog rezonovanja, u inžinjerskim 
primjenama se više koristi drugi tip aproksimativnog rezonovanja nazvan 
Mamdani ' rezonovanje, koji je pored toga i istorijski stariji. Da bismo uvidjeli 
razliku, posmatrajmo skupinu (preciznih) pravila oblika 


ako jex= a; onda je y=b; 
ako je x= a onda je y= bz 


ako je x= a, onda je y= b, 
Vidjeli smo da se fuzzy logičko rezonovanje oslanja na pretpostavci da se 
pravila ovog oblika mogu shvatiti kao skupina implikacija od kojih sve vrijede 


istovremeno, odnosno kao jedan složeni iskaz oblika 


(x=ar>y=b)A(x=a>y=b)A..AQ&=d,>y=Db,) 


! Ebrahim Mamdani (1942-2010), britanski matematičar i inženjer. Bavio se fuzzy logikom, vještačkom 
inteligencijom i prepoznavanjem uzoraka. 
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Zaista, neka vrijedi x= a, pri čemu je ay neka od vrijednosti a;, a2, ..., an. Tada su 
sve implikacije oblika x=a;> y=b; za i+k tačne, zbog netačnosti pretpostavke 
x =a,;, tako da tačnost čitavog izraza zavisi od tačnosti implikacije x = a; = y = bx. 
Kako je pretpostavka x = a, ove implikacije tačna, ova implikacija a samim tim i 
čitav izraz mogu biti tačni samo ukoliko je y=b,. Dakle, iz pretpostavke x= ax i 
tačnosti čitavog izraza nužno slijedi y = bx. Međutim, istu skupinu pravila možemo 
tumačiti i na posve drugi način, kao tabelarno zadanu funkciju koja povezuje 
diskretne vrijednosti x i y. Drugim riječima, ovu skupinu pravila možemo 
posmatrati kao skupinu činjenica oblika x=a;A y=b;, ali od kojih vrijedi samo 
jedna, odnosno kao složeni iskaz oblika 


C=4aAy=b)v(x=aAy=b)v..v(Q=a,Ay=b,) 


koji ne sadrži nikakve implikacije. Zaista, neka ponovo vrijedi x= a; pri čemu je 
dx neka od vrijednosti 41, a2, ..., an. Tada su sve konjunkcije oblika x=a;A y= bi 
za i+k netačne, zbog netačnosti prvog operanda x=a;, tako da tačnost cijelog 
izraza zavisi od tačnosti konjunkcije x=ay Ay=b;. Kako je prvi operand x= ay 
ove konjunkcije tačan, ova konjunkcija a samim tim i čitav izraz mogu biti tačni 
samo ukoliko je tačan i drugi operand y= b. Dakle, iz pretpostavke x=a,; i 
tačnosti čitavog izraza nužno slijedi y=b,. Slijedi da se zadani skup pravila 
može tumačiti dvojako: kao skupina implikacija od kojih sve moraju vrijediti 
istovremeno, ili kao skupina činjenica (izraženih u formi konjunkcija) od kojih 
mora vrijediti jedna i samo jedna. 


Interpretacija skupine pravila kao skupine činjenica od kojih vrijedi samo 
jedna navodi na ideju da bi se kao implikacioni operator P mogla upotrijebiti 
obična fuzzy konjunkcija ili neka druga f-norma, ali u tom slučaju djelimične 
zaključke dobijene iz pojedinih pravila treba objediniti a ne presjeći. Drugim 
riječima, konačni zaključak je fuzzy unija (a ne fuzzy presjek) djelimičnih 
zaključaka dobijenih primjenom svakog od pojedinačnih pravila. U tom smislu, 
primjena svakog novog pravila "dopunjuje" zaključak dobijen primjenom ostalih 
pravila (za razliku od “profinjavanja“ koje se vrši pri fuzzy logičkom 
rezonovanju). Aproksimativno rezonovanje koje se dobija na ovaj način naziva 
se, kao što je već nagoviješteno, Mamdani rezonovanje. 


Kao implikacioni operator pri Mamdani rezonovanju najčešće se koristi 
fuzzy konjunkcija (operator “min”) i tada govorimo o Mamdani implikacionom 
operatoru (često se čuje i termin Mamdani implikacija koji je pogrešan s 
obzirom da se ne radi o implikaciji). Alternativno, često se koristi i klasični 
algebarski proizvod i tada govorimo Larsenovom' implikacionom operatoru. 
Ukoliko koristimo Mamdani implikacioni operator, tada funkcija pripadnosti 
Us:(y) skupa B’ iz fuzzy zaključka oblika “y je B'" u prisustvu pravila oblika 
“ako je x A onda je y B” i činjenice “x je A?" dobija nešto jednostavniji oblik 


! Henrik Legind Larsen, danski naučnik u oblasti teorijske kompjuterske nauke. 
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Hs:(y) = max {Ma A UA(x) A O)| xE X) = 
= max {Na(x)A MA) | xE X) A HB(y) = DOF,(A') A HgO) 


pri čemu smo uveli stepen paljenja DOF,(A') = max {ux (x) ^a ua(x)|xe X). Za 
izvođenje ovog izraza je iskorištena distributivnost operatora “max” prema fuzzy 
konjunkciji (operatoru “min”). U prisustvu složenijeg pravila oblika “ako je xı 
A; i ako je x2 Az 1... ako je Xm Am onda je y B” i skupa činjenica “x, je A? ”, 
“X je A? ”, ..., “Xm je Am ”, funkcija pripadnosti Uug( y) dobija oblik 


HB:(y) = max {Ha X1) A Ma 2) A ee A UA, OG) A 
A Maj) A UA) A ee A UA, OC) A UBO) | X1 E XLAKE XA BA Xm € Xu} = 
= max {Ua (Dala w xE Xi) A max {ur A alx) |x E X2) A 
A.. A MAX {Ua (JA Han |X E Xn} A UBOY) = 
= DOF, (A1) A DOF,,(A;') A... A DOFA, (Ay?) A pel) = 
= DOF4 A2 Anl Ar p A, .. Am ) AUBO) 


Ovdje smo, radi preglednosti, uveli oznaku 
DOF4 A2- An (A, A2', ... Ay") = DOFa (Ar) A DOF,,(A2) A... A DOF,,(A,') 


Za slučaj preciznih činjenica oblika “xı = a1”, “X2= a2", ..., “Xm= Am dobijamo 
funkciju pripadnosti Ug:(y) = DOFA,,A,,+++A,(41, 42, > Am) ^ UBOY), gdje je stepen 
paljenja DOFA,,A,,+++,A,(41, 42, ..., dn) definiran isto kao i pri opisu fuzzy logičkog 
rezonovanja. Uglavnom, pri korištenju Mamdani rezonovanja, sve je veoma 
slično kao kod fuzzy logičkog rezonovanja, samo što ne smijemo zaboraviti da 
na djelimične zaključke dobijene primjenom svakog od individualnih pravila 
treba primijeniti operaciju fuzzy unije, a ne fuzzy presjeka. 


Aproksimativno rezonovanje ćemo demonstrirati na jednom ilustrativnom 
primjeru. Pretpostavimo da imamo skup (nepreciznih) pravila koja povezuju 
visinu i težinu neke osobe sa njenim zdravstvenim stanjem, poput sljedećih: 


— ako je osoba osrednje visine i veoma mršava tada je ona prilično nezdrava; 
— ako je osoba visoka i prosječne težine tada je ona sasvim zdrava; 

— ako je osoba visoka i mršava, tada je ona prilično zdrava; 

— ako je osoba veoma niska i veoma debela, tada je ona sasvim nezdrava; 


Ovdje se kao ulazne lingvističke promjenljive javljaju visina i težina osobe, 
dok se kao izlazna lingvistička promjenljiva javlja zdravstveno stanje osobe. 
Pretpostavićemo da visina osobe može uzeti sljedeće vrijednosti: “veoma niska" 
(VN), “niska” (N), “osrednje visine" (OV), “visoka” (V) i “veoma visoka" (VV). 
Dalje, pretpostavimo da težina osobe može uzeti sljedeće vrijednosti: “veoma 
mršava” (VM), “mršava” (M), “prosječne težine" (PT), "debela" (D) i “veoma 
debela" (VD). Konačno, pretpostavimo da zdravstveno stanje osobe može uzeti 
vrijednosti “sasvim nezdrava” (SN), “prilično nezdrava” (PN), “prilično zdrava" 
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(PZ) i “sasvim zdrava" (SZ). Uvođenjem ovih lingvističkih kategorija, kažemo 
da smo izvršili fuzzyfikaciju visine, težine i zdravstvenog stanja, odnosno prešli 
smo iz svijeta konkretnih vrijednosti (izraženih recimo u centimetrima za slučaj 
visine) u svijet nepreciznih, lingvističkih pojmova. 


Uz ovakvu konvenciju, moguće je formirati ukupno 25 pravila koja povezuju 
visinu i težinu osobe sa njenim zdravstvenim stanjem, s obzirom da imamo po 5 
mogućih lingvističkih vrijednosti kako za visinu, tako i za težinu. Umjesto da 
ispisujemo sva ova pravila, pregledno ćemo ih prikazati u vidu sljedeće tabele: 


Težina 
VM M PT D VD 


Visina 


Naravno, ova tablica rezultat je nečije subjektivne procjene. Dalje je 
potrebno specificirati šta znače pojmovi poput "niska", “veoma mršava“, 
"prilično zdrava", itd. Drugim riječima, sve ove pojmove potrebno je modelirati 
kao fuzzy skupove, sa odgovarajućim funkcijama pripadnosti (što je ponovo 
stvar subjektivne procjene). Primjer takvog modeliranja prikazan je na sljedećoj 
slici, gdje funkcije pripadnosti Uyx(h), UN(h), Mov(h), uy(h) i Uvv(h) daju redom 
stepen pripadnosti visine neke osobe lingvističkim kategorijama VN, N, OV i 
VV u ovisnosti od njene stvarne visine x u centimetrima: 


Uyn(/) Un(h) Hov(/) Uv(h) Uvv(h) 


visina 
u cm 


130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 


Na sličan način ćemo modelirati i lingvističke vrijednosti težine, pri čemu će 
funkcije pripadnosti Hym(/1), Uym(m), Upr(m), Up(m) i Uyp(m) odgovarati redom 


stepenima pripadnosti težine neke osobe lingvističkim kategorijama VM, M, PT, 
D i VD u ovisnosti od njene stvarne mase m u kilogramima: 


Uvm(m) Um(/n) Upr(/n) Up(m) Uvp(m) 
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Nešto je teže modelirati lingvističke vrijednosti zdravstvenog stanja, s 
obzirom da za zdravsteno stanje ne postoji neki precizni kvantitativni pokazatelj, 
već se zdravsteno stanje tipično iskazuje samo lingvističkim kategorijama. Stoga 
ćemo, za potrebe modeliranja, uvesti fiktivni kvantitativni pokazatelj koji ćemo 
nazvati "indeks zdravlja" čija vrijednost može biti, recimo, od 0 do 100 
(možemo ga tumačiti, recimo, kao “stepen dobrote zdravlja" iskazan u 
procentima, u odnosu na iznos 100 koji predstavlja “savršeno zdravlje“). Nakon 
toga ćemo lingvističke kategorije SN, PN, PZ i SZ modelirati redom kao fuzzy 
skupove sa funkcijama pripadnosti Usn(x), Mpn(X), Upz(x) i Usz(x), koje su 
koncentrisane respektivno oko indeksa zdravlja 20, 40, 60 i 80, čime zapravo 
modeliramo činjenicu da ne postoji niti savršeno zdravlje, niti potpuno odsustvo 
zdravlja (kod žive osobe): 


Usn(x) = Upn(x) = Upz(x) = Usz(x) 


indeks 
zdravlja 


20 40 60 80 100 


Ovim je kompletirano modeliranje naše "baze znanja". Sada ćemo 
primijeniti aproksimativno rezonovanje da vidimo šta možemo zaključiti o 
zdravlju osobe čija je visina h=183 cm i masa m=56 kg. Pogledajmo prvo šta 
nam ovi podaci govore iskazano u lingvističkim kategorijama. Za tu svrhu je sa 
grafikona funkcija pripadnosti potrebno očitati njihove vrijednosti za h=183 i 
m=56. S obzirom da je uyn(183)=0, ux(183) =0, Uov(183) =0.7, uy(183) =0.3 i 
Uyv(183) =0, osoba pripada skupu ljudi osrednje visine sa stepenom pripadnosti 
0.7 i skupu visokih ljudi sa stepenom pripadnosti 0.3 (nešto slobodnije, možemo 
reći da osoba ima 70 % svojstava ljudi osrednje visine i 30 % svojstava visokih 
ljudi). Dalje, kako imamo Mym(56) =0.8, uy(56) =0.2, Upr(56) =0, up(56) =0 i 
uvp(56) =0, to osoba pripada skupu vrlo mršavih ljudi sa stepenom pripadnosi 
0.8 i skupu mršavih ljudi sa stepenom pripadnosi 0.2 (odnosno, osoba ima 80 % 
karakteristika vrlo mršavih ljudi i 20 % karakteristika mršavih ljudi). 


Primijetimo da u ovom primjeru vrijedi da su sume pripadnosti jednake 
jedinici, odnosno imamo 0+0+0.7+0.3+0=110.8+0.2+0+0+0=1. Ovo je 
čista slučajnost, koja je posljedica karakterističnog oblika usvojenih funkcija 
pripadnosti. Pri drugačije odabranim funkcijama pripadnosti ovo ne bi moralo 
vrijediti, odnosno sasvim je moguće da se ispostavi da neka osoba ima, recimo, 
80% svojstava osobe prosječne težine, 40% svojstava mršave osobe, 5% 
svojstava vrlo mršave osobe i 15 % svojstava debele osobe. Ovo naglašavamo da 
bismo još jednom istakli razliku između fuzzy rezonovanja i rezonovanja 
zasnovanog na teoriji vjerovatnoće, s obzirom da se ovi pristupi često brkaju. 


Da bismo na osnovu aproksimativnog rezonovanja donijeli zaključke o 
zdravlju razmatrane osobe, moramo prvo izračunati stepene paljenja za svako od 
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25 postojećih pravila. S obzirom da je DOFx,y(h, m) = Ux(h) A uy(m), vidimo da 
će od ukupno 25 pravila, samo četiri pravila imati stepen paljenja različit od 
nule. Stoga će samo četiri pravila učestvovati u donošenju krajnjeg zaključka. 
Njih ćemo zvati aktivna pravila i to su, u ovom primjeru, sljedeća pravila: 


— ako je osoba osrednje visine i veoma mršava tada je ona prilično nezdrava; 
— ako je osoba osrednje visine i mršava tada je ona sasvim zdrava; 

— ako je osoba visoka i veoma mršava tada je ona sasvim nezdrava; 

— ako je osoba visoka i mršava tada je ona prilično zdrava; 


Stepeni paljenja ovih pravila redom iznose: 


DOFov,vm(183, 56) = Uov(183) A uUvuy(56) = min {0.7, 0.8} =0.7 
DOF9v,mM(183, 56) = Mov(183) A Um(56) = min (0.7, 0.2) = 0.2 
DOFy,vm(183, 56) = Uy(183) A uvy(56) = min {0.3, 0.8} = 0.3 

DOFy,m(183, 56) = uy(183) A Uy(56) = min (0.3, 0.2} = 0.2 


Primijenimo sada Mamdani rezonovanje sa Mamdani implikacionim 
operatorom (operacijom “min”). Primjena svakog od ova četiri pravila daje 
djelimične zaključke o zdravlju osobe, iskazane u vidu fuzzy skupova čije su 
funkcije pripadnosti redom u(x) = min (0.7, Upn(x) }, u(x) = min (0.2, Usz(x) }, 
W(x) = min (0.3, Usn(x)} 1 M4) = min (0.2, Upz(x)}, dok je konačan zaključak 
iskazan kao fuzzy unija djelimičnih zaključaka, tj. u vidu fuzzy skupa sa 
funkcijom pripadnosti u(x) = max {u (x), u(x), u(x), W,(x)}. Ove funkcije 
pripadnosti prikazane su na sljedećoj slici, pri čemu su funkcije pripadnosti 
djelimičnih zaključaka prikazane isprekidanom linijom, a funkcija pripadnosti 
konačnog zaključka punom linijom: 


uo) 


uœ) wew) 


20 40 60 80 100 


Nažalost, dobijeni zaključak nije jednostavan za interpretaciju, s obzirom da 
je iskazan u formi fuzzy skupa. Bolje bi bilo kada bismo umjesto fuzzy skupa 
mogli dobiti neki precizan kvantitativan pokazatelj o zdravlju osobe, recimo 
koliko iznosi indeks zdravlja razmatrane osobe. U mnogim primjenama, to je ne 
samo poželjno, nego i nužno. Na primjer, za potrebe fuzzy upravljanja, gdje se 
kao algoritam upravljanja koristi aproksimativno rezonovanje, kao rezultat 
algoritma upravljanja moramo dobiti neku konkretnu vrijednost upravljačke 
veličine (npr. napona ili struje), a ne neku nepreciznu lingvističku vrijednost 
iskazanu fuzzy skupom. Kaže se da moramo izvršiti defuzzyfikaciju dobijenog 
zaključka iskazanog fuzzy skupom, što znači pretvoriti nepreciznu informaciju 
iskazanu u vidu fuzzy skupa u neku konkretnu, precizno iskazanu vrijednost. 
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Formalno rečeno, defuzzyfikacija predstavlja operaciju pomoću koje se iz nekog 
fuzzy skupa izdvaja jedan njegov reprezentativni element, koji u nekom smislu 
najbolje predstavlja čitav fuzzy skup. Postoji više različitih metoda za izvođenje 
defuzzyfikacije, koje tipično daju različite rezultate. 


Najprostiji, ali i najlošiji metod defuzzyfikacije je metod poznat pod nazivom 
sredina maksimuma ili MOM (Mean of Maximum) metod. Po ovom metodu, 
kao rezultat defuzzyfikacije se prosto uzima onaj element fuzzy skupa koji ima 
najveći stepen pripadnosti, a ako takvih elemenata ima više, uzima se njihova 
srednja vrijednost. Recimo, po ovom metodu, za fuzzy skup iz prethodnog 
primjera, maksimalnu pripadnost imaju svi elementi iz segmenta [34..46], tako 
da se kao rezultat defuzzyfikacije može uzeti njihova srednja vrijednost xmm = 40. 
Dakle, po ovom metodu dobija se da razmatrana osoba ima indeks zdravlja 40. 
Međutim, već i sam pogled na sliku govori nam da bi kao reprezentativni 
element skupa bolje poslužio neki element nešto veći od 40. 


MOM metod je loš zbog činjenice da potpuno ignorira sve elemente fuzzy 
skupa osim onih čija je pripadnost maksimalna. Znatno je bolji metod težišta 
(engl. centroid method) ili COA (engl. Center of Area) metod, gdje se kao rezultat 
defuzzyfikacije uzima apscisa težišta lika omeđenog funkcijom pripadnosti i 
apscisnom osom. Nažalost, određivanje težišta nije jednostavan zadatak i traži 
primjenu integracije za slučaj kad god je funkcija pripadnosti u(x) definirana 
nad kontinualnim domenom (a obično jeste). Naime, koordinata težišta x, može 
se izračunati pomoću sljedećih formula, od kojih se lijeva koristi za fuzzy skupove 
nad diskretnim, a desna za fuzzy skupove nad kontinualnim domenom. Sumacija 
odnosno integracija u oba slučaja vrši se nad svim elementima domena: 


BDENE? BE 
"= Yue) — [uwa 


Da bismo primijenili ovaj metod na prethodni primjer, morali bismo prvo 
funkciju u(x) izraziti analitički (što nije teško, s obzirom da se njen grafik sastoji 
samo od pravih linija, ali je svakako naporno), a zatim izračunati navedene 
integrale (integral u nazivniku se zapravo može izračunati čisto geometrijskim 
putem, s obzirom da on predstavlja iznos površine omeđene funkcijom u(x) i 
apscisnom osom). Alternativno se oba integrala mogu približno izračunati 
upotrebom neke od numeričkih metoda. U svakom slučaju, računanje ovih 
integrala kao rezultat defuzzyfikacije za prethodni primjer daje vrijednost 
x = 44.41 što je, u skladu sa prethodnim rezonovanjem, razumniji rezultat. 


odnosno x 


Mada metod težišta daje dobre rezultate, osnovna mana mu je složenost. 
Stoga se u praksi često koristi modificirani metod težišta odnosno metod centra 
suma ili COS (Center of Sums) metod. Ideja ovog metoda je u činjenici da je za 
likove jednostavnog oblika lako odrediti apscicu težišta. Na primjer, za sve 
likove koji posjeduju simetriju lijevo-desno, apscisa težišta se nalazi tačno na 
sredini između krajnje lijeve i krajnje desne granice lika. Stoga se po ovom 
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metodu prvo izračunaju apscise težišta xy; za sve djelimične zaključke sa 
funkcijama pripadnosti (x), kao i površine P; omeđene funkcijama U(x) i 
apscisnom osom. Ove veličine je obično lako naći, s obzirom da su funkcije 
u(x) obično jednostavne. Nakon toga se defuzzyfikacija vrši pomoću sljedeće 
formule, koja obično daje rezultat blizak apscisi težišta lika omeđenog čitavom 
funkcijom u(x) i apscicnom osom: 

Far 


Za slučaj iz prethodnog primjera, odmah nalazimo x, =40, x,2 = 80, x3=20 i 
X4=60, što slijedi iz simetrije odgovarajućih likova, kao i Pi=18.2, P2=7.2, 
P3= 10.2 i P4=7.2, što se dobija prostim geometrijskim formulama za površinu 
trapeza. Konačno imamo: 


_ 40-:18.2+80:7.2+20-10.2+60-7.2 


Xem = 18.2+7.2+10.2+7.2 = 


U svakom slučaju, vidimo da je kao rezultat defuzzyfikacije razumno usvojiti 
vrijednost indeksa zdravlja x = 45. Pogledajmo kako još možemo interpretirati 
ovaj rezultat. Sa slike koja prikazuje funkcije pripadnosti UsN(x), UpN(X), Upz(X) i 
Usz(X) za vrijednost x=45 možemo očitati vrijednosti Usn(45) = 0, Upn(45) = 0.75, 
Upz(45) =0.25 i usn(45)=0. Drugim riječima, za razmatranu osobu možemo reći 
da ima 75 % karakteristika prilično nezdrave osobe i 25 % karakteristika prilično 
zdrave osobe. Činjenica da je 0+0.75+0.25+0=1 ponovo je slučajnost 
uvjetovana karakterističnim oblicima funkcija pripadnosti za lingvističke 
kategorije SN, PN, PZ i SZ. 


Demonstrirajmo još šta bismo dobili ukoliko bismo umjesto Mamdani 
implikacionog operatora upotrijebili Larsenov implikacioni operator (klasično 
množenje). Funkcije pripadnosti djelimičnih zaključaka tada respektivno postaju 
HC) = 0.7 Uen), M(x) = 0.2 Usz(x), pŒ) = 0.3 usn) i 4x) = 0.2 Upz(x), dok 
je konačan zaključak ponovo iskazan kao fuzzy unija djelimičnih zaključaka, tj. 
kao fuzzy skup sa funkcijom pripadnosti u(x) = max (1(2), u(x), u(x), Wa(x)}. 
Ove funkcije pripadnosti prikazane su na sljedećoj slici (crtkano za djelimične 
zaključke, a punom linijom za konačni zaključak): 


H(x) 
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Bez obzira na činjenicu da smo dobili nešto drugačiji fuzzy skup nego pri 
primjeni Mamdani implikacionog operatora, interesantno je da nakon izvršene 
defuzzyfikacije dobijamo gotovo identične zaključke. Recimo, primjena MOM 
metoda defuzzyfikacije očigledno daje vrijednost x,,,= 40, kao u prethodnom 
slučaju. Također, metod težišta daje vrijednost x,=44.085, što je ponovo blisko 
ranije nađenoj vrijednosti. U ovom slučaju je posebno jednostavan za primjenu 
modificirani metod težišta, s obzirom da sve funkcije pripadnosti djelimičnih 
zaključaka imaju oblik trougla, čije se površine vrlo lako računaju (P=a-h/2). 
Tako, primjenom ovog metoda, za slučaj iz prethodnog primjera odmah nalazimo 
Xe1 = 40, x2 = 80, x3=20 i xa = 60, odnosno P; = 14, P,=4, P;=6 i P4=4, tako 
daje 


_40-14+80:4+20-6+60-4 


Xem = 14444644 TE 


Vidimo da su, u svakom slučaju, razlike između rezultata dobijenog primjenom 
Mamdanijevog i Larsenovog implikacionog operatora minorne. 


Interesantno je da se princip aproksimativnog rezonovanja može primijeniti i 
u obrnutom smjeru, odnosno na osnovu skupa pravila oblika “ako je x A onda je 
y B” i činjenice oblika “y je B’ " izvesti nekakav zaključak o tome kakav je x. Za 
tu svrhu, nakon što se formira fuzzy relacija R koja modelira odnos između A i 
B, zaključak tipa “x je A” dobijamo putem kompozicije fuzzy relacije R i fuzzy 
skupa B’, odnosno A'=RoB'. Drugim riječima, funkcija pripadnosti M,:() 
zaključka izraženog u formi fuzzy skupa A" dobija se kao 


a(x) = max {P(ua(x), UB(Y)AHB(y)|y€ Y} 


gdje je Y univerzalni skup za skupove B i B'. Ovdje se radi o generalizaciji 
pravila modus tolens. Zaista, pravilo modus tolens u klasičnoj logici omogućava 
nam da iz tačnosti implikacije P= Q i izvjesne činjenice o iskazu O (da je 
netačan) izvučemo određeni zaključak o iskazu P (da je on također netačan). 


Na kraju, može se postaviti pitanje kakva je korist od aproksimativnog 
rezonovanja ako se pomoću njega u najboljem slučaju mogu dobiti samo 
neprecizni odgovori. Međutim, činjenica je da je u odsustvu preciznih 
informacija i neprecizan odgovor bolji od nikakvog, a precizne informacije je u 
stvarnosti teško posjedovati. Stoga nije na odmet navesti nekoliko citata 
poznatih naučnika: “Svi precizni zakoni nemaju veze sa stvarnošću, a svi zakoni 
koji imaju veze sa stvarnošću su neprecizni“ (A. Einstein), “Kako složenost 
razmatrane pojave raste, precizne izjave gube smisao, a smislene izjave gube 
preciznost" (L. Zadeh) i, konačno, “Sve što je precizno, obično nije istinito" (H. 
Matisse"). 


! Henri Matisse (1869—1954), francuski umjetnik. Njegovo ime vezuje se za fovistički i modernistički pokret. 
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Zadaci uz Poglavlje 3. 


Pokažite da je Booleova kvaternarna logika zaista Booleova algebra, tj. da ispunjava sve 
aksiome Booleove algebre. 


Pokažite da trojka (B,u,") gdje je xuy=NZS(x,y) i xy = NZD(x, y) predstavlja 
Booleovu algebru kad god je B skup svih djelilaca nekog prirodnog broja n čiji su svi 
prosti faktori različiti. Sta se dešava ukoliko n ima identičnih prostih faktora, recimo 
ukoliko jen=75 (3-5°)? 


Pokažite da trojka (B, |, &) gdje je B=(xeZ|0<x<2") i gdje “|” i “&" predstavljaju 
disjunkciju odnosno konjunkciju po bitima tvori Booleovu algebru. 


Proširite značenje operacija —, A, v sa skupa B = (0, 1) na skup A = (0, 1/3, 2/3, 1) tako 
da struktura (A, v, A) bude Booleova algebra, pri čemu je x = ~x. Pokažite da su ispunjena 
svi zahtjevi za Booleovu algebru. Da li je rješenje jedinstveno? 


Neka je dat skup B = (0, a, B,,8, €, 6, 1). Definirajte operacije “u” i “T” u skupu B tako 
da trojka (B,u,"1) bude Booleova algebra, pri čemu ulogu neutralnih elemenata Booleove 
algebre 0 i 1 preuzimaju elementi 0 i 1 iz B. Napomena: s obzirom da rješenje nije 
jedinstveno, dovoljno je da pronađete makar jedno rješenje. 


Odredite koliko međusobno različitih (tj. neizomorfnih) rješenja postoji u prethodnom 
zadatku. 


Odredite koliko postoji međusobno različitih (neizomorfnih) Booleovih algebri koje se 
mogu napraviti nad nekim skupom B sa 2" elemenata. Koliko iznosi ovaj broj ukoliko se 
unaprijed fiksira koji će elementi skupa B imati ulogu neutralnih elemenata 0 i 1 Booleove 
algebre? 


Definirajte Booleovu algebru nad skupom Z, a zatim iskoristite bijekciju koja postoji 
između skupa /Z i skupa N da definirate Booleovu algebru nad skupom N. 


Predstavite digitalno računanje funkcije y=22*+3 pomoću prekidačkih funkcija ukoliko 
imamo xe {0,1,2,3}. 


Predstavite digitalno računanje funkcije y=mod(3x+1,7) pomoću prekidačkih funkcija 
ukoliko imamo xe {0, 1,2,3, 4,5,6,7}, a mod(x, y) predstavlja ostatak pri dijeljenju x sa y. 


Predstavite digitalno računanje funkcije y=l(x*+4)/51] pomoću prekidačkih funkcija 
ukoliko imamo x€ {0, 1,2,3,4,5,6,7},alx] predstavlja cijeli dio broja x. 


Predstavite digitalno računanje zbira c=a+b pomoću prekidačkih funkcija, pri čemu su 
operandi a i b cijeli brojevi u opsegu od 0 do 3 uključivo. Napomena: u ovom i u narednih 
nekoliko zadataka koristite formalni postupak, odnosno formiranje tablice vrijednosti 
rezultata za sve kombinacije argumenata i kreiranje odgovarajućih prekidačkih funkcija na 
osnovu tablice. 


Predstavite digitalno računanje razlike c=a—b pomoću prekidačkih funkcija, pri čemu su 
operandi a i b cijeli brojevi u opsegu od 0 do 3 uključivo, uz pretpostavku da je a>b. U 
slučaju da je a < b, rezultat treba biti c=0 (tj. općenito je c = max(a — b, 0)). 


Predstavite digitalno računanje razlike c=a—b pomoću prekidačkih funkcija, pri čemu su 
operandi a i b cijeli brojevi u opsegu od 0 do 3 uključivo. Predvidite da rezultat može biti i 
negativan, tako što ćete pri kodiranju rezultata predviditi i bit koji signalizira znak 
rezultata (recimo, jedinica će predstavljati negativan a nula pozitivan rezultat). U slučaju 
negativnog rezultata, biti koji predstavljaju vrijednost trebaju sadržavati apsolutnu 
vrijednost rezultata. 


Ponovite prethodni zadatak uz pretpostavku da se negativan rezultat kodira u kodu 
komplementa dvojke (ovaj zadatak pretpostavlja od čitatelja odnosno čitateljke osnovno 
znanje o binarnom kodiranju brojeva, odnosno komplementu dvojke). 


169 


3.16 


3.18 


* 


3.20 


3.21 
3.22 


3.23 
3.24 


3.25 


3.26 
3.27 


3.28 


Predstavite digitalno računanje produkta c =a b pomoću prekidačkih funkcija, pri čemu su 
operandi a i b cijeli brojevi u opsegu od 0 do 3 uključivo. 


Predstavite digitalno računanje izraza c = a+ (b+1)* pomoću prekidačkih funkcija, pri 
čemu a i b uzimaju vrijednosti iz skupa (0, 1,2,3}. 


Predstavite digitalno računanje izraza c =a- b pomoću prekidačkih funkcija, pri čemu a i b 
uzimaju cjelobrojne vrijednosti iz opsega od 0 do 31 uključivo. S obzirom na veći broj 
neophodnih promjenljivih, rješenje potražite intuitivnim putem. Uputa: analizirajte kako se 
ručno izvodi oduzimanje binarnih brojeva i postupite slično kao pri digitalnom računanju 
operacije sabiranja, samo što ćete umjesto prenosa razmatrati "posudbu". 


Predstavite digitalno računanje produkta c =a b pomoću prekidačkih funkcija, pri čemu su 
operandi a i b cijeli brojevi u opsegu od 0 do 7 uključivo. Rješenje pronađite intuitivnim 
putem, s obzirom da bi formalni pristup (formiranje tablice, itd.) bio previše glomazan. 


Aritmetizirajte sljedeće prekidačke izraze: 


a) xvy b) xv(y0&2) c) xvyzvaxyz 
d) xyvyzvaz e) xĐyxy Ð Q«yvoz)(zvxz) 
g) XyVxzvyz h) «vyvzd(xvyvz) i) xyvzvxavoyz 


Predstavite izraze iz prethodnog zadatka u standardnom obliku Žegalkinove algebre. 


Za izraze iz prethodnog zadatka nađite Booleove izvode po svim promjenljivim od kojih 
oni zavise. 


Dokažite svojstva Booleovog izvoda navedena u Odjeljku 3.6. 


Odredite koju prekidačku funkciju realizira prekidačka mreža sa sljedeće slike, a zatim 
odredite i nacrtajte što je god moguće jednostavniju prekidačku mrežu koja realizira istu 
prekidačku funkciju. 


Z 


Odredite koju prekidačku funkciju realizira logička mreža (shematski dijagram) sa sljedeće 
slike i odredite i nacrtajte što je god moguće jednostavniju logičku mrežu koja realizira 
istu funkciju. 


X 
y 
z f(x,y, Z, u) 


u 


Nacrtajte shematske dijagrame za digitalna računanja određena u zadacima od 3.9 do 3.19. 


Ustanovite koje su sve osobine klasične logike iskaza izgubljene u Kleeneovoj a koje u 
Lukasiewiczevoj ternarnoj logici. Za slučaj Łukasiewiczeve logike, posebno razmotrite 
slučajeve kada se koriste jaka konjunkcija i disjunkcija umjesto slabe konjunkcije i 
disjunkcije. 

Pokažite argumentirano da se Lukasiewiczeva implikacija u ternarnoj logici ne može izraziti 
pomoću konjunkcije, disjunkcije i negacije (mada Kleeneova implikacija može). 
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Pokažite pomoću tablica istine da Kleeneova i Lukasiewiczeva implikacija narušavaju 
pravilo modus ponens, a da ono ostaje očuvano ukoliko se koristi Godelova ili Rescherova 
implikacija. 

U logici i filozofiji mnogo se koriste pravilo zaključivanja poznata kao hipotetski 

silogizam. Ovo pravilo tvrdi da ako iz X slijedi Y i iz Y slijedi Z, iz svega toga slijedi da iz 

X slijedi Z (ne treba miješati ovo pravilo sa disjunktivnim silogizmom koji tvrdi da ako 

pretpostavimo da vrijedi X ili Y i znamo da ne vrijedi X, tada slijedi da mora vrijediti Y). 

Matematički zapisano, hipotetski silogizam tvrdi da je izraz(X>Y)A(Y>7)>(X>27) 

tautologija (on, u suštini, zapravo izražava tranzitivnost poretka). Međutim, u ternarnim 

logikama, situacija se komplicira. 

a) Pokažite da u ternarnim logikama hipotetski silogizam ne vrijedi bezuvjetno niti uz 
Kleeneovu niti uz kukasiewiczovu definiciju implikacije tako što ćete pronaći 
kombinacije varijabli X, Y i Z za koje gornji izraz nije tautologija. 

b) Pokažite da za Godelovu ili Rescherovu implikaciju vrijedi hipotetski silogizam. 


Neka operacija “=” ternarne logike naziva se implikacijom ukoliko sa svaku vrijednost X iz 
skupa {T, L, U} vrijedi L>X=T, X >T =T, T =L= L iako sa sve vrijednosti X, Y i Z iz 
skupa {T, L, U} iz pretpostavke X < Y slijedi Z >X <Z >Y iX>Z < Y >Z (pri čemu se 
uzima da je L<U<T). Pronađite sve moguće implikacije koje se mogu definirati u 
ternarnoj logici. Koliko ih ima? 


Formirajte formulu ternarne logike sa jednom promjenljivom X koja je tačna samo ukoliko 
X ima vrijednost U, a inače je netačna. 


Izrazite operacije rotiranja naviše i naniže odnosno pomjeranja naviše i naniže u ternarnoj 
logici pomoću klasičnih operacija ternarne logike (konjunkcije, disjunkcije, negacije te 
Kleenove i Łukasiewiczeve implikacije) i, eventualno, konstante U. 


Argumentirano pokažite da se operacija konsenzusa ne može izraziti pomoću klasičnih 
operacija ternarne logike, bez upotrebe konstante U. 


Nađite postupak pomoću kojeg se svaki izraz ternarne logike zadan tablicom istine može 
izraziti pomoću klasičnih operacija ternarne logike i konstante U. 


Generalizacijom pravila modus ponens u fuzzy logici smatra se relacija xA(x=>y) <y pri 
čemu je "A" fuzzy konjunkcija, a “=>” neka od fuzzy implikacija. Ispitajte koje od 
predloženih fuzzy implikacija poštuju pravilo modus ponens. 


Dati su fuzzy skupovi A=0.3/a+1/c+0.8/d+0.65/e i B=0.5/a+0.75/b+1/c+0.2/e 


nad univerzalnim skupom U = {a, b, c, d, e). Odredite fuzzy skupove A UB, ANB,A\Bi 
B\A (razlika X \ Y se kao i kod klasičnih skupova može izraziti kao X\Y=XnY'). 


Nađite fuzzy uniju i fuzzy presjek skupova A i B pri čemu je univerzalni skup dat kao skup 
nenegativnih realnih brojeva, a odgovarajuće funkcije pripadnosti su date na sljedećoj slici: 


Ha) 


UB) 


Na prodaju je 10 kuća K;—K 9. Potencijalni kupac analizirao je konfor i veličinu svake od 
ponuđenih kuća i formirao fuzzy skupove “skup komfornih kuća” A i “skup velikih kuća” 
B koji respektivno glase A =0.2/KĶ; +0.5/K, +0.8/K;+1/K4+0.7/KĶ;+0.3/Ks odnosno 
B=0.2/K:+0.4/K,+0.6/K5+0.8/Kg+1/K;+1/Kg+1/K9+1/Kqo. 


a) Formirajte “skup komfornih i velikih kuća". Ukoliko je kupcu cilj da kupi komfornu i 
veliku kuću da li je ijedna od kuća u potpunosti zadovoljavajuća? Koja se kuća najbolje 
uklapa u takav zahtjev? 

b) Formirajte “skup komfornih ili velikih kuća". Ukoliko je kupcu cilj da kupi kuću koja 
je bilo komforna bilo velika, koje kuće u potpunosti zadovoljavaju takav kriterij? 
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Pokažite da su operacije fuzzy unije i fuzzy presjeka distributivne jedna prema drugoj. 
Nađite Descartesov proizvod A XB fuzzy skupova A i B iz zadatka 3.37. 


Nad skupovima XXY i YXZ gdje je X={1,2,3}, Y=(0,B,y8) i Z={a,b} zadane su 
respektivno sljedeće fuzzy relacije: 
R 1 =0.1/(1, a) +0.3/(1,B) +0.5/(1,y) +0.7/ (1, 8) +0.4/(2, a) + 0.2/ (2, P) +0.8/ (2, Y) + 
+ 0.9/ (2, 8) +0.6/ (3, a) + 0.8/ (3, B) +0.3/ (3, Y +0.2/(3, 8) 
R2=0.9/(0,d)+0.1/(0,b) +0.2/(B,a) +0.3/(B,b) +0.5/ (y, a) +0.6/ (y, b) +0.7/ (8, a) + 
+ 0.2/ (ò, b) 
Nađite max-min, max-proizvod i max-prosjek kompozicije fuzzy relacija R 1i R2. 


Date su dvije fuzzy relacije R yi R čije relacione matrice M, i M, glase redom 


1 0309 0 1 1 09 
_103 1 08 1 |1 005 
Mi =| 09 08 1 08 M2=| 03 01 0 
0 1 08 1 0.2 0.3 0.1 


Odredite relacione matrice koje odgovaraju njihovim max-min, max-proizvod i max-prosjek 
kompozicijama. 


Osoba A ima trojicu sinova B, C i D. Genetska analiza je pokazala da stepen sličnosti 
genetskog materijala između osobe B i njegove braće C i D iznosi redom 80 % i 90 %. S 
druge strane, sličnost genetskog materijala između oca A i njegovih sinova C i D iznosi 
50 % odnosno 60 % respektivno. Modelirajući ove činjenice kao fuzzy relacije i koristeći 
kompoziciju fuzzy relacija, procijenite stepen sličnosti genetskog materijala između osobe 
A i njenog sina B. 


Neka je dato fuzzy pravilo oblika “ako je x A onda je y B" gdje su A i B fuzzy skupovi nad 
zadani kao A=0.5/2+1/3+0.4/4 i A=0.33/5+0.67/6+1/7+0.67/8+0.33/9 (pri tome 
je univerza skup prirodnih brojeva). Odredite kako glasi fuzzy relacija koja izražava 
ovisnost x i y ukoliko se koristi Mamdani implikacioni operator. Kakav se zaključak o 
tome kakav je y može donijeti ukoliko je poznato da je x= 4, a kakva ukoliko je poznato da 
jex A" gdje je A’ =1/3+0.2/42 


Posmatrajmo pravilo oblika “Ako je nadmorska visina velika, onda je količina kisika u zraku 
mala". Ovo pravilo može se interpretirati kao fuzzy pravilo "Ako je nadmorska visina A, 
onda je količina kisika B” gdje su A i B respektivno fuzzy skupovi koji odgovaraju 
lingvističkim kategorijama “velika nadmorska visina" i “mala količina kisika u zraku”. Neka 
je skup A modeliran kao diskretni fuzzy skup nad skupom nadmorskih visina od 0 do 4000 m 
u koraku po 1000 m kao A=0/0+0.25/1000+0.5/2000+0.75/3000+1/4000, dok je B 
modeliran kao diskretni fuzzy skup B=1/0+0.8/25+0.5/50+0.3/75+0/100 pri čemu 
univerza (0, 25, 50, 75, 100) predstavlja relativni procentualni udio kisika u zraku u odnosu 
na maksimalnu moguću količinu kisika u zraku. 


a) Na osnovu ovog fuzzy pravila, formirajte fuzzy relacije koje povezuju nadmorsku visinu 
sa količinom kisika u zraku, korištenjem različitih vrsta implikacionih operatora. 

b) Neka je poznato da je nadmorska visina 2000 m. Analizirajte kakav se zaključak o 
količini kisika u zraku može izvesti postupkom fuzzy rezonovanja. Uporedite rezultate 
dobijene pomoću različitih implikacionih operatora korištenih pod a). 

c) Neka je sada poznato da je nadmorska visina “velika”, pri čemu “velika”? ima smisao 
upravo fuzzy skupa A. Koristeći fuzzy rezonovanje, izvedite šta se može zaključiti o 
količini kisika u zraku (nemojte se iznenaditi što se uglavnom neće dobiti tačno skup 
B, s obzirom da se radi o aproksimativnom rezonovanju). Za koji implikacioni operator 
se dobija zaključak koji najviše liči na fuzzy skup B? 

d) Neka je sada poznato da je nadmorska visina “izrazito velika", pri čemu ovaj termin 
ima smisao fuzzy skupa A" dobijenog iz fuzzy skupa A operacijom koncentracije (tj. 
A’ =con(A)). Sta se sada može zaključiti o količini kisika u zraku? Koji implikacioni 
operator daje zaključak koji je najbliži očekivanom zaključku po kojem je količina 
kisika “izrazito mala"? 
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3.49 


Ponovite analizu zdravlja osobe visine h = 183 cm i mase m= 56 kg na osnovu baze znanja 
razvijene u primjeru iz Odjeljka 3.11, ali tako što ćete umjesto Mamdani rezonovanja 
koristiti fuzzy logičko rezonovanje. 


U nekom fuzzy sistemu upravljanja kao ulaz u regulator koriste se greška u reguliranoj 
veličini € i brzina promjene greške Ag. Moguće vrijednosti ovih veličina definirane su 
lingvistički sljedećim terminima: “vrlo negativno" (VN), “umjereno negativno" (UN), 
“malo negativno" (MN), “oko nule" (ON), “malo pozitivno" (MP), “umjereno pozitivno" 
(UP) i “veoma pozitivno“ (VP). Ovi lingvistički termini modelirani su simetričnom 
funkcijama pripadnosti trougaonog oblika čiji se maksimumi nalaze respektivno u 
vrijednostima —6, —4, —2, 0, 2, 4 i 6, pri čemu širina osnovice odgovarajućih trouglova u 
svim slučajevima iznosi 6. Algoritam regulatora generira upravljački signal u koristeći 
skup od sljedećih 13 fuzzy pravila oblika “Ako je € A, i ako je Ag A, onda je u B”, koje 
ćemo, radi kratkoće, sažeto zapisivati kao A;,A, > B: 


VN,ON>VP UN, ON > UP MN,ON>MP ON,ON>ON MP,ON>MN 
UP, ON>UN VP,ON>VN ON, VN> VP ON, UN > UP ON,MN>MP 
ON,MP>MN ON,UP>UN ON, VP> VN 


Koristeći Mamdani rezonovanje sa Mamdani implikacionim operatorom, odredite vrijednost 
upravljačke veličine u na izlazu iz regulatora ukoliko je €=—1.6 i A€=1.2. Isprobajte razne 
metode defuzzyfikacije i uporedite rezultate. 


Na nekom fakultetu uvedeno je fuzzy rezonovanje za klasifikaciju studenata na prijemnom 
ispitu. Kandidati polažu prijemni ispit iz matematike i maternjeg jezika. Na osnovu broja 
poena ostvarenih na ispitu, svaki ispit se klasificira kao loš (L), prosječan (P) ili dobar (D), 
na osnovu funkcija pripadnosti sa sljedeće slike (s obzirom da se radi o fuzzy skupovima, 
isti rad može biti klasificiran u određenom iznosu npr. i kao prosječan i kao dobar): 


HX) L 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


Nakon što se klasificiraju ispiti, pristupa se klasificiranju kandidata, koji se klasificiraju u 
pet kategorija: odličan (O), vrlo dobar (VD), dobar (D), zadovoljavajući (Z) i loš (L) uz 
pomoć sljedećih fuzzy pravila: 

— Ako su oba ispita dobra, student je odličan; 

— Ako je ispit iz matematike dobar a ispit iz jezika prosječan, student je vrlo dobar; 

— Ako je ispit iz matematike prosječan a ispit iz jezika dobar ili prosječan, student je dobar; 
— Ako je jedan od ispita dobar a drugi loš, student je zadovoljavajući; 

— U svim ostalim slučajevima, student je loš. 


6. 


Pri tome su "odličan", “vrlo dobar" itd. također lingvističke kategorije, koje se na skali od 
0 do 100 mogu modelirati sljedećim funkcijama pripadnosti: 


KOL D VD o 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


Rezonovanje se vrši pomoću Mamdani rezonovanja uz Mamdani implikacioni operator. 
Konačna odluka o statusu kandidata donosi se nakon obavljene defuzzyfikacije, pri čemu 
se kandidat smatra odličnim ukoliko je x290, vrlo dobrim ukoliko je 80<x < 90, dobrim 
ukoliko je 70 <x < 80, zadovoljavajućim ukoliko je 50 <x < 70 i lošim ukoliko je x < 50, pri 
čemu je x rezultat obavljene defuzzyfikacije. Izvršite analizu kandidata koji je ostvario 82 
poena na ispitu iz matematike i 45 poena na ispitu iz maternjeg jezika. Uporedite rezultate 
koji se dobijaju pomoću raznih metoda defuzzyfikacije. 


173 


4. Elementi logike predikata 


4.1 Definicija predikata 


Logika iskaza, uvedena u Poglavlju 1, iako nesumnjivo moćna, ima slabu 
izražajnu moć. Na primjer, koristeći samo logiku iskaza, nije moguće formalno 
iskazati čak ni relativno proste tvrdnje poput "kvadrati svih realnih brojeva su 
nenegativni" ili "postoji prirodan broj čiji je kvadrat 9". Također, koristeći 
rezonovanje zasnovano samo na logici iskaza, na osnovu činjenica "Sve Sarajlije 
vole ćevape" i “Mujo je Sarajlija" uopće nije moguće izvesti (tačan) zaključak 
“Mujo voli ćevape". Za povećanje izražajne moći logike iskaza, neophodno je 
uvesti bogatiji logički aparat, nazvan logika predikata. Logika predikata ima 
dovoljnu izražajnu moć da se pomoću nje može formalno opisati veliki broj 
matematičkih objekata. Zbog njene velike izražajnosti i fleksibilnosti, postoje 
stalni pokušaji da se naprave i programski jezici zasnovani na logici predikata. 
Ovi pokušaji su se do sada pokazali kao manje ili više uspješni, a među uspješnije 
pokušaje (mada ne bez bitnih razilaženja od teorije predikata) spadaju programski 
jezici PROLOG i MICRO-PROLOG (ovaj posljednji, mada prilično zanimljiv, 
prebrzo se prestao dalje razvijati). Za izlaganje osnovnih elemenata, neophodno 
je prvo precizno uvesti pojam predikata. 


U ranijim izlaganjima, pojam predikata smo koristili neformalno, gdje smo 
predikate posmatrali kao izjave koje ovise od izvjesnog broja promjenljivih, i 
koje postaju iskazi (tačni ili netačni) kada se svim promjenljivim koje figuriraju 
u predikatu daju konkretne vrijednosti. Nakon što smo precizirali pojam funkcija 
i relacija, pojam predikata sada možemo uvesti i formalno. Pod n-mjesnim 
predikatom nad elementima skupa X (tzv. domenom predikata) smatramo svaku 
funkciju P : X” — {T,L}, odnosno preslikavanje koje svakoj uređenoj n-torki 
elemenata iz skupa X pridružuje neku istinitosnu vrijednost (bolje bi bilo reći 
neki iskaz, ali radi pojednostavljenja razmatranja, ovdje nećemo praviti razliku 
između samih iskaza i njihove istinitosne vrijednosti). Vrijednost predikata P za 
uređenu n-torku (X;, X2, ...,X,) označavamo sa P(X;, X2, ...,X,). 


Alternativno, moguće je n-mjesni predikat formalno definirati kao n-arnu 
relaciju P u skupu X, odnosno smatrati da je PC X". Uz takvu definiciju, po 
konvenciji se uzima da je P(x,,X2,...,X,) tačno ako i samo ako (x1, X2, ...,Xn) € P. 
Specijalno, 1-mjesni predikat P u skupu X je svaki podskup skupa X. 


Uobičajene relacione odnose i njihove simbole prema potrebi ćemo tumačiti 
u skladu sa jednom od ove dvije definicije. Tako, izraz poput x < y, zavisno od 
potrebe, možemo tumačiti kao tvrdnju da je x manji od y (odnosno da su x i y u 
relaciji “biti manji od"), ili kao dvomjesni predikat (funkciju) od dvije 
promjenljive x i y koji je tačan ako i samo ako je x manji od y. Ako želimo istaći 
funkcijsku prirodu znaka “<”, možemo umjesto x < y pisati <(x, y), slično kao što 
se u primjenama u kojima je bitno istaći funkcijsku prirodu operacije sabiranja 
piše +(x, y) umjesto x + y. 
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Ponekad je korisno razmotriti mogućnost da različiti argumenti predikata 
imaju različite domene, tako da predikate možemo definirati kao preslikavanja 
P : XıXX2X...XX, >(T,1L), odnosno kao n-arne relacije PE X;x X>Xx...X X, 
Pri tome su Xi, X3, ..., X, domeni pojedinačnih argumenata predikata. 


4.2 Kvantifikatori (kvantori) 


Za logiku predikata karakteristična je primjena posebnih operatora, koji se 
primjenjuju na predikate, i koji se nazivaju kvantifikatori ili kvantori. Postoje 
dva tipa kvantifikatora: univerzalni kvantifikator, koji se označava sa “V” 
(obično se čita “za svako") i egzistencijalni kvantifikator, koji se označava sa 
“J” (obično se čita “postoji“). Ako je P(x) neki jednomjesni predikat, tada je 
Vx P(x) iskaz koji se interpretira kao “predikat P(x) je tačan za svaku vrijednost x 
iz njegovog domena", dok je dxP(x) iskaz koji se interpretira kao “postoji 
vrijednost x iz domena predikata P(x) za koju je ovaj predikat tačan". Drugim 
riječima, iskaz VxP(x) tvrdi da je P(x) konstantna funkcija čija je vrijednost 
uvijek “T” (odnosno da je predikat P(x) identički tačan), dok iskaz dx P(x) tvrdi 
da P(x) nije konstantna funkcija čija je vrijednost uvijek “l” (odnosno da 
predikat P(x) nije identički netačan). Primijetimo da kvantifikatori od predikata 
(koji nisu iskazi) prave iskaze. Prilikom formiranja izraza koji sadrže 
kvantifikatore, koriste se iste konvencije kao i pri obrazovanju izraza logike 
iskaza, uz dodatno pravilo da kvantifikatori imaju viši prioritet od ostalih 
logičkih operatora. Stoga se, na primjer, izraz VxP(x) v Q(x) ne interpretira kao 
Vx (Px) v Q(x)), već kao (VxP(x)) v Q(x). Ako želimo dobiti prvu interpretaciju, 
moramo upotrijebiti zagrade. Također, u slučajevima kada to doprinosi boljoj 
preglednosti, dozvoljeno je same kvantifikatore sa pripadnom promjenljivom 
pisati unutar zagrada, odnosno pisati (Vx) P(x) umjesto Vx P(x) i (dx) P(x) umjesto 
dx P(x). 


Razmotrimo jedan konkretan primjer. Posmatrajmo izraz x“ > x, pri čemu je 
xe IR. Ovaj predikat je tačan, recimo, za x=2, a netačan, recimo, za x=0.5 (on 
je, zapravo, uvijek tačan za x> 1). Iskaz Vx (x° > x) tvrdi da uvijek vrijedi x > x, i 
to je netačan iskaz, dok iskaz dx (> x) tvrdi da bar u nekom slučaju vrijedi 
x> x, i to je tačan iskaz. Tačan je također i iskaz Vx(x>1>x>x). 


Demonstrirajmo sada generalno pravilo kako se neke elementarne činjenice 
mogu iskazati jezikom logike predikata. Neka imamo dvije porodice objekata, 
koje ćemo apstraktno nazvati P-ovi i Q-ovi. Još u ranim začecima Grčke škole 
logike, primijećeno je da se većina elementarnih činjenica može iskazati u 
jednom od sljedeća četiri oblika (tzv. Aristotelski ' oblici): “Svi P-ovi su O-ovi" 
(recimo, “Svi Grci su ljudi"), “Neki P-ovi su O-ovi" (recimo, “Neki Grci su 
sportisti”), “Nijedan P nije O" (recimo, “Nijedan Grk nije besmrtan") i “Neki 
P-ovi nisu Q-ovi” (recimo, “Neki Grci nisu sportisti”). Pokažimo kako se ova 
četiri Aristotelska oblika mogu iskazati jezikom predikatske logike. Neka su P(x) 


! Aristotel (384 p.n.e—322p.n.e.), grčki filozof. Bavio se svim oblastima naučnog djelovanja koje su bile 
poznate u njegovo doba. 
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i Q(x) predikati čije je značenje respektivno “x je P” odnosno “x je Q”. Iskaz 
“Svi P-ovi su Q-ovi” možemo zapisati kao Vx(P(x) > Q(x)). Zaista, ovaj iskaz 
tvrdi da za svako x iz pretpostavke da je P(x) tačno (tj. da vrijedi iskaz “x je P”) 
slijedi tačnost O(x) (tj. da vrijedi iskaz “x je O"). S druge strane, iskaz "Neki 
P-ovi su O-ovi" zapisujemo kao dx (P(x) A Q(x)). Zaista, ovaj iskaz tvrdi da 
postoji takav x za koji su istovremeno tačni i P(x) i O(x) (tj. za koji istovremeno 
vrijede oba iskaza “x je P" 1 “x je O". Ovdje je bitno uočiti da se, bez obzira na 
prividnu sličnost ova dva Aristotelska oblika, u prvom javlja implikacija, a u 
drugom konjunkcija (ovo može biti čest uzrok grešaka ukoliko se na to ne pazi). 
Nije teško vidjeti da se preostala dva Aristotelska oblika “Nijedan P nije O" 
odnosno “Neki P-ovi nisu Q-ovi” mogu respektivno zapisati u vidu izraza 
Vx (P(x) > —Q(x) odnosno dx (P(x) A =Q(2)). 


Primijetimo da među Aristotelskim oblicima nema iskaza tipa “Svi P-ovi 
nisu O-ovi". Razlog za to je što su izjave tog tipa u većini govornih jezika 
(uključujući i naš) dvosmislene. Recimo, W. Shakespeare je u drami “Mletački 
trgovac” upotrijebio rečenicu “All that glitters is not gold" (u bukvalnom 
prevodu “Sve što sija nije zlato“, što se kod nas na mnogo manje dvosmislen 
način obično prevodi kao “Nije zlato sve što sija”). Sta ova rečenica zapravo 
znači? Jedno moguće tumačenje je da “ukoliko nešto sija, onda to nije zlato". 
Međutim, intuitivno je jasno da je takvo tumačenje pogrešno i da Shakespeare 
sigurno nije imao na umu takvo tumačenje. Pravo tumačenje je “ukoliko nešto 
sija, to ne znači da je to zlato“, odnosno “postoji nešto što sija i što nije zlato". 
Dakle, ako su P(x) i Q(x) respektivno zapisi činjenica “x sija" i “x je zlato”, pravi 
zapis Shakespearove rečenice je dx(PQG)A—Q(X), a ne Vx(P(x) 3—0(x)). 
Drugim riječima, pravi kvantifikator koji treba upotrijebiti je “J” a ne “V”, bez 
obzira na činjenicu da je rečenica iskazana u formi u kojoj se javlja zamjenica 
“sve”. Alternativno, istu rečenicu možemo tačno protumačiti i kao “nije istina da 
sve što sija jeste zlato”, što možemo zapisati i kao >vx (P(x) > O(x)). Ovdje je 
doduše upotrijebljen kvantifikator “V”, ali se negacija odnosi na čitavu rečenicu, 
a ne samo na predikat Q(x) (kada se upoznamo sa pravilima rada sa predikatskom 
logikom, vidjećemo da su iskazi dx (P(x) A —O(x)) i <Vx(P(x) > Q(X)) zapravo 
ekvivalentni). Drugi primjer ovakve dvosmislenosti, bolje prilagođen našem 
jeziku, je rečenica “Svi muškarci ne varaju svoje žene". Zaista, mada se ova 
rečenica može tumačiti i kao “svaki muškarac ne vara svoju ženu", ispravno 
tumačenje je “postoje muškarci koji ne varaju svoje žene", odnosno “nije istina 
da svaki muškarac vara svoju ženu". 


Generaliziramo li ove primjere, vidjećemo da iskaz tipa “Svi P-ovi nisu 
Q-ovi* tipično ne treba modelirati kao iskaz Vx (P(x) > —>Q(x), nego kao iskaz 
2x (P(x)A>3Q(x)) Gli, ekvivalentno, kao iskaz <Vx(P(x) => Q(x))). Dakle, ovaj 
iskaz ne treba tumačiti kao “Svaki P nije O" (ukoliko smo željeli takvo 
tumačenje, trebali bismo reći “Nijedan P nije O"), nego kao “Neki P-ovi nisu 
O-ovi" ili, alternativno, “nije tačno da su svi P-ovi O-ovi". Dakle, dvosmislene 
iskaze tipa “Svi P-ovi nisu O-ovi" gotovo uvijek ima interpretaciju “Neki P-ovi 


! William Shakespeare (1564-1616), britanski pjesnik i dramski pisac. Najpoznatiji po svojim dramama (Otelo, 
Romeo i Julija, Hamlet, itd.) 
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nisu O-ovi", što je jedan od četiri Aristotelska oblika. S obzirom na to, iskaze 
tipa "Svi P-ovi nisu O-ovi" treba izbjegavati čak i u govornom jeziku, s obzirom 
da se mogu nedvosmisleno iskazati kao “Neki P-ovi nisu Q-ovi”. Dvosmislenost 
nestaje i ako kažemo “Nisu svi P-ovi O-ovi'"', s obzirom da dvosmislenost nastaje 
zbov nejasnog položaja negacije. 


S obzirom da se Aristotelski oblici često javljaju u praksi, uvedena je 
mogućnost da se, ukoliko to doprinosi jasnoći, prva dva Aristotelska oblika 
umjesto Vx(P(x) > Q(X)) i dx (PX) AQ) skraćeno pišu kao (VP(x)) Q(x) i 
(4P(x)) O(x) respektivno, što veoma slikovito izražava tvrđenja poput “svi P-ovi 
su O-ovi" i “neki P-ovi su Q-ovi". Tako je, recimo, umjesto Vx (x > 1 >x >x) 
dozvoljeno pisati (Vx > 1) (x7 > x). Ovaj oblik pisanja se posebno često koristi u 
slučaju kada se predikatom P(x) izražava pripadnost nekom skupu X, tj. kada 
P(x) zapravo znači xe X. U takvim slučajevima se gotovo uvijek umjesto izraza 
poput Vx(xe X=>Q(x)) odnosno Jx(xe XAO(x)) piše prosto (Vxe X) Q(x) 
odnosno (1xe X) Q(x). Isti oblik pisanja koristimo i kada jednostavno želimo 
eksplicitno naglasiti da je skup X domen predikata na koji se kvantifikator 
primjenjuje, a ne da domen moramo određivati iz konteksta. 


Kvantifikatori se, u izvjesnom smislu, mogu posmatrati kao generalizacije 
konjunkcije i disjunkcije. Zaista, ukoliko pretpostavimo da je domen predikata P 
konačan skup X={X1,X2,...,X,}, tada je iskaz VxP(x) logički ekvivalentan sa 
iskazom P(x) A P(x2) A... A P(x,), dok je iskaz dxP(x) logički ekvivalentan sa 
iskazom P(x) v P(x2) v ... V P(x,). Međutim, u slučaju kada domen predikata P 
nije konačan skup, iskaze poput VxP(x) i dx P(x) ne možemo iskazati u vidu 
ekvivalentnog izraza koji ne sadrži kvantifikatore. Primijetimo još da je P(x) 
predikat, dok su P(x,), P(x2) itd. iskazi, s obzirom da su xı, x2 itd. konkretne 
vrijednosti tako da je istinitost izraza P(x,), P(x») itd. poznata. 


Kvantifikatori se mogu primjenjivati i na višemjesne predikate, samo što se 
u tom slučaju kao rezultat njihove primjene dobijaju ponovo predikati, a ne 
iskazi. Konkretnije, primjena kvantifikatora na n-mjesni predikat daje kao 
rezultat (1—1)-mjesni predikat. Na primjer, izraz Vx (x > y = x > y) nije iskaz već 
jednomjesni predikat, koji ovisi od promjenljive y. Zaista, tek za konkretnu 
vrijednost y možemo govoriti o tačnosti odnosno netačnosti izrečene tvrdnje 
(recimo, za y=2 ona je tačna, dok za y=0.5 ona nije tačna). U navedenom 
primjeru, izraz x> y=x >y možemo posmatrati kao dvomjesni predikat koji 
zavisi od promjenljivih x i y, tako da se primjenom kvantifikatora na njega 
dobija jednomjesni predikat. 


Neka je P(x,y) ma kakav dvomjesni predikat. Tada izrazi Vy P(x,y), 
dy P(x, y), VxP(x,y) i dx P(x,y) predstavljaju jednomjesne predikate, od kojih 
prva dva ovise od promjenljive x, dok druga dva ovise od promjenljive y. 
Uvedimo sada nove oznake Q(x) = Vy P(x, y), R(x) = dy P(x, y), SO) = Vx P(x, y) 1 
T(y)=1xP(x, y). Kako su Q, R, S i T jednomjesni predikati, na njih je moguće 
ponovo primijeniti kvantifikatore i tako formirati nove iskaze VxQ(x), dx Q(x), 
VxR(x), IxRŒ), Vy S), Iy S), VyTOG) i Jy T). Ovako dobijene izraze 


177 


možemo redom pisati kao Vx Vy P(x, y), dx Vy P(x, y), Vx dy P(x, y), dx2y P(x, y), 
Vy Yx P(x, y), dy Yx P(x, y), Vy dx P(x, y) i dy Ax P(x,y). Od tih osam izraza, neki 
su međusobno ekvivalentni, poput recimo izraza VxVyP(x,y) i Vy VxP(x,y), 
dok neki nisu (o ekvivalenciji izraza sa kvantifikatorima biće više govora 
kasnije). Posebno treba paziti da nisu ekvivalentni izrazi poput 3x Vy P(x, y) i 
VyðxP(x,y), što je česta greška u rezonovanju. Uzmimo kao primjer da je 
predikat P(x,y) izraz x>y> x">y. Od njega možemo formirati iskaze poput 
IyVx(x>y>x>y), koji je tačan iskaz, ili VxVy(x>y>x>y), koji je 
netačan iskaz. Konstrukcije poput VxVy često se pišu skraćeno kao (Vx, y), tako 
da umjestovx VyP(x,y) često pišemo samo (Vx,y)P(x,y). Sva provedena 
razmatranja lako se generaliziraju za predikate koji zavise od tri ili više 
promjenljivih. 


Treba primijetiti da u izrazu poput dx P(x) egzistencijalni kvantifikator “3” 
govori da postoji barem jedan objekat x koji zadovoljava svojstvo P(x), ali ne 
govori ništa o tome koliko ima takvih objekata. Mada ovo može izgledati kao 
ograničenje, u slučaju potrebe je, uz malo domišljatosti, moguće formirati iskaze 
koji govore o broju objekata koji zadovoljavaju neko svojstvo. Na primjer, 
tvrdnju da barem dva objekta zadovoljavaju svojstvo P(x) možemo iskazati u 
obliku dx dy (P(x) A PO) Ax#y). Bitno je primijetiti da je uvjet x+y neophodan, 
odnosno nije dovoljno reći samo 3x dy (P(x) A P(y)), s obzirom da x i y mogu biti 
isti objekat, tako da ovaj iskaz ne garantira postojanje dva objekta koji 
zadovoljavaju svojsto P(x). Dalje, jedan od više mogućih načina izražavanja 
tvrdnje da tačno jedan (odnosno, jedan i samo jedan) objekat zadovoljava 
svojstvo P(x) glasi dx Vy (Py) > y=2), itd. 


4.3 Slobodne i vezane promjenljive 


Razmotrimo izraz Vx P(x). Mada u njemu formalno figurira promjenljiva x, 
on faktički ne zavisi od promjenljive x. On je iskaz, koji ima svoju istinitosnu 
vrijednost, neovisno od konkretne vrijednosti promjenljive x. Zapravo, u ovom 
izrazu uopće nije moguće zamijeniti promjenljivu x nekim konkretnim objektom 
iz domena predikata P(x) a da izraz ostane smislen. Tako, bez obzira što, recimo, 
broj 2 može pripadati domenu predikata P(x) i što je pod tim okolnostima P(2) 
sasvim smislen izraz, izraz poput V2P(2) nema nikakvog smisla. Naime, iza 
kvantifikatora naprosto uvijek mora stajati ime neke promjenljive, a ne nekog 
konkretnog objekta. Za promjenljivu x u izrazu Vx P(x) kažemo da je vezana (ili 
formalna) promjenljiva. 


Sada ćemo uopćiti gore iznesena razmatranja. Neka promjenljiva može se u 
istom izrazu pojaviti više puta. Svako pojavljivanje promjenljive može biti 
vezano pojavljivanje i slobodno pojavljivanje. U logici predikata, svako 
pojavljivanje promjenljive koje se nalazi neposredno iza oznake kvantifikatora 
uvijek je vezano. Stoga kažemo da su kvantifikatori vezujući simboli. Vezana su 
također i sva ona pojavljivanja iste promjenljive koja se nalazi iza oznake 
kvantifikatora koja se nalaze unutar onog dijela izraza na koji kvantifikator 
djeluje. Sva ostala pojavljivanja promjenljivih u logici predikata nisu vezana, i 
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ona se nazivaju slobodna pojavljivanja. Promjenljiva čija su sva pojavljivanja 
vezana naziva se vezana promjenljiva, dok se promjenljiva čija su sva 
pojavljivanja slobodna naziva slobodna promjenljiva. Na primjer, u izrazu 
Vy P(x,y) promjenljiva x je slobodna, dok je promjenljiva y vezana. Moguće je 
da neka promjenljiva ima i vezana i slobodna pojavljivanja. Takva promjenljiva 
niti je vezana, niti je slobodna. 


Vezana promjenljiva u izrazu nikada se ne može zamijeniti nekom 
konkretnom vrijednošću a da izraz ostane smislen. U suštini, niti jedan izraz ne 
zavisi niti od jedne od svojih vezanih promjenljivih. Stoga se ma koja vezana 
promjenljiva može preimenovati, a da se smisao izraza ne promijeni. Tako su 
izrazi Vy P(x,y) i VzP(x,z) potpuno identični, i oba predstavljaju (isti) predikat 
koji zavisi samo od promjenljive x. Preimenovanje se smije obaviti i unutar 
samo jednog dijela izraza u kojem se promjenljiva koju želimo preimenovati 
ponaša kao vezana. Međutim, preimenovanje se smije izvršiti samo pod uvjetom 
da novo ime promjenljive nije jednako imenu neke druge promjenljive koja se 
javlja u odgovarajućem dijelu izraza. Na primjer, u izrazu Vy P(x, y) ne smijemo 
preimenovati vezanu promjenljivu y u x, jer bismo tako dobili izraz VxP(x, x) 
koji, za razliku od prethodnog, uopće ne ovisi od x. S druge strane, 
preimenovanje promjenljivih koje nisu vezane dovodi do posve drugačijeg izraza. 
Recimo, izrazi Vy P(x, y) i Vy P(Z, y) nisu identični: prvi zavisi od promjenljive x, 
a drugi od promjenljive z. Pokušaj da ih formalno izjednačimo, tj. da formalno 
napišemo izraz VyP(x,y)=VyP(z,y) daje novi predikat koji zavisi od dvije 
promjenljive, x i z, i koji je tačan samo za neke vrijednosti x 1 z (sigurno je tačan 
kada je x = z, a može biti tačan i za neke druge vrijednosti x i z). 


Za neki izraz kažemo da je prečišćen ukoliko je svaka promjenljiva koja se 
u njemu pojavljuje ili vezana, ili slobodna. U suprotnom je izraz neprečišćen. 
Na primjer, izraz Vx P(x) v Q(x) je neprečišćen, jer su od ukupno tri pojavljivanja 
promjenljive x u njemu, prva dva vezana, a treće je slobodno. Stoga ovaj izraz 
ipak zavisi od x (tj. predstavlja jednomjesni predikat). Zaista, iako dio izraza 
VxP(x) ne zavisi od x, drugi dio izraza Q(x) zavisi od x, tako da i cijeli izraz 
zavisi od x. Neprečišćen je također i izraz Vx P(x, y) = Vy Q(x, y), jer su u njemu 
prvo i drugo pojavljivanje promjenljive x vezana a treće slobodno, dok su drugo 
i treće pojavljivanje promjenljive y vezana a prvo slobodno. Ovaj izraz i dalje 
zavisi i od x i od y, odnosno predstavlja dvomjesni predikat. 


Sa neprečišćenim izrazima nije lako raditi. Recimo, ukoliko želimo neku 
promjenljivu (koja nije vezana) zamijeniti nekom konkretnom vrijednošću, to 
smijemo uraditi samo sa njenim slobodnim pojavljivanjima. Na primjer, ukoliko 
u izrazima iz prethodnog paragrafa želimo promjenljivu x zamijeniti konkretnom 
vrijednošću 2 (naravno, uz pretpostavku da se ta vrijednost nalazi u domenima 
odgovarajućih predikata), dobićemo izraze VxP(x) v Q(2) i VxP(x,y) > VyQ(2,y) 
a ne izraze poput V2P(2)v Q(2) i V2P(2,y) > VyQ(2,y) koji nemaju smisla 
(interesantno je još primijetiti i da izrazi VxP(2) v Q(2) i VxP(2,y) >Vy Q(2, y) 
također imaju smisla, ali da nisu ekvivalentni polaznim izrazima). Stoga je 
značajno da se svaki neprečišćeni izraz može prečistiti preimenovanjem vezanih 
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pojavljivanja promjenljivih. Pri tome, sva vezana pojavljivanja iste promjenljive 
treba zamijeniti istom promjenljivom, i to obavezno nekom koja uopće nema 
pojavljivanja u tom izrazu (u suprotnom, lako možemo dobiti smislene izraze 
koji nisu ekvivalentni polaznim izrazima). Recimo, prečišćene verzije izraza 
VxP(x) VO(x) i VxP(x,y) > VyO(x,y) mogu, na primjer, glasiti Vy P(y) v Q(x) 
odnosno Yz P(z, y) > Vu Q(x, u). 


Istaknimo da se slobodna i vezana pojavljivanja promjenljivih ne javljaju 
samo u logici predikata, nego i u mnogim drugim oblastima matematike, kao što 
je, recimo, matematička analiza. Tipični primjeri javljaju se kod simbola za 
sumiranje i integraciju, odnosno simboli sumiranja i integracije su također 
vezujući simboli (preciznije, kod integracije vezujući simbol je zapravo simbol 
diferencijala “d” koji se javlja pod znakom integrala). Razmotrimo, na primjer, 
sljedeće izraze: 


n 
9 X x 
i?, Io | gde, | x?dx, | dt 
0 0 0 


i=1 


9 
i=1 
U prvom izrazu, promjenljiva i je vezana. Ona samo predstavlja indeks po kojem 
se vrši sumiranje, tako da vrijednost cijelog izraza ne zavisi od nje. Stoga ovaj 
izraz predstavlja broj (njegova vrijednost je 285). U drugom izrazu, promjenljiva 
i je vezana, a promjenljiva n je slobodna. Stoga ovaj izraz predstavlja funkciju 
promjenljive n (izraz kojim je ova funkcija definirana može se izraziti i 
eksplicitnije, preko formule n(n+1)(2n+1)/6, koja predstavlja vrijednost 
odgovarajuće sume iskazanu preko vrijednosti n). U trećem izrazu, promjenljiva 
x je vezana, i ovaj izraz također predstavlja broj (njegova vrijednost je 243). U 
četvrtom izrazu, promjenljiva x ima jedno slobodno i dva vezana pojavljivanja, 
stoga je ovaj izraz neprečišćen. Ovaj izraz predstavlja funkciju promjenljive x 
(koja se može prikazati i izrazom x*/3). Peti izraz predstavlja prečišćenu verziju 
istog izraza, u kojem je x slobodna, a t vezana promjenljiva. 


Sa vezujućim simbolima susreli smo se i prilikom zadavanja skupova 
specifikacijom, odnosno promjenljiva x u konstrukciji poput {x|P(x)} je vezana, 
s obzirom da ova konstrukcija predstavlja neki konkretan skup, koji ni na koji 
način ne ovisi od promjenljive x, i na njeno mjesto ne možemo uvrstiti nikakvu 
konkretnu vrijednost. U vezujuće simbole također spada i Churchov -operator 
(odnosno njemu ekvivalentni operator “—>" iz programskog jezika Maple), koji 
služe za kreiranje funkcija. Naime, dok je u izrazu poput f(x) promjenljiva x 
slobodna promjenljiva (na njeno mjesto možemo uvrstiti bilo koju vrijednost iz 
domena funkcije), ista promjenljiva je vezana u izrazima poput Xx. f (x) odnosno 
x—f(x) koji definiraju samu funkciju f, odnosno u njima je promjenljiva x samo 
Jormalni simbol. Tako je, na primjer, u izraz x +5 sasvim legalno uvrstiti 
vrijednost x=3 (i dobiti vrijednost 3°+ 5 = 14), dok nema nikakvog smisla uvrstiti 
ikakvu vrijednost za x u izraze Ax.x"+5 odnosno x>x“+5 (koji predstavljaju 
same funkcije, a ne njihove konkretne vrijednosti za konkretne argumente). 
Zaista, izrazi poput A3.3+5 odnosno 3>3*+5 (a pogotovo izrazi 13.14 
odnosno 3 > 14) nemaju apsolutno nikakvog smisla. 
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U izrazima u koji sadrže promjenljive koje imaju vezana pojavljivanja, može 
se javiti problem kada na mjesto neke od promjenljivih od kojih takvi izrazi 
zavise trebamo uvrstiti neku drugu promjenljivu ili, općenitije, neki izraz. Naime, 
rezultat uvrštavanja će biti korektan samo pod uvjetom da se niti jedno slobodno 
pojavljivanje promjenljive koju zamjenjujemo ne nalazi u Zoni djelovanja nekog 
od kvantifikatora koji vezuje neku promjenljivu čije se ime poklapa sa imenom 
neke od promjenljivih u izrazu koji uvršvavamo. Drugim riječima, niti jedna 
promjenljiva iz izraza koji uvrštavamo ne smije da se nakon uvrštavanja poveže 
sa nekim od kvantifikatora unutar izraza u koji vršimo uvrštavanje. Za takvo 
uvrštavanje kažemo da je ispravno odnosno legalno (u suprotnom je neispravno 
odnosno ilegalno). Uzmimo da je, na primjer, predikat O(x) definiran kao 
Q(x) = VyP(x, y), gdje je P(x,y) neki drugi predikat. Čemu je tada jednak izraz 
Q(y)? Odgovor nije Vy P(y, y), s obzirom da izraz Vy P(y,y) uopće ne ovisi od 
promjenljive y. U ovom primjeru smo izvršili ilegalno uvršvatanje promjenljive 
y na mjesto promjenljive x. Problem se rješava tako što prethodno izvršimo 
preimenovanje svih spornih vezanih pojavljivanja. Stoga korektan izraz za O(y) 
glasi Q(y) = VzP(y, z) (s obzirom da se umjesto z može upotrijebiti bilo koje 
ime osim y, ispravno rješenje je čak i Q(y) = VxP(y, x)). 


Opisani problem sa ilegalnim uvrštavanjem može biti uzrok problema pri 
nepažljivom radu i ne javlja se samo u predikatskoj logici, već u svim oblastima 
matematike gdje se javljaju vezujući simboli (poput sumiranja i integracije). 
Recimo, prethodni primjer analogan je sa sljedećom situacijom. Neka je funkcija 
f(n) definirana kao 
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fo=X— 


a n+k? 


Neka sada treba napisati izraz za f(k). To ne smijemo uraditi tako što ćemo 
prosto uvrstiti k na mjesto promjenljive n, jer će tada njeno ime postati isto kao 
ime vezane promjenljive k. Naime, tako bismo dobili izraz u kojem se javlja 
samo promjenljiva k, i to kao vezana promjenljiva, tako da on više ne bi bio 
funkcija od k, već običan broj. Drugim riječima, takvo uvrštavanje nije legalno. 
Problem rješavamo tako što prethodno preimenujemo promjenljivu k u neku 
drugu, recimo i (ime vezane promjenljive svakako uopće nije bitno), a nakon 
toga smjenimo n sa k. Slični problemi mogu nastati i prilikom nepažljive 
manipulacije sa izrazima koji sadrže simbol za integraciju, kao i mnogim drugim. 


Izraz u kojem su sve promjenljive vezane, naziva se zatvoreni izraz ili 
rečenica (engl. sentence). U predikatskoj logici, svaki zatvoreni izraz uvijek 
predstavlja iskaz. Ukoliko neki izraz S sadrži slobodne promjenljive x1, X2, ..., Xn 
tada se izraz oblika Vx; Vx2...Vx„S naziva zatvorenje (engl. closure) izraza S i 
obilježava sa cl(S) odnosno $. Za zatvorene izraze očigledno vrijedi $ = S. 
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4.4 Predikatska logika prvog reda 


Sve do sada, u izlaganju predikatske logike postojale je doza nedorečenosti. 
Naime, jasno je da ukoliko su A i B izrazi predikatske logike, tada su (-A), 
(A VB), (A>B), itd. također izrazi predikatske logike, analogno pravilima 
logike iskaza. Također, ukoliko su A i B izrazi predikatske logike koji zavise od 
promjenljive x, tada su (VxA) i (dxA) također izrazi predikatske logike. 
Međutim, ostaje otvoreno pitanje šta su elementarni izrazi predikatske logike, 
odnosno odakle se počinje prilikom gradnje izraza predikatske logike. U slučaju 
iskazne logike, elementarni izrazi su samo konstante i promjenljive logike 
iskaza. Elementarni izrazi predikatske logike su znatno širi. Recimo, izraze 
poput (x+y=2)v(x<y) ili VxVy(x+y=y+x) intuitivno doživljavamo kao 
korektne formule predikatske logike, mada njihovi dijelovi poput x+y ili x< y 
nisu obrazovani na opisani način. U nastavku ćemo formalizirati kako se grade 
korektne formule predikatske logike. 


U predikatskoj logici razlikuju se promjenljive, koje ćemo obilježavati sa x, 
y, Zitd. i konstante koje ćemo obilježavati sa a, b, c itd. Pri tome, za konstante 
podrazumijevamo da predstavljaju neku fiksnu, konkretnu vrijednost, za razliku 
od promjenljivih koje mogu uzimati različite vrijednosti. Također, predikatska 
logika dopušta upotrebu funkcijskih simbola, koje ćemo obilježavati sa f, g, h itd. 
i predikatskih simbola, koje ćemo obilježavati sa P, Q, R itd. Sada ćemo prvo 
definirati pojam terma (ili člana). Svaku promjenljivu ili konstantu smatramo 
termom. Dalje, ukoliko je f simbol funkcije od n argumenata, i ukoliko su 
ti, ta, ...,£, neki termi, tada je izraz f (ti, tz, ..., tn) također term. Generalno, termi su 
oni i samo oni izrazi koji se mogu dobiti konačnom primjenom prethodno 
navedenih pravila. Recimo, izrazi x, a, f(x), f(x, a,g(y)), (f(a), h( Rx), a), b, y) 
itd. predstavljaju primjere terma (uz pretpostavku da su simboli f, g, h itd. 
predstavljaju funkcije sa odgovarajućim brojem argumenata). Dalje, ukoliko je P 
simbol nekog n-mjesnog predikata a fi, tz, ..., f, termi, izraz oblika P(t, tz, ..., tn) 
nazivamo elementarni izraz ili atom. Atome ili njihove negacije zajednički 
nazivamo literali (ovaj pojam je širi nego istoimeni pojam u logici iskaza). 


Nakon što smo definirali ove pojmove, možemo reći da su korektni izrazi 
predikatske logike prvog reda ili atomi, ili izrazi obrazovani od atoma i drugih 
korektnih izraza pomoću pravila iskazanih na početku ovog odjeljka (kasnije 
ćemo vidjeti da predikatska logika drugog reda dopušta nešto širi koncept izraza 
koji joj znatno povećava izražajnu moć, ali i uvodi brojne poteškoće). Na 
primjer, izrazi poput P(x), P(a, f(x,y), f(x, g(x,y)), VA(PO)AQO)>R(x,y) i 
—Vx(>P(x) 3VyO0(f(x), y,a)) predstavljaju primjere korektnih izraza predikatske 
logike, od kojih su prva dva atomi, a ostali nisu (sve ovo vrijedi uz pretpostavku 
da upotrijebljeni funkcijski i predikatski simboli predstavljaju funkcije odnosno 
predikate sa odgovarajućim brojem argumenata). 


Uvedena definicija još uvijek nije u stanju opravdati korektnost izraza poput 


(K+y=z)v(x<y) ili VxVy(x+y=y+x) sa aspekta predikatske logike prvog 
reda. Međutim, uvedemo li funkciju f takvu da je f(x,y) =x+y i predikate Pi Q 
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takve da vrijedi da je P(x, y) tačno ako i samo i ako je x=y, i da je Q(x, y) tačno 
ako i samo ako je x<y, prethodna dva izraza možemo zapisati u obliku 
korektnih izraza predikatske logike prvog reda u obliku P(f(x,y), z)v Qx, y) 
odnosno Yx Vy P(f(x, y),f(y,x)). 


Da bismo omogućili veću fleksibilnost, često se dozvoljava upotreba 
vulgarne notacije koja dopušta infiksni zapis funkcija i predikata koji zavise od 
dva argumenta, kao i pisanje funkcija i predikata koji zavise od jednog argumenta 
bez zagrada, u svim slučajevima kada to ne unosi zabunu. Drugim riječima, 
umjesto terma f(t) i f(t, t,) dozvoljava se pisanje ff i ty ft, (slično načinu po 
kojem unarne i binarne operacije uobičajeno zapisujemo izrazima poput sin x i 
x+y umjesto sin(x) i +(x, y)) a umjesto atoma P(t) i P(t,, t2) dozvoljava se pisanje 
Pt i ti Ph (slično načinu po kojem dvomjesne predikate zapisujemo u relacijskoj 
formi, koristeći izraze poput x<y umjesto <(x,y)). Tako, u vulgarnoj notaciji, 
prethodni izrazi dobijaju oblik (xfy Pz)v(xO y) i VxVy(xfyPyfx). Dalje, 
dozvolimo li da se simbol “+” smije koristiti kao funkcijski simbol, a simboli “=” 
i "X" kao predikatski simboli, predhodni izrazi dobijaju upravo polazne oblike 
(K+y=z)v(x<y) odnosno VxVy(x+y=y+x) čiji smisao želimo opravdati. 
Primijetimo da uz uvedenu konvenciju o tretmanu simbola "+", “=” i “<”, 
prethodne izraze možemo napisati i bez upotrebe vulgarne notacije u obliku 
=(+(x, y), Z) V <(x, y) odnosno Yx Yy =(+(x, y), +y, x)). 


> Primjer: U matematičkoj analizi definira se pojam neprekidne funkcije, pri 
čemu za funkciju f kažemo da je neprekidna u tački a ako vrijedi 


(Ves 0) E> 0 (|x—a|£8 S |fO)—f(a)|£€) 


Ovaj izraz je zapisan u vulgarnoj notaciji. Napisati ovaj izraz u klasičnom 
obliku predikatske logike prvog reda, bez upotrebe vulgarne notacije. 


Oslobodimo se prvo ograničenja uz kvantifikatore, korištenjem definicija po 
kojima je (VP(x)) P(x) = Vx(O(x) >P) i EQ) Pœ) =1x(O(x) A P(x)). Na 
osnovu ovoga imamo: 


(Ves 0) (3890) (|x—a|=8—|f(x) -fa)|<£)= 
=(Ve>0)38(8>0)A(1x-a]<8>1| f(x) -f(a)|<£)) = 
= Ve(£>0)>38(5>0)A(|x-a]l<8>|/fQ)-f(a)|<£) 


Uvedimo sada predikat P(x,y) koji je tačan ako i samo ako je x<y. Uz 
ovakvu konvenciju, izraz možemo zapisati u obliku 


Ve (P(0, £) => 38 (P, 8) A (P(|x—a|, 8) > P(| f(x) -f| £))) 


Dalje ćemo se osloboditi apsolutne vrijednosti. Za tu svrhu, uvedimo 
funkciju g(x) =|x|, pa imamo: 


Ve (P(0, £) => 38 (P0, 8) A (P(g(x—a), 8) 3 P(g(f(x)—f(a)),£))) 
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Preostaje još da se oslobodimo operacije oduzimanja. Za tu svrhu, uvedimo 
funkciju h(x, y)=x—y, tako da izraz dobija konačni oblik: 


Ve (P(0, £) = 18 (PO, ò) A (P(g(h(x, a)), 8) > P(g(h( f(x), f(a))),£))) 


Naravno, ovo nije jedini način za "devulgarizaciju" ovog izraza. Recimo, 
može se uvesti poseban predikat O(x) koji izražava pozitivnost, odnosno koji je 
tačan ako i samo ako je x> 0. Uz uvođenje ovog predikata, izraz dobija oblik 


Ve (QE) > 38 (Q) A (P(g(h(x, a)), ©) => PCAS), fF), £))) 


Mada je u matematici uobičajeno da se za imena promjenljivih, funkcija, 
predikata itd. koriste jednoslovna imena, u softverskim paketima obično nismo 
ograničeni na upotrebu jednoslovnih imena. To nam omogućava da umjesto 
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neinventivnih imena poput “P”, “Q”, “f” i “g” predikate i funkcije iz prethodnog 
primjera nazovemo imenima intuitivno jasnijeg značenja, recimo “less”, “pos”, 
“abs” i “sub” (prema odgovarajućim engleskim terminima ili skraćenicama). 


Ukoliko to učinimo, prethodni izraz dobija oblik 
Ve (pos(€) > 48(pos(č) A (less(abs(sub(x, a)), 0) > less(abs(sub( f(x), f(a))), €©))) 


Oblici slični prikazanom koriste se u većini softverskih paketa koji omogućavaju 
rad sa predikatskom logikom. 


4.5 Interpretacija izraza predikatske logike prvog reda 


Ukoliko posmatramo neki izraz logike iskaza, poput A v ~B, o njegovoj 
istinitosti ne možemo govoriti dok ne znamo kakva je istinitosna vrijednost 
iskaznih promjenljivih A i B. Kod predikatske logike, situacija se dodatno 
usložnjava. Da bismo mogli govoriti o istinitosti izraza predikatske logike, pa 
čak i o tome šta oni uopće znače, moramo znati šta tačno predstavljaju konstante, 
funkcijski i predikatski simboli koji se u njima pojavljuju, kao i kakve vrijednosti 
mogu uzimati promjenljive koje se u njima pojavljuju. Zbog toga se uvodi pojam 
interpretacije izraza predikatske logike, koja se formalno definira kao uređeni 
par J=(X,0) pri čemu je X skup vrijednosti koje mogu uzimati promjenljive 
kao i argumenti svih funkcija i predikata u izrazu (tzv. domen), dok je o 
preslikavanje koje svim konstantama, funkcijskim i predikatskim simbolima 
pridružuje respektivno neke konkretne elemente skupa X, konkretne funkcije sa 
domenom X" i kodomenom X (gdje je n broj njihovih argumenata), te konkretne 
predikate čije sve promjenljive imaju domen X. Posmatrajmo, na primjer, term 
f(x, g(a,y)). Ovaj term ne znači ništa sam po sebi, dok ne preciziramo domen, 
kao i to šta predstavljaju simboli a, f i g. Neka je, na primjer, domen skup R, 
neka je a simbol za broj 5, i neka su f i g simboli funkcija koje predstavljaju 
respektivno operacije sabiranja i množenja u skupu R, tj. f(x,y)=x+y i 
g(x,y)=xy za x i y iz skupa R. Uz takvu interpretaciju, term f(x, g(a, y)) 
interpretira se kao algebarski izraz x+5y. S druge strane, neka je domen neki 
skup skupova koji sadrži i prazan skup, neka je a simbol za prazan skup i neka 
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su fi g simboli funkcija koje paru skupova pridružuju respektivno njihovu uniju 
i simetričnu razliku. Tada se isti term f(x, g(a, y)) interpretira kao izraz skupovne 
algebre x U (Ø Ay). 


Interpretacija izraza predikatske logike predstavlja poopćenje postupka 
pridruživanja istinitosnih vrijednosti promjenljivim logike iskaza. Zbog toga, 
istinitost izraza predikatske logike zavisi od pridružene interpretacije. Na 
primjer, posmatrajmo izraz VxVy (P(x, y) = P(y,x)). Ukoliko je domen skup KR i 
ukoliko P predstavlja predikat koji je tačan ako i samo ako su mu argumenti 
jednaki, ovaj izraz je tačan, jer iskazuje svojstvo simetričnosti relacije jednakosti 
u skupu realnih brojeva (on je zapravo tačan kad god P izražava neku simetričnu 
relaciju). S druge strane, isti izraz postaje netačan ukoliko P izražava, recimo, 
odnos “biti manji od". Uzmimo drugu interpretaciju, u kojoj je domen skup 
ljudi. Ukoliko P izražava odnos “biti rođak od", gornji izraz je tačan, a nije tačan 
(na žalost mnogih) ukoliko P izražava odnos “biti u ljubavi sa". 


Interesantno je razmotriti primjer izraza Vx Vy P(f(x,y),f(9,X)), ili, zapisano 
u vulgarnoj notaciji, Vx Vy (x fy Pyfx). Ukoliko uzmemo interpretaciju po kojoj 
je domen skup R, po kojoj funkcijski simbol f označava operaciju množenja, 
dok P predstavlja predikat koji je tačan ako i samo ako su mu argumenti jednaki, 
tada je ovaj izraz tačan, s obzirom da izražava tvrdnju da je množenje realnih 
brojeva komutativno. S druge strane, ukoliko uzmemo da je f simbol operacije 
oduzimanja, ili da P označava odnos “biti manji od", ovaj izraz više nije tačan. 
On nije tačan čak i ako zadržimo isti smisao simbolima f i P, a usvojimo da je 
domen, recimo skup matrica (s obzirom da množenje matrica nije komutativno). 


Prethodni primjer ilustrira činjenicu da čak ni prividno jednostavni izrazi 
poput izraza VxVy(x-y=y-x), koji koristi uobičajene simbole za operaciju 
množenja i odnos jednakosti, ne moraju nužno biti istiniti. Prvo, ukoliko ne 
znamo šta je domen, ne možemo garantirati da je množenje komutativno nad 
datim domenom. Drugo, mi uopće nemamo garanciju da funkcijski simbol “-? 
zaista predstavlja množenje (recimo, ukoliko je domen skup lubenica, slobodni 
smo da simbolu “-” pridružimo ma kakvo značenje za koje usvojimo da ima 
smisla za lubenice). Čak i ukoliko je domen skup realnih brojeva, činjenica da 


simbol “-" predstavlja množenje predstavlja samo konvenciju iz teorije realnih 
brojeva, koju, sa formalnog aspekta predikatske logike uopće nismo dužni 
poštovati. Preciznije, ukoliko tvrdimo da simbol “-" predstavlja množenje, mi 


već implicitno dajemo interpretaciju ovom simbolu. Slijedi da je interpretacija 
zaista neophodna da se utvrdi smisao ma kakvog izraza predikatske logike. 


Interpretacija je dovoljna da uspostavi tačnost odnosno netačnost zatvorenih 
izraza. Kako tačnost može ovisiti od usvojene interpretacije 7, kažemo da je neki 
izraz tačan (odnosno netačan) u interpretaciji 7. Međutim, sama interpretacija 
nije dovoljna da išta kaže o tačnosti odnosno netačnosti izraza koji sadrže 
slobodne promjenljive. Stoga, za proizvoljan izraz predikatske logike kažemo da 
je tačan u interpretaciji J ukoliko je njegovo zatvorenje tačno u interpretaciji J, 
odnosno ukoliko je on identički tačan u interpretaciji J (tj. tačan kakve god 
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vrijednosti iz domena uvrstili na mjesto slobodnih promjenljivih koje se javljaju 
u izrazu). Recimo, predikat P(x) smatramo tačnim ukoliko vrijedi VxP(x). Ovo 
je u skladu sa intuitivnom predodžbom po kojoj kad kažemo da za realne brojeve 
vrijedi x+y=y+x, mi zapravo smatramo da vrijedi Vx Vy (x +y =y +x). Izraz je 
netačan u interpretaciji 7 ukoliko je njegova negacija tačna u istoj interpretaciji. 
Odavde slijedi da izrazi koji nisu zatvoreni mogu u nekoj interpretaciji J da ne 
budu niti tačni niti netačni. Međutim, za sve izraze koji nisu netačni u 
interpretaciji J vrijedi da postoje vrijednosti iz domena koje se mogu uvrstiti na 
mjesto promjenljivih koje se u njima javljaju tako da on postane tačan, čak i u 
slučaju kada oni nisu tačni u toj interpretaciji. Stoga, za takve izraze kažemo da 
su zadovoljivi u interpretaciji J. 


Radi izlaganja koja će kasnije uslijediti, utvrdimo još šta možemo reći o 
tačnosti iskaza Vx P(x) odnosno 3x P(x) u slučaju kada je domen interpretacije 
prazan skup. Odgovor na je na prvi pogled neočekivan. Naime, mada je pri 
takvoj interpretaciji izraz dx P(x) netačan (što je u skladu sa očekivanjima), izraz 
VxP(x) je pri istoj interpretaciji tačan! Zaista, u slučaju da je X domen 
interpretacije, iskazi Vx P(x) 1 3x P(x) ekvivalentni su sa iskazima (vxe X) P(x) i 
(axe X) P(x), koji su dalje ekvivalentni redom sa iskazima Vx (xe X >P(x)) i 
Ix(xe XAP(x)). U slučaju kada je X prazan skup, ovi iskazi redom dobijaju 
oblik Yx (xe O S P(x)) odnosno 3x (xe Ø ^ P(x)). Kako je iskaz xe Ø identički 
netačan, to je implikacija xe O > P(x) identički tačna (bezizražajno), što znači 
da je iskaz VxP(x) također (bezizražajno) tačan. S druge strane, konjunkcija 
xe DA P(x) je identički netačna, tako da je netačan i iskaz 3x P(x). 


Ove neobične zaključke možemo objasniti činjenicom da iz pretpostavke da 
postoji barem jedan objekat x koji zadovoljava neko svojstvo P(x) slijedi da 
mora postojati barem jedan objekat x uopće, tj. domen interpretacije ne smije biti 
prazan. Stoga, iskaz dx P(x) može biti tačan samo pri nepraznom domenu. S 
druge strane, tvrdnja da svojstvo P(x) vrijedi za sve elemente domena ne povlači 
da takvi elementi uopće moraju postojati. 


4.6* Valjani izrazi i logičke posljedice 


Interesantno je da postoje izrazi logike predikata koji su tačni pri svim 
interpretacijama čiji domen nije prazan skup. Za takve izraze kažemo da su 
valjani (engl. valid). Na primjer, izraz Vx P(x) > P(y) je valjan (odnosno tačan je 
ma kakav bio domen i ma šta predikatski simbol P predstavljao). Zaista, pri ma 
kakvoj izabranoj interpretaciji, zatvoreni izraz VxP(x) ili je tačan ili nije. 
Ukoliko on nije tačan, implikacija VxP(x) > P(y) je tačna ma kakav da je P(y) 
jer je iskaz 1 > X tačan za ma kakvo X. S druge strane, ukoliko je VxP(x) 
tačan, tada je P(x) tačan za svako x iz domena interpretacije, pa prema tome i za 
x=y (s obzirom da y također mora pripadati domenu). Stoga je implikacija 
VxP(x) >P(y) ponovo tačna, jer je iskaz T= T tačan. Kao nešto složeniji 
primjer, navedimo izraz Vx (P(x, x) > dy P(x, y)). Nije teško uvidjeti da se također 
radi o valjanom izrazu. Zaista, za ma kakvo x, izraz P(x, x) ili je tačan, ili nije. 
Ukoliko on nije tačan, implikacija je tačna bez obzira na eventualnu tačnost ili 
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netačnost posljedice dy P(x,y). S druge strane, ukoliko je P(x, x) tačan, jasno je 
da postoji takav x da P(x, y) bude također tačan (ako ništa drugo, on će biti tačan 
za y=x). Dakle, čitav izraz je uvijek tačan (i to bez obzira na to šta predikat P 
uopće predstavlja). 


Konvencija o nepraznom domenu interpretacije pri tretiranju valjanosti je 
veoma bitna. Naime, ukoliko ne bismo usvojili ovu konvenciju, odnosno ukoliko 
bismo dozvolili da domen bude prazan skup, mnogi izrazi koje intuitivno 
doživljavamo kao valjane izraze neće biti valjani, s obzirom da postaju netačni 
pri praznom domenu (bez obzira što su u svim ostalim slučajevima tačni). 
Najprostiji primjer takvog izraza je Vx P(x) > 1xP(x). Zdrav razum nam govori 
da ovaj izraz treba smatrati valjanim, s obzirom da je intuitivno očigledno da iz 
činjenice da je neki predikat P(x) tačan za svaku vrijednost x slijedi postoji 
vrijednost x za koju je P(x) tačan. Međutim, ovo rezonovanje je tačno samo 
ukoliko domen interpretacije nije prazan skup. Zaista, vidjeli smo da je pri 
praznom domenu interpretacije izraz Vx P(x) tačan a izraz dx P(x) netačan, tako 
da je, pri takvoj interpretaciji, čitava implikacija VxP(x) > 3x P(x) netačna. 
Drugim riječima, pretpostakva da je VxP(x) tačan nije dovoljna da garantira da 
postoji ikakva vrijednost x, a pogotovo ne ona koja zadovoljava predikat P(x). 
Stoga se, pri razmatranju valjanosti, uvijek prećutno podrazumijeva da domen 
interpretacije nije prazan skup. Uz takvu konvenciju, razmatrani izraz je zaista 
valjan. Bez ove konvencije, ogroman broj intuitivno valjanih izraza ne bi se 
mogao smatrati valjanim. 


Valjani izrazi su od izuzetnog značaja u predikatskoj logici. U suštini, oni 
generaliziraju pojam tautologija u logici iskaza. Valjani izrazi su, kao i 
tautologije, bezuvjetno istiniti, te stoga izražavaju zakone ispravnog logičkog 
rezonovanja. Recimo, neka je domen skup ljudi, neka predikat P(x) znači “x je 
Sarajlija’, neka predikat Q(x) znači “x voli ćevape" i neka je a osoba nazvana 
“Mujo”. Tvrdnja “Sve Sarajlije vole ćevape“ mogla bi se tada zapisati kao 
Vx (Px) = Q()). Korektno rezonovanje po kojem iz ove tvrdnje i tvrdnje da 
“Mujo je Sarajlija" (koju zapisujemo kao P(a)) slijedi tvrdnja “Mujo voli 
ćevape" (koju zapisujemo kao Q(a)) možemo iskazati formulom predikatske 
logike Vx (Pœ) > Q(x)) A P(a) > Q(a). Međutim, jasno je da posve isti princip 
rezonovanja ostaje na snazi ma šta predikati P(x) i Q(x) značili, i ma šta 
predstavljao objekat označen sa a. Recimo, ukoliko predikati P(x) i Q(x) znače 
redom “x je Grk" i “x je smrtan", a ukoliko a predstavlja filozofa Sokrata', ista 
formula iskazuje čuveni zaključak iz grčke škole logike “Svaki Grk je smrtan i 
Sokrat je Grk; dakle, Sokrat je smrtan". Stoga bi ova formula morala biti valjana 
(može se pokazati da ona to zaista i jeste). 


S obzirom da se pomoću kvantifikatora i predikata mogu izraziti i analizirati 
unutrašnja svojstva matematičkih objekata, što nije moguće samo pomoću izraza 
iskazne logike, to su valjani izrazi logike predikata znatno izražajniji nego 
tautologije logike iskaza. Međutim, slično logici iskaza, zaključci predikatske 


! Sokrat (469 p.n.e. —399 p.n.e.), grčki filozof. Smatra se jednim od osnivača zapadne filozofije. 
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logike mogu se smatrati ispravnim samo uz pretpostavku o valjanosti hipoteza 
koje se koriste o rezonovanju. Recimo, ukoliko uzmemo da u prethodnoj formuli 
P(x) znači “x je sisar”, Q(x) znači “x rađa žive mladunce", dok a predstavlja 
goluba, tada ova formula izražava rezonovanje iskazano kao “Svi sisari rađaju žive 
mladunce i golub je sisar; dakle, golub rađa žive mladunce". Ovakvo rezonovanje 
je u osnovi ispravno, mada zaključak “golub rađa žive mladunce" nije tačan. Krivi 
zaključak je posljedica neispravnosti hipoteze “golub je sisar” (strogo uzevši, čak 
ni hipoteza “svi sisari rađaju žive mladunce" nije posve ispravna — čudnovati 
kljunaš predstavlja iznimku od ovog pravila). Ispravno je čak i rezonovanje tipa 
“sve geveznice su šlajfrunzi a kalamuta je geveznica; dakle, kalamuta je 
šlajfrung“, bez obzira što upotrijebljeni pojmovi poput “geveznica" itd. koji se 
javljaju u ovom rezonovanju nemaju nikakvog smisla. Stoga treba zapamtiti da 
valjani izrazi predikatske logike opisuju principe ispravnog zaključivanja iz datih 
činjenica, a ne ispravne činjenice niti ispravne zaključke. 


Često je korisno uvesti konvenciju prema kojoj simbol “=" predstavlja 
specijalni predikatski simbol koji se ne može tumačiti proizvoljno u različitim 
interpretacijama, nego koji predstavlja identičku relaciju u domenu ma koje 
interpretacije (tj. relaciju ((x,x)|xe X) gdje je X domen interpretacije). Uz 
takvu konvenciju, skup valjanih izraza postaje znatno bogatiji. Na primjer, izraz 
(xk=y)>(f(%=f(0)) je očigledno valjan uz ovakvu konvenciju, ali ne mora biti 
valjan ukoliko smatramo da "=" nije ništa drugo nego dvomjesni predikatski 
simbol koji u proizvoljnim interpretacijama može imati ma kakvo tumačenje. 
Ukoliko usvojimo ovu konvenciju, govorimo o predikatskoj logici prvog reda 
sa jednakošću. Prema istoj konvenciji, usvaja se da x£y znači <(x=y). U 
izlaganjima koja slijede, prihvatićemo ovakvu konvenciju. 


Ukoliko je A valjan izraz, to obilježavamo simbolom FA, na identičan 
način kako u logici iskaza označavamo činjenicu da je A tautologija. Dalje, za 
neki izraz B kažemo da je logička posljedica izraza A,;, A,,...,, A, i pišemo 
ApA2,... Ap FB ukoliko je izraz B tačan pri svakoj interpretaciji sa nepraznim 
domenom za koju su izrazi A,, A>, ..., A, tačni. U skladu sa ovom konvencijom, 
ranije opisano rezonovanje o Sarajlijama, ćevapima i Muji (odnosno Grcima, 
smrtnosti i Sokratu) mogli bismo zapisati kao Vx (P(x) > O(x)), P(a) FO(a). 


> Primjer: Neka je poznato da neki studenti vole sve dobre profesore i da niti 
jedan student ne voli članove uprave fakulteta. Iz ovih činjenica može se 
zaključiti da niti jedan član uprave fakulteta nije dobar profesor. Iskazati ovo 
rezonovanje jezikom predikatske logike. 


Uvedimo predikate P(x), O(x), R(x) 1 S(x,y) čije je značenje redom “x je 
student", “x je dobar profesor", “x je član uprave fakulteta" i “x voli y". Sad, 
ukoliko smo dobro razumjeli građu Aristotelskih formi, neće biti previše teško 
formalno zapisati hipoteze i zaključak ovog rezonovanja. Recimo, uz usvojene 


oznake, tvrdnju “Neki studenti vole sve profesore" možemo zapisati ovako: 


dx (PO) A Vy (QO) > S(x,y))) 
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Dalje, tvrdnju "Niti jedan student ne voli članove uprave fakulteta" možemo 
zapisati ovako: 


Vx(P(x) > Vy RO) 2 S(x, y))) 


Alternativno, istu tvrdnju mogli bismo preformulirati kao "Nije tačno da neki 
student voli članove uprave fakulteta", iz čega slijedi sljedeći zapis (za koji 
ćemo kasnije vidjeti da je ekvivalentan prethodnom): 


—1x(P(x) A Vy (RO) 2 3S(x, y))) 


Zaključak "Niti jedan član uprave fakulteta nije dobar profesor" je klasična 
Aristotelska forma, te ga možemo zapisati recimo ovako: 


Vx (R(x) >—Q(x)) 
Konačno, čitavo rezonovanje možemo zapisati u formi sljedećeg izraza: 


Ax (POA Vy (QO) > S(x,y))) A Yx Pœ) > Vy RO) >S, y))) > 
> Vx(R(x) >=—0(x)) 


Na osnovu činjenice da nam zdrav razum govori da je prethodno 
rezonovanje korektno, naslućujemo da je ovaj izraz valjan. Kasnije ćemo i 
formalno pokazati njegovu valjanost. Također, činjenicu da je u prethodnom 
rezonovanju zaključak logička posljedica hipoteza, možemo zapisati i u obliku 


Ix (PŒ) A Yy (OG) > SE, Y), Vx(P(x) > Yy (RO) >—5(x, y))) F 
EVr(RQ)>>Q(x) 


S obzirom na valjanost prethodno izvedenog izraza, možemo po volji 
promijeniti značenje predikata P(x), Q(x), R(x) 1 S(x, y), a da zadržimo korektnost 
rezonovanja. Neka, recimo, predikati P(x), O(x) i R(x) redom glase “x je 
pacijent", “x je ljekar" i “x je nadriljekar", a neka S(x, y) ima isto značenje kao i 
u prethodnom rezonovanju. Tada značenje hipoteza redom možemo interpretirati 
kao “Neki pacijenti vole sve ljekare" i “Niti jedan pacijent ne voli nadriljekare". 
Zaključak tada možemo interpretirati kao “Nijedan ljekar nije nadriljekar". Nije 
teško zdravorazumski uvidjeti da takav zaključak zaista slijedi iz opisanih 


hipoteza. 


> Primjer: Neka je poznato da su studenti građani. Iz ove činjenice slijedi da 
su svi glasovi studenata ujedno i glasovi građana. Iskazati ovo rezonovanje 
jezikom predikatske logike. 


Uvedimo predikate P(x), Q(x) i R(x,y) čije je značenje respektivno “x je 


student", “x je građanin" i “Glas x-a je glas y-a". Tvrdnju “Studenti su građani" 
posve je jednostavno iskazati (Aristotelska forma) u sljedećem obliku: 


Va (PQ) > QW) 
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Nešto teže je zapisati tvrdnju "Glasovi studenata su ujedno i glasovi građana". 
Jedan od načina da to učinimo je sljedeći: 


Vx (Ay PO) ARG, y)) > dz (QC) ARG, z))) 


Ovako zapisana tvrdnja zapravo govori sljedeće: “Za svaki glas x, ukoliko je to 
glas nekog studenta y, onda je to i glas nekog građanina z”. Konačno, čitavo 
rezonovanje možemo zapisati ovako: 


Vx PO)  O(x)) > Vx (Hy PO) A RG, y) > Iz (Qe) ARG, z))) 


Ovo je također valjan izraz, što se može i formalno dokazati. Alternativno, 
činjenicu da je zaključak ovog rezonovanja logička posljedica njegove hipoteze, 
možemo zapisati i u obliku 


PASA) FVx Ey PO) ARG, y) > F (Qe) AR(x, z))) 


Analizirajmo nešto podrobnije smisao simbola “ F u predikatskoj logici. 
Podsjetimo se da u logici iskaza vrijedi A}, A,,..., A, FB ako i samo ako je izraz 
A ^A24^...^A =B tautologija, tj. ako vrijedi FA, AAA..AA,>B. S 
obzirom da u logici predikata valjani izrazi uopćavaju tautologije, moglo bi se, 
po analogiji, pomisliti da u logici predikata vrijedi A;, A2, ..., A, EB ako i samo 
ako je izraz A ^A2^...^ A, =B valjan, odnosno da A), A,,...,A, EB iu 
predikatskoj logici ima isto značenje kao FArA AAA A, > B. Međutim, to 
općenito ne vrijedi, odnosno vrijedi samo ukoliko su svi izrazi Ay, A2, ..., A, 1B 
zatvoreni izrazi. Na primjer, na osnovu načina kako se tumači tačnost izraza koji 
nisu zatvoreni, jasno je da vrijedi tzv. pravilo generalizacije po kojem imamo 
Px) EVx P(x). Međutim, izraz P(x) > Vx P(x) nije valjan. Zaista, neka je domen 
skup {a,b} i neka je P predikat za koji vrijedi, recimo, P(a) = T i P(b) = L. Tada 
je, recimo, izraz P(x) tačan ukoliko uvrstimo vrijednost a na mjesto promjenljive 
x (smjene poput ove ćemo, radi kratkoće, obilježavati sa x— a) dok je izraz 
Vx P(x) svakako netačan. Stoga je implikacija P(x) > Yx P(x) netačna pri smjeni 
x—>a, a valjani izrazi moraju biti tačni za svako moguće uvrštavanje konkretnih 
vrijednosti iz domena na mjesta slobodnih promjenljivih. 


Pokazaćemo sada odakle tačno potiče razlika između značenja zapisa poput 
A FB i FA >B. Općenito, ukoliko dopustimo da A odnosno B mogu biti i 
otvoreni izrazi, tada tačnost izraza A odnosno B zapravo znači da su tačna 
njihova zatvorenja cI(A) odnosno cl(B). Stoga vrijedi A FB ukoliko pri svakoj 
interpretaciji vrijedi cI(A) => cl(B), odnosno ukoliko je implikacija cI(A) = cl(B) 
valjana. S druge strane, implikacija A > B je tačna ako je tačno njeno zatvorenje 
cl(A => B), tako da je valjana je ako je cI(A = B) tačno u svakoj interpretaciji, 
odnosno ako je cI(A =B) valjan izraz. Dakle, A FB vrijedi ukoliko je valjana 
implikacija cI(A) > cl(B), dok FA > B vrijedi ako je valjana implikacija A > B 
odnosno cl(A= B). Možemo uvidjeti da razlika u značenju zapisa A FB i 
FA>B zapravo potiče od činjenice da se izrazi c(A)>cKB) i cI(A =B) 
općenito razlikuju. 
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Ukoliko su izrazi A i B logička posljedica jedan drugog, tj. ukoliko vrijedi 
A EB iB FA, tada kažemo da su izrazi A i B logički ekvivalentni, i pišemo 
A=B. U slučaju kada su A i B zatvoreni izrazi, vrijedi A =B ako i samo ako je 
valjana ekvivalencija A 4B. Nekada se umjesto znaka “=” koriste drugi znaci 
poput “=” ili “~” da se smanji opasnost brkanja sa predikatskim simbolom “=” 
koji iskazuje jednakost objekata, ali do zabune obično ne dolazi, jer se u ovom 
kontekstu simbol “=" primjenjuje na logičke izraze, a ne na druge objekte. 


Za izraz logike predikata kažemo da je kontradiktoran (ili nezadovoljiv) 
ukoliko on nije tačan ni pri kakvoj interpretaciji. Na primjer, lako je uvidjeti da 
je izraz dx(P(x,x) A Vy —3P(x,y)) kontradiktoran. Iz same definicije neposredno 
slijedi da je izraz kontradiktoran ako i samo ako je njegova negacija valjana. 


Za izraz logike predikata kažemo da je zadovoljiv (engl. satisfable) ukoliko 
postoji interpretacija pri kojoj je on tačan (stoga je jasno da su svi valjani izrazi 
ujedno i zadovoljivi). Na primjer, izraz VxVy Yz (P(x, y) A P(y,z) > P(x, z)) nije 
valjan, ali je zadovoljiv (tačan je pri svakoj interpretaciji u kojoj P predstavlja 
neku tranzitivnu relaciju). Jasno je da je izraz zadovoljiv ako i samo ako nije 
kontradiktoran. Negacija zadovoljivog izraza je također zadovoljiva, osim ukoliko 
je izraz ujedno i valjan. 


S obzirom na veliki značaj valjanih izraza u predikatskoj logici, od interesa 
su postupci za utvrđivanje da li je neki izraz valjan ili nije. U iskaznoj logici, 
postoji efektivan postupak za ispitivanje da li je neki izraz tautologija ili nije. 
Naime, pošto svaka iskazna promjenljiva može uzeti samo jednu od dvije 
moguće istinitosne vrijednosti (“T” ili “L*), dovoljno je ispitati konačno mnogo 
kombinacija (najviše 2" gdje je n broj iskaznih promjenljivih) da sa sigurnošću 
utvrdimo da izraz jeste ili nije tautologija (često je za istu svrhu moguće koristiti 
i efikasnije postupke, recimo princip rezolucije). S druge strane, testiranje 
valjanosti izraza predikatske logike je mnogo kompleksniji problem. Zaista, 
valjanost bilo kojeg netrivijalnog izraza predikatske logike zavisi od beskonačno 
mnogo mogućih interpretacija. Pored toga, ispitivanje tačnosti izraza predikatske 
logike može biti izrazito težak problem čak i pri jednoj fiksiranoj interpretaciji 
ukoliko je njen domen beskonačan skup. Recimo, trebalo je više od 200 godina 
da se utvrdi da je izraz VxVyVzvn(n>2>x+y"=#z2") sa skupom N kao 
domenom tačan (ovaj izraz iskazuje tzv. veliku Fermatovu teoremu). 


S obzirom na iznesene okolnosti, ne iznenađuje mnogo činjenica da je 
dokazano da ne postoji nikakav efektivni postupak (algoritam) koji bi za 
proizvoljan izraz predikatske logike garantirano utvrdio da li je valjan ili nije. 
Stoga se kaže da je predikatska logika neodlučiva (engl. undecidable). S druge 
strane, interesantno je da postoji efektivni postupak koji će za svaki valjan izraz 
nakon konačno mnogo koraka utvrditi da je valjan ukoliko on zaista jeste valjan. 
Međutim, ukoliko izraz nije valjan, takav postupak može u nedogled tražiti sve 
složenije i složenije eventualne potvrde da je izraz valjan, i nikad se ne 
zaustaviti. Doduše, često se dešava da se prilikom takve pretrage nađe potvrda 
koja garantira da izraz nije valjan i da se postupak time okonča, ali u općem 
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slučaju takva potvrda nikad ne mora biti nađena. Stoga kažemo da postoji 
efektivan pozitivan test za valjanost izraza predikatske logike, ali ne postoji 
efektivan negativan test za valjanost. U tom smislu, za predikatsku logiku se 
kaže da je poluodlučiva (engl. semi-decidable). Jedan takav pozitivan test biće 
ukratko izložen kasnije u ovom poglavlju. Dalje, s obzirom da je izraz 
kontradiktoran ukoliko je njegova negacija valjana, slijedi da postoji efektivan 
pozitivan (ali ne i negativan) test i za kontradiktornost izraza predikatske logike. 
Međutim, iz izloženog je jasno da ne postoji efektivan pozitivan test za 
zadovoljivost izraza predikatske logike, što je nesretna okolnost. 


Bez obzira na nepostojanje efektivnog negativnog testa za valjanost izraza, u 
nekim slučajevima je lako utvrditi da izraz nije valjan. Naime, za dokazivanje da 
izraz nije valjan, dovoljno je navesti makar jednu interpretaciju pri kojoj izraz 
nije tačan. Tu nam često može pomoći intuicija. Na primjer, pokažimo da izraz 
Ix P(x) A Ix Q(x) > ax (P(x) A O(x)) nije valjan. Neka je domen skup svih likova 
u ravni, i neka predikati P(x) 1 Q(x) redom znače “x je kvadrat" i “x je krug". 
Tvrdnja dx P(x) A dx Q(x) tada znači “postoje kvadrati i postoje krugovi”, što je 
nesumnjivo tačno, dok tvrdnja 3x(P(x)A Q(x)) Znači “postoji lik koji je 
istovremeno i kvadrat i krug", što je očigledno netačno. Dakle, pronašli smo 
interpretaciju pri kojoj izraz JxP(x)^a dax Qx) 3 1x(P(Xx)AO(x)) nije tačan, 
odakle slijedi da on nije valjan. 


Umjesto traženja neke konkretne interpretacije za koju je izraz netačan (ako 
takva postoji), možemo postupiti čisto formalno, odnosno pokušati konstruisati 
neku apstraktnu interpretaciju pri kojoj će izraz biti netačan. Uspijemo li u tome, 
to pokazuje da izraz nije valjan. Recimo, probajmo konstruisati interpretaciju za 
koju je izraz dxP(x)A2xQ(x) >x (P(X) A O(x)) netačan, odnosno u kojoj je 
izraz dxP(x) A3x Q(x) tačan, a izraz dx(P(x)AQ(x)) netačan. Da bi vrijedilo 
IxP(XA2xQ(x), mora vrijediti dxP(x), dakle postoji x za koji vrijedi P(x). 
Označimo takav x sa a, odnosno P(a) je tačno. Dalje, mora vrijediti dx Q(x). Kada 
bismo uzeli da je Q(x) tačan ponovo za x=a, zaista bi vrijedilo dx Q(x), pa bi 
vrijedilo i 3x P(x) A 3x Q(x), ali bi tada vrijedilo i dx (P(x) A O(x)), jer bi tada 
izraz P(x) A Q(x) bio tačan za x =a. Probajmo stoga uzeti da Q(x) nije tačan za 
x=a,ali je tačan za neko x = b. Tada ponovo vrijedi dx P(x) ^A 3x Q(x). Ukoliko 
sada uzmemo da je P(x) također tačan za x = b, tada će vrijediti 3x (P(x) A Q(x)), 
jer je tada izraz P(x)^ Q(x) tačan za x=b. Stoga moramo uzeti da je P(b) 
netačan. Uz takve pretpostavke, izraz dxPQ)A3dxQ(x) je tačan, dok izraz 
P(x) A Q(x) nije tačan niti za x=a, niti za x=b. To doduše još uvijek ne znači da 
je izraz 3x (P(x) A O(x)) netačan, jer može postojati x različit i od a i od b za koji 
je izraz P(&)AQ(x) tačan. Međutim, ukoliko sada uzmemo da u domenu 
interpretacije nema drugih objekata osim a i b, izraz 3x (P(x) A Q(x)) će sigurno 
biti netačan. Dakle, našli smo interpretaciju za koju je izraz dxP(x)A3x Q(x) 
tačan a izraz dx (P(x) A Q(x)) netačan. To je interpretacija sa domenom X = {a,b} 
pri čemu su predikati P i O definirani tako da su P(a) i Q(b) tačni, a P(b) i Q(a) 
netačni. Stoga, razmatrani izraz nije valjan. 
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Da bismo pokazali valjanost nekog izraza, nije dovoljno samo pronaći neku 
interpretaciju Za koju je on tačan, već je potrebno nekako dokazati da je on tačan 
za sve moguće interpretacije. Ukoliko je izraz dovoljno jednostavne strukture, 
često je moguće odjednom razmotriti sve njene interpretacije i tako utvrditi 
njegovu valjanost bez kompliciranih procedura (tako smo, na primjer, učinili pri 
demonstraciji da je izraz VxP(x) > P(y) valjan). Također, u mnogim specijalnim 
slučajevima, razni manje ili više očigledni trikovi omogućavaju da se relativno 
jednostavno utvrdi da li je izraz valjan ili nije. Recimo, ukoliko u ma kakvoj 
tautologiji logike iskaza svaku iskaznu promjenljivu zamijenimo ma kakvim 
izrazom logike predikata, jasno je da će dobijeni izraz sigurno biti valjan. 


Jedan od načina da dokažemo valjanost nekog izraza je da dokažemo da ne 
postoji interpretacija pri kojoj bi on bio netačan. Recimo, pokažimo da je izraz 
Ix (P(Xx)AO(x)) 3 4xP(x) A 4xO(x) valjan (primijetimo da je ovaj izraz obrat 
izraza za koji smo maločas utvrdili da nije valjan). Pokazaćemo da nije moguće 
konstruistati interpretaciju za koju bi on bio netačan, odnosno takvu da izraz 
2x (P(x) A Q(x)) bio tačan, a izraz 3x P(x)A Jx Q(x) netačan. Zaista, ukoliko je 
izraz dx(P(x)A Q(X)) tačan, postoji takav x za koji je izraz P(x) A Q(x) tačan. 
Označimo taj x sa a. Stoga je P(a)A Q(a) tačno. Međutim, odatle slijedi da su 
tačni i P(a) i O(a), tako da je tačan i izraz 3x P(x) A 3x Q(x). Zaista, postoji takav 
x za koji je P(x) tačan — to je x=a, a postoji i takav x za koji je Q(x) ponovo 
tačan — to je ponovo x=a. Dakle, iz tačnosti izraza dx (P(x) A Q(x)) neizostavno 
slijedi tačnost izraza 3x P(x) ^ Jx Q(x), odnosno nemoguće je konstruisati takvu 
interpretaciju pri kojoj je izraz dx (P(x) A Q(x)) tačan, a izraz 3x P(x) ^ Jx Q(x) 
netačan. Stoga je izraz dx (P(x) A O(x)) > 3x P(x) A 3x Q(x) valjan. Rezonovanje 
koje smo primijenili slikovito možemo opisati ovako: iz činjenice da postoje 
crveni automobili, slijedi da moraju postojati crvene stvari i moraju postojati 
automobili (nemoguće je zamisliti svijet u kojem postoje crveni automobili, a ne 
postoje crvene stvari ili ne postoje automobili). 


Interesantno je da postoji jedan sistematičan, ali vrlo neefikasan metod 
traženja interpretacije za koju je izraz netačan, koji je moguće primijeniti na 
izraze za koje sumnjamo da nisu valjani. Ovaj metod se zasniva na činjenici da 
se u slučaju kada je domen interpretacije neki konačan skup X = [X1,X2..>Xn) 
možemo osloboditi kvantifikatora, s obzirom da se tada izrazi poput VxP(x) i 
zx P(x) svode na izraze P(x,) A P(x2) A ... A P(x,) odnosno P(x;) v P(x2) v ...V PŒ). 
Stoga se, na svakom konačnom domenu interpretacije, izrazi predikatske logike 
svode na izraze logike iskaza, s obzirom da P(x,), P(x2), ..., P(x,) za bilo koji 
predikat P predstavljaju konkretne vrijednosti, odnosno mogu se posmatrati kao 
promjenljive logike iskaza (možemo ih, radi jednostavnosti, označiti recimo sa 
Pi» P2, -.> Pn). U slučaju da je razmatrani izraz valjan, svi tako dobijeni izrazi 
logike iskaza moraju biti tautologije. Postupak se sada svodi da prvo probamo sa 
jednočlanim domenom interpretacije X = {xı} i da testiramo da li je izraz logike 
iskaza dobijen svođenjem razmatranog izraza logike predikata tautologija ili 
nije. Ukoliko nije, polazni izraz nije valjan. Ukoliko jeste, prelazimo na 
pretpostavku o dvočlanom domenu interpretacije X=(x,,x2). U slučaju da 
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ponovo dobijemo tautologiju, prelazimo na pretpostavku o tročlanom domenu 
X = {x1, X2, X3} itd. Postupak nastavljamo sve dok eventualno ne dobijemo izraz 
koji nije tautologija. 


Kao ilustriraciju, uzmimo ponovo izraz 1xP(x) A 4xO(x) > 3X(P(Xx)A Qx) 
za koji smo ranije uvidjeli da nije valjan. Pretpostavimo prvo jednočlani domen 
interpretacije X= {xı}. Pri takvoj interpretaciji i pri oznakama p;=P(X)) i 
qı =Q(xı), očigledno imamo 1xP(x) = pı, 4xO(x) = g 1 4x(P(X) A O(Xx))=p{A 41, 
te se razmatrani izraz svodi na 


Pı^qı >PihAQqi 


Ovaj izraz je očigledno tautologija, te prelazimo na pretpostavku o dvočlanom 
domenu interpretacije X={x;,x2}. Ukoliko sada uvedemo oznake pı= P(x), 
P2=P(X;), qu=Q() i qo=Q(), dobijamo dxP(X) = pı V px IQ) =g V q2 i 
Ix(POR)A Q(x) = (PrA qı) V(P2A q2), odnosno razmatrani izraz postaje 


(PiVP)A (Giv q) >(PrAq)v(P2Aq) 


Ovo je izraz logike iskaza koji ovisi od 4 promjenljive pı, p2, 41 1 q2. Lako je 
uvidjeti da ovaj izraz nije tautologija. Naime, on nije tačan ukoliko su, recimo, 
pı i q2 tačni, a pz i qı netačni. Stoga razmatrani izraz nije valjan, a moguća 
interpretacija pri kojoj je on netačan je interpretacija na dvočlanom skupu X sa 
predikatima P i O takvim da su P(x,) i Q(x2) tačni, a P(x2) i Q(xı) netačni 
(primijetimo da smo do analognog zaključka došli i ranije intuitivnim traganjem 
za interpretacijom koja narušava tačnost). Da smo ponovo dobili tautologiju, 
mogli bismo preći na tročlani domen interpretacije X = {x1, X2, X3}, itd. 


Opisani metod, poznat i kao metod ekspanzije domena, očigledno je veoma 
neefikasan, s obzirom da se pri svakom proširivanju domena za jedan element 
povećava broj promjenljivih sa kojima treba manipulirati u odgovarajućim 
izrazima logike iskaza (ponekad i drastično), a poznato je da složenost testiranja 
izraza logike iskaza strahovito raste pri porastu broja promjenljivih. Stoga se 
ovaj metod može koristiti samo za testiranje posve jednostavnih izraza 
(intuitivni metod traženja interpretacije koja narušava tačnost je mnogo 
pogodniji). Međutim, ovaj metod otvara jedno interesantno pitanje: da li je on u 
stanju, barem teoretski, za svaki izraz koji nije valjan pronaći interpretaciju pri 
kojoj je izraz netačan, ukoliko se sa njegovim izvršavanjem nastavi dovoljno 
dugo? Odgovor je, nažalost, odrečan (da nije tako, on bi bio efektivni negativni 
test za valjanost izraza, a dokazano je da takav ne postoji). Problem je u tome što 
ovaj metod testira samo konačne domene interpretacije. Međutim, postoje takvi 
izrazi koji su tačni pri svakom konačnom domenu interpretacije, ali postaju 
netačni pri nekim beskonačnim domenima. Takav je, recimo, izraz 


VxVy (P(x, y) A P(y,x) >x=y) AVxVy Yz (P(x, y) A PO, 2) > P(x, z)) A 
A VxVy(P(x, y) v P(y,x)) > dy Yx P(x, y) 
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Razmotrimo šta ovaj izraz zapravo iskazuje. Prva hipoteza, odnosno izraz 
VxVy(P(x,y)A P(y,x) 3x=y), tvrdi da P predstavlja neku antisimetričnu 
relaciju, druga hipoteza VxVy Vz (P(x, y) A PO, z) > P(x, z)) tvrdi da P predstavlja 
tranzitivnu relaciju, dok posljednja hipoteza VxVy(P(x,y) vP(y,x)) tvdi da P 
predstavlja linearnu relaciju. Drugim riječima, sve hipoteze zajedno iskazuju 
tvrdnju da P predstavlja neku relaciju potpunog poretka. Stoga, zaključak 
2y Vx P(x, y) tvrdi da postoji element y koji je u odnosu na takvu relaciju P “bolji 
ili jednak" od svih ostalih elemenata. Takav zaključak je zaista tačan u svakom 
konačnom skupu. Međutim, u beskonačnim skupovima on ne mora vrijediti. 
Recimo, ukoliko je domen skup prirodnih brojeva i ukoliko P predstavlja 
relaciju "manji ili jednak", zaključak tvrdi da postoji broj koji je veći ili jednak 
od svih ostalih prirodnih brojeva, što je očigledno netačno. Dakle, prikazani 
izraz opisuje tvrdnju koja je tačna pri svim konačnim domenima interpretacije, 
ali ne mora biti tačna pri beskonačnim domenima interpretacije, tako da ona nije 
valjana. S druge strane, jasno je da metod ekspanzije domena nije u stanju da 
ustanovi da ovaj izraz nije valjan, bez obzira koliko dugo bismo eventualno 
nastavili njegovo izvršavanje. 


4.7 Važniji primjeri valjanih izraza 


U ovom odjeljku će biti izloženi neki najvažniji primjeri valjanih izraza 
predikatske logike (bez navođenja dokaza za njihovu valjanost). Neki od ovih 
izraza će, radi jasnoće, biti izloženi u formi logičke ekvivalencije dva druga 
izraza (tj. u formi A=B), mada je u svim navedenim slučajevima ova logička 
ekvivalencija ekvivalentna tvrdnji da je ekivivalencija A <>B valjana (tako da 
ovdje znak “=” možemo po potrebi tumačiti i kao znak ekvivalencije “<>"). Sve 
navedene izraze možemo prosto smatrati pravilima (ili teoremama) predikatske 
logike. Na prvom mjestu, tu su De Morganove teoreme za kvantifikatore, koje 
uopćavaju De Morganove teoreme logike iskaza: 


—VxP(x) = dx—>P(x) 
—zdx P(x) = Vx—=P(x) 


Iz De Morganovih teorema neposredno slijedi da se bilo koji od kvantifikatora 
“y” i “J” može izraziti preko onog drugog: 


Yx P(x) = >33x >P(x) 
ax P(x) = =Vx—P(x) 


De Morganove teoreme za kvantifikatore treba primjenjivati sa oprezom 
ukoliko je opseg vezane promjenljive ograničen pripadnošću nekom skupu, ili 
nekim drugim predikatom, jer treba voditi računa da se u tom slučaju negacija 
primjenjuje samo na dio izraza. Preciznije, vrijedi: 


—(Vxe X) P(x) = (dxe X)—P(x) 
—(drxe X) P(x) = (Vxe X)—P(x) 
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(VPE) O(x) = (AP(x))nO(x) 
(4P(x)) Qa) = VPE) =R) 


Radi ilustracije, dokazaćemo jedno od ovih pravila, a dokaz za ostale teče 
analogno: 


—(VQ(x)) Pœ) = Vx(O(x)  P(x)) = dx A > P(x)) = 
= aR) v Pœ) = dx (O(x) A=P(9) = GQK) >P(9) 


De Morganove teoreme su veoma korisne za negiranje izraza predikatske logike 
koji sadrže kvantifikatore, što ćemo ilustrirati jednim primjerom. 


> Primjer: Jezikom predikatske logike, za niz a, kažemo da je konvergentan u 
skupu X ukoliko vrijedi 


Gae X) (ve>0) Eme N(Vne N) (n> m> |a,—a|£€) 


Iskazati jezikom predikatske logike kada niz a, nije konvergentan u skupu 
X, na što neposredniji način. 


Očigledno, potrebno je negirati navedeni izraz. Višestrukom primjenom De 
Morganovih teorema, imamo: 


—((Aae X) (Ve? 0) (me N) (Yne N) (n> n> |a,—a|£€)) = 

= (Vae X) G£ > 0) (Yme N) (dne N) an> no |a,-a|<e€)= 

= (Vae X) G£ > 0) (Yme N) (dne N) (n> mna ~(la,-a|<£)) = 
= (Vae X) Ge > 0) (Yme N) Ene N) (n>m |a,—a|2že) 


Sljedeće tvdnje tvrde da istovrsni kvantifikatori mogu međusobno mijenjati 
mjesta (uskoro ćemo vidjeti da to ne vrijedi za raznovrsne kvantifikatore): 


Vx Vy P(x, y) = Vy Vx P(x, y) 
ax dy P(x, y) = dy dx P(x, y) 

Dalje, kako kvantifikator “V” generalizira konjunkciju, a kvantifikator “3” 

disjunkciju, nije nimalo iznenađujuće da vrijede i sljedeća pravila: 
VxP(x) A VxQ(x) = VX(P(X)AO(x)) 
dx P(x) v ax Qx) = dx (Px) v Q(X)) 

S druge strane, zamijenimo li ulogu konjunkcije i disjunkcije (ili ulogu 
kvantifikatora “V” 1 “2"), prethodne tvrdnje više ne bi vrijedile. Ipak, one će 
vrijediti “u jednom smjeru”, odnosno valjane su sljedeće implikacije (u valjanost 
posljednje implikacije smo se već ranije uvjerili): 

VxP(x) v Vx Q) > Vx (Pœ) vVO(x)) 
dx (Pœ) a Qx) > ax P(x) A 4xKO(x) 
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Veoma je bitno naglasiti da obrati ovih tvrdnji ne vrijede, odnosno izrazi 
Vx(P(x) v RQA) > VxP(x) v Vx Q(x) 1 dx PO) aax Qa) > Ir (PO) A QQX) nisu 
valjani (u ovo smo se također uvjerili ranije). Ovo je čest uzrok vrlo ozbiljnih 
grešaka pri brzopletom logičkom rezonovanju. 


Interesantna je i logička ekvivalencija 3x (P(x) => O(x)) = Vx P(x) >3x Q(x), 
s obzirom da povezuje raznorodne kvantifikatore. Također su značajne i sljedeće 
valjane implikacije, koje iskazuju još dva bezuvjetno tačna  tvrđenja 
“jednosmjerne” prirode: 


Vx Pœ) BO(x)) > (VxP(x) > Vx Q0) 
Vx (P(x) > O(x)) > (VxP(x) B VxO(x)) 


Već smo rekli da raznorodni kvantifikatori ne mogu međusobno mijenjati 
mjesta. Zaista, neka je, na primjer, domen skup N, i neka je predikat P(x, y) tačan 
ako i samo ako je x < y. Tada tvrdnja Vx dy P(x, y) znači da za svaki prirodan broj 
x postoji prirodan broj y koji je od njega veći (što je tačno), dok tvrdnja 
Jy VxP(x, y) znači da postoji prirodan broj y koji je veći od svakog prirodnog 
broja x (što je očigledno netačno). Ipak, bez obzira na ovu činjenicu, implikacija 
2y VxP(x,y) > VxdyP(x, y) je valjana, ali njen obrat Vx3y P(x, y) 3 dy VxP(Xx, y) 
nije valjan. Zaista, ukoliko pretpostavimo da postoji y takvo da za svako x 
vrijedi P(x, y), tada je očigledno da za svako x postoji takvo y (i to isto ono y kao 
i u pretpostavci) za koje vrijedi P(x,y). Stoga nije moguće pronaći interpretaciju 
za koju implikacija dy VxP(x,y) > Vx2yP(x,y) ne bi bila tačna, tako da je ona 
valjana. S druge strane, ukoliko za svako x postoji y za koje vrijedi P(x, y), takvo 
y može ovisiti od vrijednosti x (tj. za različite vrijednosti x možemo imati 
različite vrijednosti y), tako da ne mora postojati jedinstvena vrijednost za y (tj. 
vrijednost koja ne zavisi od x) takva da za svako x vrijedi P(x,y). Iz ovog 
razmatranja neposredno zaključujemo da se može naći interpretacija pri kojoj 
implikacija VxdyP(x,y) >3y VxP(x,y) nije tačna, tako da ona nije valjana. 
Recimo, jedna takva interpretacija je maločas opisana interpretacija sa skupom 
N i predikatom P koji predstavlja relaciju “biti manji od", mada postoje i znatno 
jednostavnije interpretacije sa konačnim domenom (kao vježbu, pronađite barem 
jednu takvu interpretaciju, uz pomoć do sada razmotrenih tehnika). 


Kao posljedica upravo provedenog razmatranja, slijedi da kad god se neka 
promjenljiva pojavi iza simbola egzistencijalnog kvantifikatora, vrijednost te 
promjenljive za koju se postiže istinitost izraza koji slijedi iza nje u principu 
može zavisiti od vrijednosti svih vezanih promjenljivih koje su se pojavile prije 
nje u izrazu (ali ne i od promjenljivih koje se javljaju tek iza nje). Ovo je bitno 
uočiti, jer se mnoge značajne definicije u matematici koje su izražene formulama 
predikatske logike razlikuju samo u poretku kvantifikatora. Na primjer, u 
matematičkoj analizi za niz funkcija f, kažemo da konvergira ka funkciji f na 
domenu X ukoliko je tačan sljedeći izraz (zapisan u vulgarnoj notaciji, uz 
uobičajenu interpretaciju korištenih simbola): 


(Ve30)(Vxe X)(dne N)(Vn no) | fr) -O| <e 
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S druge strane, kažemo da niz funkcija fp ravnomjerno (uniformno) konvergira 
ka funkciji f na domenu X ukoliko je tačan sljedeći izraz: 


(VE>0)(Hme N)(Vxe X)(Vn>no) | fr) -O| <e 


Ove dvije definicije razlikuju se samo u poretku kvantifikatora. Naime, u prvoj 
se dozvoljava da vrijednost ny zavisi od izabranih vrijednosti € i x, dok u drugoj 
vrijednost no smije zavisiti samo od €, ali ne i od x. 


Neka je A(x) ma kakav izraz u kojem se pojavljuje promjenljiva x (pri čemu 
se u njemu smiju javljati i druge promjenljive). Neka je t proizvoljan term. Na 
prvi pogled, izgleda da izraz VxA(x) >A(?) mora biti valjan, jer ako je A(x) 
tačno za svako x, trebao bi biti tačan i kada se umjesto x uvrsti ma kakav term. 
Međutim, zbog već opisanih problema sa uvrštavanjima u izraze koji sadrže 
vezane promjenljive, ovo ne mora biti tačno. Na primjer, neka A(x) predstavlja 
izraz Jy P(x,y), i neka je term t promjenljiva y. Tada bukvalnim uvrštavanjem 
dobijamo da A(y) predstavlja izraz dy P(y, y). Jasno je sada da u ovom slučaju 
implikacija VxA(x)=> A(t) ne može biti valjana, jer se svodi na izraz 
VxdyP(x, y) >3yP(0,)), koji nije valjan (pronađite sami neku interpretaciju pri 
kojoj je on netačan). Problem je, naravno, nastao prilikom uvrštavanja 
promjenljive y umjesto x u izraz AQ«)=3yP(x,y), s obzirom da je u njemu y 
vezana promjenljiva (problem bi nestao da smo prethodno preimenovali vezanu 
promjenljivu y, tako da je A(y) = 3z P(y,z), o čemu smo već diskutirali ranije). 
Ipak, izrazi oblika Vx A(x) > A(t) su sigurno valjani pod uvjetom da niti jedna 
promjenljiva koja se eventualno javlja u termu £f poslije njegovog uvrštavanja 
umjesto x u izraz A(x) nema u novodobijenom izrazu vezana pojavljivanja, 
osnosno ukoliko je izvršeno uvrštavanje ispravno uvrštavanje (u smislu koji je 
ranije definiran). 


4.8 Svođenje izraza na preneks normalnu formu 


Za manipulacije sa izrazima predikatske logike od velikog je značaja 
činjenica da se svaki izraz predikatske logike može napisati u tzv. preneks 
normalnoj formi koja mu je ekvivalentna. Za neki izraz kažemo da je on u 
preneks normalnoj formi, ukoliko on ima oblik Q;viQ>v2... Q,Vn S pri čemu 
01, 05, ..., Q, predstavljaju proizvoljne kvantifikatore (('Y" ili “2%), Vi, V2, ..., Vn 
proizvoljne promjenljive, dok je S izraz koji uopće ne sadrži kvantifikatore. 


Da bismo neki izraz sveli na preneks normalnu formu, prvo se na isti način 
kao u logici iskaza oslobodimo operacija ekvivalencije, implikacije, ekskluzivne 
disjunkcije i višestrukih negacija. Nakon toga, vršimo postupno pomjeranje 
kvantifikatora ulijevo, koristeći pravila navedena u prethodnom odjeljku, kao i 
još nekoliko pravila koja ćemo sada navesti. Na prvom mjestu, vrijedi VxA = A 
i dxA = A kad god izraz A ne sadrži promjenljivu x (zapravo, dovoljno je da A 
ne sadrži x kao slobodnu promjenljivu). Primijetimo da je pri tome pretpostavka 
o nepraznom domenu interpretacije bitna, jer je pri praznom domenu izraz Vx A 
tačan čak i ako je A identički netačan, dok je izraz dx A netačan čak i ako je A 
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identički tačan (pretpostavka o nepraznom domenu je također bitna i za sva 
izlaganja koja slijede u nastavku). Dalje, neka je A(x) bilo kakav izraz u kojem 
promjenljiva x ima slobodnih pojavljivanja, a B izraz u kojem x nema slobodnih 
pojavljivanja (što uključuje i situacije kada se x u izrazu B ne pojavljuje nikako). 
Tada nije teško pokazati da vrijede sljedeće tvrdnje (posljednje četiri tvrdnje 
uključuju implikacije, i mogu biti korisne ukoliko se prethodno nismo oslobodili 
implikacija): 
VxA(X)AB = VX(A(X) AB) 
IxAQ)AB=x(AQ)AB) 
Yx A(x) v B = Vx(A(x) VB) 
Ax A(x) VB = 3x (A(x) v B) 
Vx A(x) >B =3x(A(x) >B) 
Ax A(x)> B = Vx (Ax) >B) 
B > Vx A(x) = Vx (B > A(x)) 
B >3x A(x) = Ax (B > A(x)) 


Navedena pravila, sama za sebe, nisu uvijek dovoljna za svođenje 
proizvoljnih izraza na preneks normalnu formu, nego je često potrebno vršiti i 
preimenovanje vezanih promjenljivih. Naime, već smo vidjeli da je u izrazima 
predikatske logike, uz izvjesnu dozu opreza, dozvoljeno vršiti preimenovanje 
vezanih promjenljivih. Recimo, neka je y promjenljiva koja se ne pojavljuje u 
izrazu A(x) i neka je A(y) izraz koji nastaje iz izraza A(x) zamjenom svih 
pojavljivanja promjenljive x promjenljivom y. Tada je očigledno da vrijedi 
VxA(x) = Vy AQ) i 3xAQ) = 3y A(y). Dalje, pretpostavimo da, pored toga, 
promjenljiva y nema slobodnih pojavljivanja u izrazu B(x). Tada se lako uviđa 
da su valjani i sljedeći izrazi: 


Vx A(x) v 3x B(x) = Vy Ix (AO) v Bx) 
Vx A(x) ^a dx B(x) = Vy Ix (AQ) a B(x)) 
Vx A(x) v 3x B(x) = 3x Vy (AQ) v B(x)) 
Yx A(x) ^a 3x B(x) = 3x Vy (A0) a B(x)) 
Vx A(x) v Vx B(x) = Vx Yy (AO) v Bœ) 
Jx A(x)A4xB(x) = 3x dy (A(y)A B(x)) 


Primjera radi, pokazaćemo ispravnost prve od ovih formula korištenjem niza 
ekvivalentnih transformacija (ispravnost ostalih dokazuje se analogno): 


Vx A(x) v 3x B(x) = Yy A) v Ix B) = Vy (A®) v Ix B(x)) = 
= Vy dx (AQ) v B(x)) 


Može se primijetiti da vrijedi Vyð3x (A) v B(x))=14xVy (A) v B(x)), bez 
obzira što, u općem slučaju, izrazi Vyðx P(x,y) i 4xVy P(x,y) nisu ekvivalentni. 
Ovaj primjer ilustrira jedan od specijalnih slučajeva u kojima raznorodni 
kvantifikatori mogu zamijeniti mjesta. 
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Prikazana pravila su dovoljna da se, uz malo vještine, svaki izraz svede na 


ekvivalentnu preneks normalnu formu. Treba istaći da preneks normalna forma 
nije jedinstvena, tako da različiti postupci svođenja mogu dovesti do različitih, 
ali ekvivalentnih izraza. Pažljivim biranjem pravila, nije teško pronaći put koji 
će voditi ka izrazu sa što je god moguće manjim brojem suvišnih promjenljivih i 
kvantifikatora. Ovo ćemo ilustrirati na nekoliko primjera. 


> 


Primjer : Transformirati izraz 3x~(Vy P(x, y) > (€z Q(z) > R(x))) u preneks 
normalnu formu. 
Aa(Vy P, y) > ARR) SRA) = Ixa Vy P, y) > EAR) R(x))) = 
= dxra(i(Vy P(x, y))Ve(azO(z)) V R09) = 3x (Vy P(x,y) AAZO(Z)A nR(x)) = 
= IxdzVy P, y) A O(Z)A R(x)) 


Primjer : Transformirati izraz ~V x P(x) v dy O(y) u preneks normalnu formu. 


—VxP(x) v 3y Q) = dx P(x) v dy QO) = dx>P(x) v Ix Qx) = 
= dr (>P(x) v Q(x)) 


Primjer: Transformirati izraz VxP(x) > ~(VxQx)v3xR(x)) u preneks 
normalnu formu. 


VxP(x) > —(VxQQ) v2xR(x)) = (Yx PŒ) V Yx O(x) v xR) = 
= I(VxP(x)) v a(x QA) A (dx R(x))) = 
= ZxP(x)v Axa) AVx=R(x)) = SxeP(x)v (dr>Qx)AVy=R()) = 
= xP) v 2x(3Q09) AVyaR(y)) = xP) v aR) AVy>R()) = 
= 1x Yy (IP(x) v (>BQ0O)A=R()) 


Primjer : Transformirati izraz Vx2y P(x, y) v 3xVy Q(x, y) u preneks normalnu 
formu. 


Vx 3y P, y) v dx Vy Qx, y) = Vx 3y P, y) v dy Yz QQ, z) = 
= Vx (dy P(x, y) v dy Vz QQ, z)) = Vx ly Phx, y) v Yz QQ, z)) = 
= Vx Jy Vz (Pk, y) v QO, z)) 
Primjer: Svesti izraz predikatske logike kojim se u matematičkoj analizi 
definira pojam neprekidne funkcije na ekvivalentnu preneks normalnu formu 


(zadržavajući pri tome vulgarnu notaciju). 


U jednom od ranijih primjera smo vidjeli da se za funkciju f kaže da je 


neprekidna u tački a ako vrijedi 


(ve>0 E8> 0)(|x—a|X8 >| fŒ -fa)|<8) 


Preostaje, dakle, da ovaj izraz svedemo na preneks normalnu formu: 
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(ve>0)(48>0)([x-a]<8>|/(9)-/(d)|<€) = 
=(ve>0)38(8>0)A([x-al<6>|fQ)-f(a)|<€) = 
= Ve(€>0)>38(8>0)A(|x-a]<6>1/f(0)—f(a)|<€)) = 
= Ve38(£>0)>(5>0)A(1x-a]<5>|f(00)-f(a)|<£)) 


4.9 Pozitivni test za valjanost izraza 


Sada ćemo u osnovnim crtama izložiti ideje na kojima se zasniva univerzalni 
test kojim se u konačno mnogo koraka može utvrditi valjanost izraza, pod 
uvjetom da on zaista jeste valjan. Zapravo, ovdje će biti izložen test za 
kontradiktornost izraza. S obzirom da je izraz valjan ako i samo ako je njegova 
negacija kontradiktorna, isti test se može primijeniti i na testiranje valjanosti. 
Ovaj test je naročito praktičan za testiranje valjanosti implikacija, jer je veoma 
lako pokazati da je implikacija A; ^ A24 ... ^ A, > B valjana ako i samo ako je 
izraz A; A ASA... A A, A SB kontradiktoran. 


Postoji mnogo načina da se testira valjanost odnosno kontradiktornost nekog 
izraza. Na primjer, postoji teorema koja tvrdi da je izraz valjan ako i samo ako se 
može u konačno mnogo primjena konačno mnogo pravila izvođenja izvesti iz 
konačno mnogo elementarnih početnih izraza (ta pravila izvođenja i elementarne 
početne izraze nećemo navoditi). Stoga je, barem teoretski, moguće grubom 
silom postupno kombinirati sve više i više početnih izraza i pravila izvođenja 
(naravno, pravila je moguće iskoristiti po volji mnogo puta), te ako je izraz 
valjan, prije ili kasnije ćemo izvesti i njega. Međutim, ovo je vrlo neefikasan 
postupak, jer je potreban ogroman broj koraka da se izvedu čak i posve 
jednostavni izrazi. Ovdje ćemo prikazati mnogo efikasniji postupak, koji doduše 
nećemo izložiti u strogoj formi algoritma, ali će ipak biti dovoljno jasno o 
kakvom je postupku riječ. 


Neka je dat izraz predikatske logike u konjunktivnoj formi, tj. izraz oblika 
HARA. AF, gdje su F; i = 1..n također izrazi predikatske logike (koje ćemo 
zvati klauze). Pri tome ćemo pretpostaviti da su sve klauze u preneks normalnoj 
formi, što je uvijek moguće postići. Neka je dalje potrebno pokazati da je taj 
izraz kontradiktoran. Da bismo to postigli, kreiramo tzv. izvodni popis (engl. 
derivation list) iz datog izraza. Svaki element popisa može biti ili neka klauza, ili 
izraz izveden iz prethodnih elemenata popisa pomoću postupaka koji se nazivaju 
univerzalna instantacija (UI) i egzistencijalna instantacija (ED, koje ćemo 
uskoro objasniti, ili izraz koji je logička posljedica nekih prethodnih elemenata 
popisa koji više ne sadrže promjenljive, dobijena na osnovu tautologija logike 
iskaza (strogo uzevši, primjena tautologija logike iskaza nije neophodna, ali 
može znatno pojednostaviti postupak). Postupak se ponavlja dok se u popisu 
eventualno ne pojavi skupina izraza bez promjenljivih koja je očigledno 
kontradiktorna, odnosno čija je konjunkcija identički netačna (što se može 
provjeriti koristeći logiku iskaza). Takva skupina naziva se odbijenica (engl. 
refutation) datog izraza. Nalaženje odbijenice predstavlja pouzdan dokaz je da je 
izraz kontradiktoran. 
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Može se dokazati da za svaki kontradiktorni izraz odbijenica garantirano 
postoji i da se ona uvijek može formirati od konačno mnogo izraza (ovo tvrđenje, 
u nešto formalnijem obliku, poznato je kao teorema o kompaktnosti odnosno 
Herbrandova' teorema). Na žalost, ne postoji nikakvo pravilo kojim redom 
primjenjivati postupke kojim se kreira izvodni popis da bismo došli do odbijenice. 
Ipak, u praksi se odbijenica (ukoliko postoji) najčešće pronalazi prilično lako, s 
obzirom da je obično intuitivno jasno šta treba učiniti. Principijelno je moguće 
grubom silom redom generirati i testirati sve duže i duže kombinacije pravila 
izvođenja (recimo, uz pomoć računara). Jasno je da će na taj način, ukoliko 
odbijenica postoji, ona prije ili kasnije biti nađena (s obzirom da odbijenica 
uvijek ima najviše konačno mnogo elemenata). Stoga će takav postupak za svaki 
izraz koji je kontradiktoran garantirano utvrditi njegovu kontradiktornost nakon 
konačno mnogo vremena. Međutim, ukoliko odbijenica ne postoji, tj. ukoliko 
izraz koji se testira nije kontradiktoran, takav postupak nikad neće završiti. 


Ostaje da objasnimo postupke UI i EI. UI postupak se može primijeniti na 
elemente popisa oblika VxP(x) i njegovom primjenom se iz njega izvodi izraz 
P(t), gdje je t ma kakav term koji ne sadrži promjenljive, poput a, f(a) ili 
f(a,g(b,f(b))). Jasno je da se postupkom UI na neki izraz dobija izraz koji je 
njegova logička posljedica, jer ukoliko je izraz Vx P(x) tačan, on sigurno vrijedi 
i ukoliko se umjesto x uvrsti bilo koji term, pod uvjetom da je izvršeno 
uvrštavanje ispravno (u smislu koji smo ranije objasnili), a opisano uvrštavanje 
je svakako ispravno. EI postupak je postupak kojim se iz elementa popisa oblika 
2x P(x) izvodi izraz P(f) gdje je t konstanta koja se ne javlja niti u početnom 
izrazu, niti u jednom prethodnom elementu popisa. Postupkom EI se ne dobija 
logička posljedica izraza na koji je primijenjen, ali ukoliko izraz 3x P(x) nije 
kontradiktoran, tada nije kontradiktoran niti izraz P(t), jer možemo smatrati da je 
t upravo ona vrijednost za koju je izraz P(x) tačan. Uvjet da je t konstanta koja se 
ne javlja niti u početnom izrazu, niti u jednom prethodnom elementu popisa je 
veoma bitan. Na primjer, ukoliko se u samom izrazu javlja konstanta a, ne 
možemo iz izraza dx P(x) izvesti izraz P(a), jer ne možemo tvrditi da je baš taj a 
ona vrijednost za koju je izraz P(x) tačan. 


Od pravila logike iskaza koja se koriste za pojednostavljenje izvodnog 
spiska, naročito je korisno pravilo rezolucije, koje se zasniva na zaključivanju 
tipa AVB,>=BvC FA VC, a o kojem smo govorili pri razmatranju iskazne 
logike. Posebno se često koristi specijalan slučaj ovog pravila za A = L, odnosno 
zaključivanje B,>B v C EC (ovo je zapravo princip modus ponens, jer ga 
možemo zapisati i u obliku B,B > C EC). Pored toga, često se koristi činjenica 
da se iz konjunkcije A A B kao logička posljedica može izvesti bilo izraz A, bilo 
izraz B, odnosno da vrijedi A A B FA iAAB EB. Postupak testiranja valjanosti 
izraza demonstriraćemo na nekoliko primjera. 


I Jacques Herbrand (1908—1931), francuski matematičar. lako je vrlo kratko živio, ostavio je značajan trag u 
matematici. Bavio se matematičkom logikom i teorijom polja klasa. 
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> Primjer: Pokazati valjanost izraza 3x Vy P(x, y) > Vy 3x P(x, y). 


Ovaj izraz je valjan ako i samo ako je izraz dx Vy P(x, y) A —Vy x P(x, y) 
kontradiktoran. Svedemo li drugu njegovu klauzu na preneks normalnu formu, 
dobijamo izraz dxVy P(x, y) A dy Vx—P(x,y). Radi lakšeg snalaženja, uvešćemo 
oznake F,=1xVyP(x,y) i Fn=3yVx—P(x,y), nakon čega možemo formirati 
sljedeći izvodni spisak: 


(1) 3xVyP(x,y) (ŒF) 
(2) dy Vx—P(x,y) (F;) 
(3) VyP(a,y) (El iz (1) uz x>a) 
(4) Vx=P(x,b) (El iz (2) uz y> b) 
(5) P(a,b) (UI iz (3) uz y >b) 
(6) —P(a, b) (UI iz (4) uz x> a) 


Izrazi (5) i (6) formiraju odbijenicu, s obzirom da je P(a, b) A —P(a, b) očigledna 
kontradikcija. Time je dokazana valjanost polaznog izraza. 


> Primjer: Pokazati valjanost izraza Vx Vy P(x, y) > 2x Vy P(x, y). 


Testiranje valjanosti ovog izraza svodi se na testiranje kontradiktornosti 
izraza Vx Vy P(x, y)a dx Vy P(x, y). Nakon svođenja druge klauze na preneks 
normalnu formu, ovaj izraz dobija oblik Yx Vy P(x, y) A Vx dy <P(x, y). Uvedimo 
sada oznake F; = Vx Vy P(x, y) i Fz = Vx Jy —P(x, y), nakon čega imamo: 


(1) VxVyP(x, y) (Œ) 
(2) Vxdy—P(x,y) (F2) 
(3) VyP(a,)y) (Uliz(1)uzx—>a) 
(4) dy—>P(a,)) (Ul iz (2) uzx— a) 
(5) —P(a,b) (EI iz (4)uzy>b) 
(6) P(a,b) (UI iz (3) uz y >b) 


Jasno je da izrazi (5) 1 (6) i u ovom primjeru formiraju odbijenicu, čime je 
dokazana valjanost polaznog izraza. 


> Primjer: Pokazati valjanost izraza Vx P(x,f(x)) > Vx32y P(x, y). 


Testiranje valjanosti ovog izraza svodi se na testiranje kontradiktornosti 
izraza VxP(x,f(x)) A—3Vx3y P(x, y) koji, nakon svođenja druge klauze na preneks 
normalnu formu, dobija oblik Yx P(x,f(x)) A dx Yy —~P(x, y). Uz uvođenje oznaka 
Fi=VxP(x,f(%))iF2=xVy—P(x,y), imamo: 


(1) dx Vy—=P(Qx,)y) (F2) 

(2) Vy=>P(a,y) (El iz (1) uux—a) 
(3) —P(a,/(a)) (UI iz (2) uz y >f (a)) 
(4) VxP(x,/() (F;) 

(5) P(a,f(a)) (Ul iz (4) uzx— a) 
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Očiglednu odbijenicu ovdje formiraju izrazi (3) 1 (5), čime je dokazana valjanost 
polaznog izraza. 


U ovom primjeru je interesantno da smo na jednom mjestu prilikom 
primjene UI postupka izvršili zamjenu promjenljive y sa termom f(a), dok smo u 
prethodnim primjerima pri primjeni UI postupka promjenljive mijenjali isključivo 
sa konstantama. Može se pokazati da su takve jednostavne zamjene dovoljne u 
izrazima koji ne sadrže funkcijske simbole, dok je u izrazima koji sadrže i 
funkcijske simbole često potrebno koristiti složenije zamjene. 


> Primjer: Formalnim postupkom pokazati da je izraz predikatske logike 
Yx dy (PQ) > QO) a vx Iy (R) > RO) > Vx 3y (PO) >RO)) valjan. 


Za testiranje valjanosti ovog izraza, trebamo testirati na kontradiktornost 
izraz Vx Jy (P(x) => QO) Aa Vx dy (O(x) > R(y)) A=Vx3y (P(x) > R(y)) odnosno 
izraz Vx 2y (>P(x) v QO) A Yx Ay mQ) v R(y)) Ax Vy (Pœ) A>R(0O)), u kojem 
smo se, radi lakšeg manipuliranja, oslobodili implikacija. Nakon uvođenja oznaka 
F; = Vx dy (nP(x)vO(y)), Fa = Vx Iy (Ok) VR(y)) i Fs=3xVy(Po)A>R()), 
imamo: 


(1) Vx2y(>P0)vQ0)) (Fi) 

2) Vx2y(>Q()vR0)) (F2) 

(3) dx Yy (PWWA>R0) (F3) 

(4) Vy(P(d)A>R0)) (El iz (3)uzx>a) 
5) 3y Pa) v QO)) (Ul iz (1) uz x—>a) 
(6) —P(a)vQ(b) (El iz (5) uz y >b) 
(7) Iy aR) v RO)) (UL iz (2) uz x—b) 
(8) =Q) v Rc) (Eliz (7) uz y>c) 

(9) _P(d)A>R(c) (Uliz (4) uz y>c) 
(10) >P(a) v R(c) (rezolucija iz (6) i (8)) 


Izrazi (9) i (10) formiraju odbijenicu, jer je —(P(a)A>R(c)) = <P(a) v R(c), 
odnosno izrazi (9) i (10) su negacija jedan drugog. Zapravo, odbijenicu su 
formirali već izrazi (6), (8) 1 (9), ali je primjena pravila rezolucije pomogla da to 
lakše uočimo. Nalaženjem odbijenice dokazali smo valjanost polaznog izraza. 


> Primjer: Pokazati valjanost izraza Vx Vy (P(x, y, fœ, y)) > 3z P(x, y, z)). 


Ovaj izraz nema formu implikacije dva prostija izraza. U svakom slučaju, on 
je valjan ako je njegova negacija kontradiktorna, stoga nađimo njegovu negaciju: 


=x Vy PQ, y, fœ, y)) > dz P, y, z)) = 
= dx 3y ~P, y, f x, y)) > 3z P(x, y, z)) = 
= dx 3y PQ, y, f &, y) Andz P(x, y, z)) = 
= Jx Jy PQ, y, fx, y)) Yz =P(x, y, z)) = 
= dxdy Vz Phx, y,f(x,y)) aPC, y, z)) 
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Ovaj izraz se sastoji od samo jedne klauze, koja se ne da lako predstaviti u 
obliku konjunkcije više klauza. Stoga smo je odmah sveli na preneks normalnu 
formu. To nas, međutim, ne sprečava da potražimo odbijenicu za ovu klauzu: 


(1) axay Vz(P(x,y,f(x,y)) A >P(x,y,2))  (klauza) 

(2) dy vz(P(a,y,f(a,y)A=P(a,y,7)) (Eliz(1)uzx—>a) 

(3) Vz(P(a,b,f(a,b))A—P(a,b,z)) (El iz (2) uz y> b) 

(4) P(a,b,f(a,b))A—P(a,b,f(a,b)) (Ul iz (3) uz z > fa, b)) 


Izraz (4) je očigledna kontradikcija i sam za sebe predstavlja odbijenicu, čime je 
pokazana valjanost polaznog izraza. 


> Primjer: Formalnim postupkom pokazati da je izraz predikatske logike 
Vx (P(x) > R(X) A S(Xx)) A Ir (PX) A O(x)) > dx (Qx) A R(x)) valjan. 


Testiranje ovog izraza na valjanost svodi se na testiranje kontradiktornosti 
izraza Vx (P(x) > R(x) A S(x)) a Ex Px) A O(x)) A dx (Qx) A R(x)), koji se dalje 
svodi na izraz Vx(>P(x) v Rœ) A S(X))) A 2x Pœ) A O(x)) A Yx Qix) VaR(x)) 
nakon oslobađanja od implikacije i svođenja posljednje klauze na preneks 
normalnu formu. Ovaj izraz, kako je prezentiran ovdje, ima tri klauze. Odbijenicu 
je često lakše pronaći ukoliko su klauze jednostavnije, odnosno bolje je imati 
veći broj jednostavnijih klauza nego manji broj komplikovanijih klauza. Stoga 
ćemo transformirati prvu klauzu na sljedeći način, tako da se ona raspadne na 
dvije prostije klauze: 


Vx(=P(x) v RE) A S(x))) = Yx (P) v R(x)) A (>P(x) v S(x))) = 
= Vx(=P(x) vR(x)) A Yx (=>iP(x) v S(x)) 


Nakon ove transformacije, izraz čiju kontradiktornost testiramo dobija oblik 
Vx (Pœ v Rx) A Yx (Pœ) v SQ) A ax (P(x) AO(x))A Vx(nO(x) V=R(x)) koji 
sada ima četiri umjesto tri klauze. Nakon uvođenja oznaka F; = Vx(>P(x)vR(x)), 
F, = Vx (P(x) v S(x)), F,;=1x(P(Xx)AO(x)) i Fi=Vx(>Q0)v=R(x)), dalje je 
moguće nastaviti ovako: 


(1) Vx(>Po) VR) (ŒF) 

2) Yx Pœ) v S(x)) (F2) 

(3) 3x(P(K)AO(x)) (F3) 

(4) Vx(>Q0W)Vv=RA)) (F4) 

(5) P(a)A Qla) (Eliz (3) uz x> a) 

(6) —P(a) v R(a) (Uliz(1)uzx—>a) 

(7) —P(a) v S(a) (Ul iz (2) uzx—>a) 

(8) —Q(a) v—R(a) (UI iz (4) uz x >a) 

(9) P(a) (logička posljedica (5)) 
(10) Q(a) (logička posljedica (5)) 
(11) R(a) (rezolucija iz (6) 1 (9)) 
(12) =R(a) (rezolucija iz (8) 1 (10)) 
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Izrazi (11) i (12) formiraju očiglednu odbijenicu. Zapravo, odbijenicu su 
formirali već izrazi (5), (6), (7) 1 (8), ali to nije tako lako uočiti. Nalaženjem 
odbijenice dokazali smo valjanost polaznog izraza. Kao vježbu, provedite 
postupak testiranja valjanosti bez prethodnog razbijanja prve klauze na dvije 
manje klauze. 


> Primjer: Pokazati da iz hipoteza “Neki studenti vole sve dobre profesore" i 
“Niti jedan student ne voli članove uprave fakulteta" slijedi zaključak “Niti 
jedan član uprave fakulteta nije dobar profesor". 


U razmatranjima koja smo proveli ranije, već smo pokazali da se pomenuto 
rezonovanje može iskazati u formi sljedećeg izraza predikatske logike: 


dx (P) A Vy (QO) > S(x, y))) A Yx (PO) > Vy (RO) >S, y))) > 
> Vx(R(x) >=—0Q(x)) 


Valjanost ovog izraza ekvivalentna je kontradiktornosti izraza 


dx (P) A Vy (QO) > S(x, y))) A Yx (PO) > Yy (RO) >S, y))) A 
Aan (R(x) >=—0Q(x)) 


Mada ovaj izraz ima oblik F; ^A F2 ^ F;, niti jedna od klauza F;, F, i F; nije u 
preneks normalnoj formi. Stoga, svedimo ove klauze na preneks normalnu formu: 
F; = xPO) A Vy (O) > SK, y))) = Ix PŒ) A Yy ORO) v S(x, y))) = 
= dx Vy (PX) A RO) V S, y))) 
Fo = Vx(P(x) > Vy (RO) > aSK, y))) = 
= Vx (Pœ) > Yy GRO) v aS (x, y))) = Vx Px) v Vy (RO) v =S (x, y))) = 
= Vx Vy (>P(x) VaR(y) v aS (x, y)) 
F;,;=—Vx (R(x) = —Q(x)) = —Vx R(x) v —Q(x)) = 
=Ix—(GR(x) v=Q(%) = 3x (R(X)AO(x)) 


Potražimo sada odbijenicu za skup klauza F; — Fs: 


(1) dx Vy (POA (>Q0)V S, y))) (ŒF) 

(2) Yy (Pla) A RO) v S(a, y))) (El iz (1) uz x—>a) 

(3) A4x(R(K)AO(x)) (F3) 

(4) R(b)aA Q(b) (El iz (3) uzx—>b) 

(5) P(a)a (>Q(b) v S(a,b)) (UI iz (2) uzy >b) 

(6) Q(b) (logička posljedica (4)) 
(7) —Q(b)v S(a,b) (logička posljedica (5)) 
(8) S(a,b) (rezolucija iz (6) i (7)) 
(9) Va Yy (aP(x) vaR(y) v aSk, y)) (F2) 

(10) Yy (>P(a) v aR) v =>S(a,y)) (UI iz (9) uz x> a) 
(11) =P(a)v=>R(b)v=S(a,b) (Ul iz (10) uz y> b) 
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(12) =P(a)v=R(b) (rezolucija iz (8) 1(11)) 


(13) R(b) (logička posljedica (4)) 
(14) —P(a) (rezolucija iz (12) i (13)) 
(15) P(a) (logička posljedica (5)) 


Izrazi (14) i (15) su međusobno kontradiktorni, stoga formiraju traženu 
odbijenicu (zapravo, međusobno su kontradiktorni već izrazi (4), (5) i (11), samo 
što se to ne vidi odmah). Time je pokazana valjanost polaznog izraza. 


> Primjer: Testirati izraz dxVy (PO) x=y) 3 Vx Vy ((P(x) Aa PO) 3x=y) 
na valjanost. 


U ovom primjeru je interesantno što se koristi relacija jednakosti, odnosno 
radi se o izrazu predikatske logike prvog reda sa jednakošću. Ovaj izraz je valjan 
ako i samo ako je izraz 1xVy (PO) &x=y)A=VxVy (Pœ) a PO) >x=y) 
kontradiktoran. Ukoliko sada u drugoj klauzi izvršimo oslobađanje od implikacije 
i svođenje na preneks normalnu formu, razmatrani izraz svodi se na oblik 
1xVy (PO) &x=y)Adrxay (PRAPOA=(x=y). Pored toga, mogli bi se 
osloboditi ekvivalencije iz prve klauze, ali to nećemo činiti, jer će postupak biti 
jednostavniji ukoliko to ne učinimo. Uz oznake F,=3xvy (PO) &x=y) i 
Fo=x32y (P(x) A P(y) A <3(x=y)), postupak dalje teče ovako: 


(1) dxVy (PO) x=y) (ŒF) 

2) axdy(P(x)AP(y) Aae=y)) (F2) 

(3) vy PO 3 a=y) (Eliz (1) uux—a) 

(4) 2y(P(D)APO)A=(b=y)) (El iz (2) uux—b) 

(5) P(b)A P(c)A=(b=c) (El iz (4) uz x> c) 

(6) P(b)&a=b (UI iz (3) uz y >b) 

(7) Pe) Đa=c (UI iz (3)uzy>c) 

(8) (a=b)A(a=c)A=(b=c) (log. posljedica (5), (6) i (7)) 


Izraz (8) formira odbijenicu, s obzirom da protivrječi osobini tranzitivnosti 
relacije jednakosti (naravno, odbijenicu su formirali već izrazi (5), (6) i (7)). 
Time je pokazana valjanost polaznog izraza. 


Ovim je u osnovnim crtama izložen postupak testiranja izraza predikatske 
logike prvog reda na valjanost odnosno kontradiktornost. Opisani postupak se 
može strogo šablonizirati, tako da sigurno pronalazi odbijenicu za svaki 
kontradiktoran izraz nakon konačno mnogo koraka, ali bi izlaganje takvog 
postupka zahtijevalo mnogo tehničkih detalja i oduzelo mnogo prostora. 


U praksi se koriste i drugi metodi za testiranje na valjanost odnosno 
kontradiktornost. Jedan od poznatih metoda zasniva se na generalizaciji pravila 
rezolucije na predikatsku logiku, ali je za njegovo izlaganje neophodno uvesti 
gomilu novih pojmova, kao što su Skolemova' standardna forma, supstitucija, 


! Thoralf Skolem (1887-1963), norveški matematičar. Bavio se matematičkom logikom i teorijom skupova. 
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kompozicija supstitucija, unifikacija, najopćenitiji unifikator, itd. u šta ovdje 
ne možemo ulaziti. U suštini, radi se o "prerušenoj verziji? ovdje opisanog 
metoda, odnosno metodu koji mu je praktično ekvivalentan, samo što je nešto 
jednostavniji za šablonizaciju, odnosno za implementaciju na računaru. S druge 


no: 


4.10 Predikatska logika drugog reda 


Izrazi predikatske logike prvog reda imaju veoma veliku izražajnu moć, ali 
ne i dovoljnu. Recimo, postoji veliki broj veoma značajnih i naoko jednostavnih 
matematičkih tvrđenja koja se ne mogu iskazati izrazima predikatske logike 
prvog reda. Pored toga, pokazano je da se uz pomoć predikatske logike prvog 
reda mogu formalno opisati samo oni problemi za koje postoji algoritam čije je 
vrijeme izvršavanja polinomska funkcija od veličine problema, a mnogi problemi 
kompjuterskih nauka nisu takvi. Stoga su prirodno vršeni pokušaji da se izražajna 
moć predikatske logike prvog reda poveća. Jedan od takvih pokušaja je i 
predikatska logika drugog reda. 


Da bismo uvidjeli ograničenu moć izražavanja predikatske logike prvog 
reda, uzmimo kao primjer princip matematičke indukcije, koji opisno možemo 
iskazati kao “svako svojstvo koje vrijedi za nulu i za koje iz pretpostavke da ono 
vrijedi za neki proizvoljan prirodan broj n slijedi da ono vrijedi i za njegovog 
sljedbenika m’, vrijedi za sve prirodne brojeve“. Uzmemo li skup prirodnih 
brojeva za domen interpretacije, prirodan pokušaj da zapišemo ovaj princip 
korištenjem jezika predikatske logike glasi 


VP (P(0) A Yn (P(n) > PY >Yn Pn) 


Ovdje smo sa P označili svojstvo o kojem se govori. Ovo je zaista korektan 
zapis principa matematičke indukcije, ali ovo nije izraz predikatske logike prvog 
reda. Zaista, u predikatskoj logici prvog reda kvantifikatori mogu djelovati samo 
na promjenljive, a u ovom izrazu smo kvantifikator “V” primijenili na predikat 
(u pokušaju da iskažemo frazu “svako svojstvo“). Detaljnija razmatranja ukazuju 
na to da princip matematičke indukcije uopće nije moguće iskazati isključivo 
korištenjem predikatske logike prvog reda. 


Iustrirajmo potrebu za generalizacijom predikatske logike prvog reda još 
jednim primjerom. Neka želimo konstruisati formulu predikatske logike koja je 
tačna ako i samo ako je domen interpretacije beskonačan skup (takva formula će 
zapravo iskazivati tvrdnju da je domen beskonačan skup). Podsjetimo se da je, 
po Dedekindovoj definiciji beskonačnog skupa, skup beskonačan ukoliko postoji 
bijekcija između njega i nekog njegovog pravog podskupa. Probajmo jezikom 
predikatske logike iskazati egzistenciju takve bijekcije: 


If Vx Yy +y >f Ff0)AIZVA (09 #2) 
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Ovaj zapis je također korektan sa logičkog aspekta, ali se ponovo ne radi o 
izrazu predikatske logike prvog reda, s obzirom da se u njemu kvantifikator “9” 
primjenjuje na funkciju, a ne na promjenljivu. I u ovom primjeru je moguće 
dokazati da jezikom predikatske logike prvog reda uopće nije moguće iskazati 
tvrdnju o beskonačnosti domena (niti o konačnosti domena). 


Prethodna dva primjera ukazuju da bi se izražajnost predikatske logike mogla 
povećati ukoliko bismo dozvolili da kvantifikatori pored promjenljivih mogu 
djelovati i na funkcije i predikate. To je upravo učinjeno u predikatskoj logici 
drugog reda. Preciznije, predikatska logika drugog reda, pored klasičnih 
promjenljivih, funkcijskih simbola i predikatskih simbola, uvodi funkcijske 
promjenljive i predikatske promjenljive. Za razliku od funkcijskih i predikatskih 
simbola, koji uvijek predstavljaju neku konkretnu funkciju odnosno neki konkretan 
predikat (zavisno od izabrane interpretacije), funkcijske i predikatske promjenljive 
predstavljaju proizvoljnu funkciju (definiranu nad domenom interpretacije) odnosno 
proizvoljan predikat (definiran nad domenom interpretacije). Pri tome se na 
funkcijske i predikatske promjenljive također mogu primjenjivati kvantifikatori. 
Recimo, u prethodna dva primjera, P odnosno f su predstavljali predikatsku 
odnosno funkcijsku promjenljivu respektivno. 


U mnogim definicijama predikatske logike drugog reda se za kvantifikatore 
dopušta da, umjesto na predikate, djeluju na skupovne promjenljive, za koje se 
predstavlja da mogu predstavljati razne podskupove domena interpretacije (tj. 
njima se formaliziraju konstrukcije poput “Za svaki podskup domena vrijedi ..." 
odnosno “Postoji podskup domena za koji vrijedi ...”). Međutim, takva definicija 
je ekvivalentna sa definicijom u kojoj kvantifikatori djeluju na predikate, s 
obzirom da svaki predikat definira neki podskup domena i, obrnuto, svaki 
podskup domena može se modelirati nekim predikatom koji je tačan samo za 
one elemente domena koji pripadaju tom podskupu. 


Ponekad se u predikatskoj logici drugog reda, radi smanjenja opasnosti od 
nesporazuma, funkcijske odnosno predikatske promjenljive označavaju ponešto 
drugačijim oznakama u odnosu na klasične funkcijske odnosno predikatske 
simbole. Tako se funkcijske promjenljive često označavaju malim slovima poput 
u, V, w itd. (za razliku od slova f, g, h itd. koja su tipično rezervirana za obične 
funkcijske simbole), ili malim grčkim slovima poput Q, W itd. dok se predikatske 
promjenljive često označavaju velikim slovima poput X, Y, Z itd. (za razliku od 
slova P, Q, R itd. koja su tipično rezervirana za obične predikate odnosno malih 
slova x, y, z itd. koja su tipično rezervirana za klasične promjenljive), ili velikim 
grčkim slovima poput II, >, I' itd. S obzirom da ćemo se sa predikatskom 
logikom drugog reda upoznati samo informativno, ovdje nećemo insistirati na 
razdvajanju oznaka za funkcije i funkcijske promjenljive, odnosno predikate i 
predikatske promjenljive. 


Pokažimo na još nekoliko primjera izražajnu razliku između predikatske 


logike prvog i drugog reda. Ukoliko želimo u logici prvog reda iskazati da je 
neka funkcija f identička funkcija, to možemo lako zapisati kao Vx(f(x)=x). 
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Međutim, želimo li iskazati da postoji identička funkcija, ne možemo koristiti 
logiku prvog reda, već moramo koristiti izraz predikatske logike drugog reda 
oblika 3f Vx(f(x)=x). Dalje, u predikatskoj logici prvog reda ne možemo 
iskazati pretpostavku koja tvrdi da svaka dva objekta (iz nekog skupa) posjeduju 
barem neko zajedničko svojstvo, dok takvu pretpostavku lako iskazujemo u 
predikatskoj logici drugog reda izrazom poput VxVy3P(P(x)AP(y)). Još jedan 
karakterističan primjer je poznata Leibnizova’ definicija jednakosti po kojoj su 
dva objekta x i y jednaki ako i samo ako svako svojstvo koje posjeduje objekat x 
posjeduje i objekat y (tako da nema načina na koji bi ih mogli razlikovati). Ovu 
definiciju je nemoguće iskazati jezikom predikatske logike prvog reda, ali ju je 
posve lako iskazati jezikom predikatske logike drugog reda u vidu izraza 
(x=y) > VP (P(x) P(y)). U logici prvog reda sve što možemo reći o tome je 
to da ukoliko su dva objekta jednaka, tada za neko konkretno svojstvo P ili ga 
oba posjeduju, ili ga oba ne posjeduju, odnosno izreći izraz predikatske logike 
prvog reda poput (x = y) > (P(x) > P()). 


Predikatska logika prvog reda nije u stanju čak ni da napravi razliku između 
prebrojivih i neprebrojivih (odnosno diskretnih i nediskretnih) skupova. Naime, 
za svaku zadovoljivu formulu predikatske logike prvog reda koja je tačna u 
nekoj interpretaciji sa neprebrojivim domenom, postoji i interpretacija sa 
prebrojivim domenom u kojoj je ona također tačna (ovo tvrđenje je poznato kao 
Skolem-L&wenheimova" teorema). Stoga jezikom predikatske logike prvog reda 
nije moguće iskazati tvrdnju da je domen interpretacije prebrojiv odnosno da 
nije prebrojiv. Međutim, postoji mnogo načina da se to iskaže jezikom 
predikatske logike drugog reda. Jedan od načina da se to iskaže je sljedeći. Lako 
se uviđa da je u svakom prebrojivom skupu moguće iskazati neku verziju 
principa matematičke indukcije, tj. uvijek možemo naći neki element analogan 
elementu 0 u skupu prirodnih brojeva sa nulom (označimo taj element sa z) i 
neku funkciju analognu funkciji “sljedbenik od" u skupu prirodnih brojeva 
(označimo tu funkciju sa s), takvu da vrijedi princip analogan principu 
matematičke indukcije u skupu prirodnih brojeva. Iskažimo jezikom predikatske 
logike drugog reda tvrdnju da takav element z i takva funkcija s postoje: 


4235 YP E) A Yn (P(n) > P(s(n))) > Yn P(n)) 


S obzirom na gore provedeno razmatranje, ovaj izraz je tačan u svakoj 
interpretaciji čiji je domen prebrojiv skup. S druge strane, niti u jednom skupu 
koji nije prebrojiv nije moguće uspostaviti nikakvu direktnu analogiju principa 
matematičke indukcije, tako da navedeni izraz ne može biti tačan ni u kakvoj 
interpretaciji sa neprebrojivim domenom. Dakle, navedeni izraz je tačan u onim i 
samo onim interpretacijama sa prebrojivim domenom, te se može smatrati 
zapisom tvrdnje da je domen interpretacije prebrojiv skup. 


! Gottfried Leibniz (1646-1716), njemački matematičar i filozof. Dao temelje infinitezimalnom računu, bavio 
se fizikom i tehnikom, te promovirao ideje racionalizma. 


HM Leopold Lowenheim (1878—1957), njemački matematičar. Bavio se matematičkom logikom. 
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Iako je logika drugog reda mnogo izražajnija od logike prvog reda, postoje 
ozbiljni problemi vezani za njenu primjenu. Na prvom mjestu, ispitivanje 
valjanosti, kontradiktornosti i zadovoljivosti izraza logike drugog reda je veoma 
težak problem, i u općem slučaju nije uopće rješiv. Moguće je dokazati da u 
logici drugog reda ne postoji niti efektivan pozitivan test niti efektivan negativan 
test za ma koje od ova tri svojstva (valjanost, kontradiktornost i zadovoljivost). 
Recimo, pokazuje se se za svaki izraz predikatske logike drugog reda može 
konstruisati izraz predikatske logike prvog reda koji je zadovoljiv ako i samo ako 
je polazni izraz predikatske logike drugog reda valjan. Stoga bi se svaki 
efektivan pozitivan test za valjanost izraza predikatske logike drugog reda mogao 
lako transformirati u efektivan pozitivan test za zadovoljivost izraza predikatske 
logike prvog reda, a već smo rekli da takav test ne postoji. Čak je i ispitivanje 
tačnosti jednog partikularnog izraza predikatske logike drugog reda pri jednoj 
partikularnoj interpretaciji često povezano sa brojnim teškoćama, pa čak i 
kontraverzama. Recimo, u predikatskoj logici drugog reda je moguće formirati 
izraz koji je tačan ako i samo ako vrijedi hipoteza kontinuuma, a već smo ranije 
naglasili koliko je to kontradiktorno pitanje (da bismo iskazali takvu tvrdnju, 
dovoljno je iskazati egzistenciju bijektivne funkcije čiji je domen neki skup 
kardinalnog broja X 1, a kodomen skup R). 


Jedan od razloga zbog čega za predikatsku logiku drugog reda nije moguće 
formirati test sličan onom koji je prezentiran za predikatsku logiku prvog reda 
leži u činjenici da za predikatsku logiku drugog reda ne važi teorema o 
kompaktnosti (odnosno Herbrandova teorema), tako da odbijenice, čak i kada 
postoje, ne moraju nužno imati konačno mnogo članova, a jasno je da je 
odbijenice sa beskonačno mnogo članova nemoguće generirati u konačnom 
vremenu. Interesantno je da kada bi postojao efektivan pozitivan test za 
testiranje valjanosti izraza predikatske logike drugog reda, taj test bi se lako 
mogao iskoristiti za pouzdano dokazivanje odnosno opovrgavanje tačnosti svih 
teorema aritmetike, s obzirom da se čitava aritmetika lako može opisati jezikom 
predikatske logike drugog reda (ali ne i prvog reda, zbog principa matematičke 
indukcije). S obzirom da je ranije dokazano da univerzalan mehanički postupak 
(algoritam) za dokazivanje odnosno opovrgavanje teorema aritmetike ne postoji 
(posljedica čuvene Godelove teoreme o nekompletnosti aritmetike), to je još 
jedan dokaz činjenice da ne postoji efektivan pozitivan test za testiranje 
valjanosti izraza predikatske logike drugog reda. 


Predikatska logika drugog reda je problematična i zbog toga što mnoge 
poznate i važne teoreme koje vrijede za predikatsku logiku prvog reda više ne 
vrijede u predikatskoj logici drugog reda. Na neki način, možemo reći da je 
predikatska logika drugog reda “previše izražajna", u toj mjeri da to postaje 
pomalo “opasno". Neki logičari, kao što je recimo Quine, tvrde da predikatska 
logika drugog reda “uopće nije logika". Njegov argument je sljedeći. Logika bi 
trebalo da bude apstraktna disciplina koja formalizira principe ispravnog 
zaključivanja, ne govoreći pri tome ni o čemu određenom. Posebno, logika se ne 
bi trebala oslanjati na postojanje formalno zasnovane teorije skupova (zapravo, 
vrijedi upravo obrnuto — predikatska logika prvog reda tipično se koristi za 
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formalno zasnivanje same teorije skupova). Međutim, predikatska logika drugog 
reda, samim tim što dopušta primjenu kvantifikatora na funkcije 1 predikate (ili, 
alternativno, na podskupove domena), zahtijeva prethodno zasnivanje teorije 
skupova, da bi se preciziralo značenje pojmova poput "funkcija", "predikat nad 
skupom" ili "podskup", Slijedi da za predikatsku logiku drugog reda ne vrijedi 
da ona ne govori "ni o čemu određenom", već o nečemu sasvim određenom: o 
funkcijama i predikatima, odnosno, općenitije, o skupovima. Stoga se ona ne 
uklapa u opći stav po kojem logika ne bi trebala govoriti i o kakvim određenim 
objektima, tako da logika drugog reda više liči na neku vrstu teorije skupova, 
nego na logiku. Mada ovi argumenti nisu posve bez osnova, oni su, po 
mišljenjima mnogih, isuviše radikalni i nisu dovoljni da se predikatska logika 
drugog reda ne bi smatrala logikom. 


Nekada se u logici drugog reda dopušta da funkcije imaju kao svoje 
argumente druge funkcije i predikate, kao i da predikati imaju kao svoje 
argumente druge funkcije i predikate. Recimo, sasvim je smisleno definirati 
predikate poput T i B koji redom znače "biti tranzitivan" i "biti bijektivan", i 
koji, primijenjeni na neki drugi predikat odnosno funkciju, recimo u izrazima 
poput T(P) ili B(f), iskazuju da predikat P predstavlja neku tranzitivnu relaciju, 
odnosno da funkcija f predstavlja neku bijektivnu funkciju. Na taj način se još 
više pojačavaju izražajne mogućnosti logike, ali se isto tako lako stvaraju i nove 
nevolje. Na primjer, moguće je formirati predikat P koji je tačan kada mu 
ponudimo njega samog kao argument, odnosno P(P) = T. Na primjer, definirajmo 
da je neko svojstvo uobičajeno ukoliko ga posjeduje barem nekoliko objekata; 
tada je samo svojstvo “biti uobičajen” uobičajeno, jer postoji barem nekoliko 
uobičajenih svojstava, odnosno svojstvo "uobičajenosti"" posjeduje samo sebe). 
Međutim, odavde se lako izvode paradoksi Russellovog tipa. Recimo, definirajmo 
da je neko svojstvo obično ukoliko ono ne posjeduje samo sebe. Tada, slično kao 
kod Russellovog paradoksa, lako zaključujemo da je svojstvo obično ako i samo 
ako nije obično, što je tipičan paradoks. 


Izlaz iz opisane paradoksalne situacije može se izvesti definiranjem reda 
predikata, tako da predikati prvog reda mogu imati samo obične objekte kao 
argumente, predikati drugog reda mogu imati kao argumente obične objekte i 
predikate prvog reda (ali ne i predikate drugog reda), itd. Ovo vodi ka kreiranju 
logika višeg reda. Logike višeg reda su nekada neophodne, ali uzimajući u obzir 
kakvi problemi postoje već kod logike drugog reda, nije teško naslutiti da se 
povećanjem reda logike drastično povećava i količina problema pri radu sa 
takvom logikom. 
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Zadaci uz Poglavlje 4. 


Pokažite zbog čega izraz dx(P(x) => Q(x) nije korektan zapis tvrdnje “Neki P-ovi su 
Q-ovi” (uz pretpostavku da P(x) i Q(x) predstavljaju zapise činjenica “x je P” i “xje Q”). 


Neka je nad skupom X = (a, b, c, d, e) definiran predikat P(x, y) pomoću sljedeće tablice: 


P(x, y) a b c d e 
a T 
b T 
c T 
d T 
e T T T T T 
a) Napravite tablice istine za predikate O(x) = Yy P(x, y), R(x) = dy P(x, y), SO) = VxP(x, y) 
i T@)=3xP(x, y) u ovisnosti od njihovog argumenta (x odnosno y). 
b) Odredite istinitost svakog od iskaza I; = Vx Yy Px, y), b= 3x Yy P(x, y), z =Yx 3y P(x, y), 


L= 3x 3y PC, y), I5 = Vy Yx P(x, y), 16 = 3y YxP(x, y), 4 = Vy Ix PQ, y) i Is = 3y xP, y). 
c) Da li je tačan iskaz Vx2yP(x,y) J3yYxP(x, y) odnosno l; & lç (misli se za ovako 


definiran predikat P(x, y))? Da li je iskaz ovog oblika tačan za proizvoljan dvomjesni 
predikat P? 


Ponovite analizu iz prethodnog zadatka pod a) i b) za predikat P(x, y) definiran na skupu 
X={1,2,3} pomoću sljedeće tablice: 


P(x, y) 1 2 3 
1 T KD T 
2 i T ii 
3 T oli T 


Kako biste na bosanskom jeziku mogli interpretirati smisao predikata P(x, y) iz prethodnog 
zadatka, odnosno kako bi mogla glasiti rečenica na bosanskom jeziku koja na jednostavan 
način opisuje kada je predikat P(x, y) tačan (postoji više mogućih smislenih interpretacija)? 


Iskažite jezikom predikatske logike rečenicu “Svi muškarci ne varaju svoje žene" (Oprez: 
ne budite brzopleti — u pitanju je jezička “zvrčka"). 


Iskažite jezikom predikatske logike naslov poznatog hita iz 50-tih godina “Everybody 
loves somebody", tj. “svako voli nekoga" (za tu svrhu, uvedite predikat P koji izražava 
relaciju “voljeti nekog”). Zatim promijenite poredak kvantifikatora u dobijenoj formuli i 
pročitajte tako dobijenu formulu na bosanskom jeziku. 


Neka su dati predikati P(x) i Q(x,y) čiji je domen interpretacije skup ljudi, a čija su 
značenja respektivno “x je muško" i “x je roditelj od y". Izrazite sljedeće rečenice jezikom 
predikatske logike prvog reda, bez uvođenja ikakvih novih predikata: 

a) Svaki čovjek ima oca; 

b) Denis nema sina; 

c) Jasna je Denisova kćerka; 

d) Lana i Damir su brat i sestra; 

e) Jasnina majka je Dijana. 


Neka je dat predikat P(x). Formirajte izraz predikatske logike prvog reda koji tvrdi da 
postoje tačno dva objekta (iz domena interpretacije) koji zadovoljavaju svojstvo P(x). 


Neka je dat predikat P(x). Formirajte izraz predikatske logike prvog reda koji tvrdi da 
postoje najviše dva objekta (iz domena interpretacije) koji zadovoljavaju svojstvo P(x). 
Također navedite barem jednu interpretaciju (tj. domen i smisao predikata P) za koju će 
formirani iskaz biti tačan. 
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4.10 


4.12 


4.13 


4.14 


4.15 


4.16 


4.17 


4.18 


4.19 


Neka su dati predikati P(x) 1 O(x). Formirajte izraz predikatske logike prvog reda koji tvrdi 
da postoje najviše dva objekta (iz domena interpretacije) koji zadovoljavaju svojstvo P(x) i 
barem dva objekta koji zadovoljavaju svojstvo O(x). Također navedite barem jednu 
interpretaciju (tj. domen i smisao predikata P i O) za koju će formirani iskaz biti tačan. 


U sljedećim izrazima predikatske logike, za svako pojavljivanje neke od promjenljivih u 
njima utvrdite da li je vezano ili slobodno. Također za svaku od promjenljivih koja se javlja 
u njima utvrdite da li je vezana ili slobodna, te utvrdite od kojih promjenljivih navedeni 
izrazi zavise. 


a) P(x, y) > VxO(x) b) VxP(f(x),y, 2) > PK, x,f(y)) 

c) Yx P(A), y, z) > Pz, x,f(y))) d) Yz PC, y, z) ^ dy O(f(x), z, y) A R(z)) 
e) 3y (VxP( Ax), y, z) > =P(z, x, y)) Ð Vz (P(e), a, y) Ady n0(x, y)) 

D Vx P, y, z) ^a Iy (Qa, z y VR(Z))) g) 3yPO, a, 2) > Vz (Qax, z) AP, b, z)) 


Za svaki od niže navedenih izraza provjerite da li se svaki od izraza y, h(x, y), e(a, y)), 
g(f(a), c) i h(a, f(g(y, z))) može slobodno uvrstiti na mjesto svake od promjenljivih od kojih 
niže navedeni izrazi zavise. Ukoliko može, formirajte izraz koji se dobija nakon obavljenog 
uvrštavanja. Ukoliko ne može, izvršite uvrštavanje uz odgovarajuća preimenovanja tako da 
uvrštavanje bude ispravno. 


a) VyP(x) b) P, y) > VrQ0) 

€) KPW, y, 2) > P, x, fO) d) Vz(P(f(z), a, y) A Vz =Q, z)) 

e) Vz (PQ, y, a) a Yx O(g(z))) A HPO), y, a) > P), z, b) 

D) PO) > Yz PO), 2) h) Yz Px, y, 2) V 3y Q F, z, y) AR(2))) 


Neka je domen interpretacije skup N i neka predikat P(x, y) ima značenje “x je djelilac od 


y”. Objasnite (na bosanskom jeziku) smisao iskaza I; = Vx 3y P(x, y) ib=3yVxP(x,y) te 
utvrdite njihovu istinitost. 


Šta se mijenja po pitanju istinitosti iskaza iz prethodnog zadatka ukoliko se kao domen 
interpretacije uzme skup Z ? 


Neka je domen interpretacije skup N i neka simbol “<” ima klasičnu interpretaciju odnosa 
“biti manji od". Ispitajte tačnost sljedećih iskaza: 


a) Vxdy(x<y) b) dyVx(x<y) 
c) dxVy(x<y) d) dxVy(x<yvx=)) 
e) VxVyVz(x<yvy<z>x<z) 1) VrVvzdy(x<yAy<z) 


Neka je domen interpretacije skup R i neka upotrijebljeni funkcijski i relacijski simboli 
imaju klasičnu interpretaciju uobičajenu u matematici. Ispitajte tačnost sljedećih iskaza: 


a) VxVy(2<y+1) b) Vxly (ih £y+1) 
c) HxVy(XŽ<y+1) d) 3x3y(2<y+l) 
e) Iyvx(Z<y+1) f) o Vy3x(<y+1) 
f) VxVy(2+y=9) g) Vx2y(2+y=9) 
h) IxYy +y =9) i) xI +y =9) 
j) YxYy(@ +y 29) k) YxIy +y 29) 
D IxYya<y>x <y) m) k2ya<y>x<y) 
n) YxYya<y>x <y) o) VrdyQ<y22<y) 
p) IxYy (x <y >x <y’) q) kI (<y> <y) 


Za izraz Vx 3y P(x, y) > 3y P, y) nađite barem jednu interpretaciju pri kojoj je izraz tačan 
i barem jednu interpretaciju pri kojoj je izraz netačan. 


Za izraz Vx (Əy (P(x, y) A P(y,a)) > —P(x, a)) nađite barem jednu interpretaciju pri kojoj je 
izraz tačan i barem jednu interpretaciju pri kojoj je izraz netačan. 


Pokažite da izraz Vx—>P(x,x) A Yx 3y P(x, y) A Vx Yy Yz (P(x, y) AP, z) => P(x,z)) ne može 
biti tačan niti u jednoj interpretaciji sa konačnim domenom, ali da može biti tačan u nekoj 
interpretaciji sa beskonačnim domenom. Nađite makar jednu takvu interpretaciju. 
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Koristeći neku konkretnu interpretaciju, demonststrirajte razliku između (jednomjesnog) 
predikata P(x) v Q(x) i (dvomjesnog) predikata P(x) v Q). 


Pokažite kontraprimjerom da izraz Yx (P(x) VO(x)) > Yx P(x) v Vx Q(x) nije valjan. 


Pokažite da izraz iz prethodnog zadatka nije valjan tako što ćete metodom ekspanzije 
domena konstruisati interpretaciju za koju on nije tačan. 


Pomoću metoda ekspanzije domena, konstruišite najjednostavniju interpretaciju za koju 
izraz Vx dy P(x, y) > 3y VxP(x, y) nije tačan i na taj način zaključite da izraz nije valjan. 


Pokažite kontraprimjerom da izraz Vy dx Yz P(x, y, z) > Jx Vy Yz P(x, y, z) nije valjan. 
Pokažite da vrijedi 3x P(x) > P(y) F x(P(x) 3P(y)) i Vx(P(x) >P0)) Hax P(x) > PO). 


Neka A i B predstavljaju respektivno izraze predikatske logike 3y3z (P(x, y) AO(X, z)) i 
Vzdxdy (P(z, x) =>Q(z, y)). Pokažite da vrijedi A FB ali da ne vrijedi FASB (pronađite 
interpretaciju pri kojoj implikacija A SB nije tačna). 


Neka su A i B proizvoljni izrazi predikatske logike. Pokažite da bez obzira što konstatacije 
A FB i FA> B nisu ekvivalentne, iz konstatacije FA> B slijedi konstatacija A FB (mada 
obrnuto ne vrijedi). 


Pokažite da je izraz dx (P(x, x) A Yy —P(x, y)) kontradiktoran. 
Dokažite De Morganove teoreme za kvantifikatore. 


Za funkciju f kažemo da je ravnomjerno neprekidna na skupu X ako vrijedi 

(ve > 0) (€> 0) (Yx € X) (Vx € X) (k -x| < è > | fæ -f@)|< £) 

Negirajte ovaj izraz, odnosno iskažite jezikom predikatske logike prvog reda kada funkcija 
nije ravnomjerno neprekidna. 


Dokažite da vrijedi Vx Vy P(x, y) = Vy Vx P(x, y) i 3x 3y P(x, y) = 3y 3x P(x, y). 
Dokažite da vrijedi VxP(x) AVxO(x) = Yx Pœ) A O(x)) 1 4xP(x)v 4x O(x) = ax P vO(x)). 


Poznato je da ukoliko su A(x) 1 B neki izrazi predikatske logike koji respektivno zavise 
odnosno ne zavise od x, tada vrijede logičke ekvivalencije Vx A(x) v B = Vx(A(x) VB) i 
VxA(x) AB= Vx(A(x) AB). Međutim, interesantno je da slične formule ne vrijede za 
implikaciju. Pokažite kontraprimjerom da zaista ne vrijedi Vx A(x) >B = Vx(A(x) >B). 


Dokažite da umjesto (netačne) logičke ekvivalencije iz prethodnog zadatka vrijedi pomalo 
neočekivana logička ekvivalencija Vx A(x) > B = dx(A(x) > B). 


Bez obzira što izrazi Vx A(x) SB i Vx (A(x) = B) nisu ekvivalentni, jedan od ova dva 
izraza povlači drugi, odnosno jedna od implikacija (Vx A(x) >B) x(A(x) >B) i 

x(A(x) >B) 3(VxA(x) >B) je valjana, a druga nije. Intuitivnim putem zaključite koja 
je valjana, a koja nije. Obrazložite odgovor. 


Nađite zatvorenje izraza Vx(P(z,x) VO(x, y)) > (ax P(z, x) v Vx Q(x, y)) i prevedite ga u 
preneks normalnu formu. 


Svedite sljedeće izraze na preneks normalnu formu (u svim slučajevima, pokušajte naći 
rješenje sa što je god moguće manje promjenljivih): 

a) —(vx PG) >I QQ, 2) 

b) Vx Vy(HzP(xy,2) A Ez QG, D >32Q02))) 

c) x ay Pe, y) > Eaz) >R) 

d) Vx Pœ) > D (RO) ARO, x))) > 2x (A) A Ay (PO) SRG, y))) 


Neka je domen interpretacije skup ljudi i neka P(x) ima značenje “x je muškarac” dok 
Q(x, y) ima značenje “x je roditelj od y”. Izrazite jezikom predikatske logike prvog reda sa 
jednakošću tvrdnju “svaki čovjek ima tačno jednu majku” i svedite je na preneks normalnu 
formu. 
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Prikažite izraz Yx Yy (P(x, y, f(x, y)) 3 4zP(x, y, 2)) u preneks normalnoj formi, i pokažite 
da se radi o valjanom izrazu. 


Pokažite formalnim putem valjanost sljedećih izraza predikatske logike: 
a) Vx PY SRY) > (Vx P(x) x0(x)) 

b) Vx P) e QA) > (VxP(x) > Vx Q()) 

c) dx Vy Vz P(x, y, z) > Vy dx Yz P(x, y, z) 

d) Yx Pœ > (O(x) A R(x))) A Iy (PO) ASO) > dz (RG) A S(2)) 

e) Vx(P(x) BO(X)) A Yx (Gy PO) AR(x, y)) > az (QC) A R(x, z))) 


Pokažite da su sljedeći izrazi predikatske logike sa jednakošću valjani: 
a) xY PO) & (=y) > IxP() _ 
b) dx P) A Yx Vy (Pœ APO) > E= y) > Ax Vy(P(y) B(x= y)) 


Neka su poznate sljedeće činjenice: 


— Neki građani vole sve dobre političare; 
— Svi direktori javnih ustanova su političari; 
— Niti jedan građanin ne voli direktore javnih ustanova. 


Iz navedenih činjenica slijedi da niti jedan direktor javnih ustanova nije dobar političar. 
Pokažite ispravnost ovog rezonovanja tako što ćete zapisati ovo rezonovanje jezikom 
predikatske logike prvog reda i pokazati da je tako zapisan izraz valjan. 


Neka je poznato da su svi Bosanci ljudi i neka je poznato da niti jedan čovjek nije 
besmrtan. Iz toga slijedi da nije tačno da postoje besmrtni Bosanci (bez obzira na to što se 
pojedinci ponašaju kao da će vječno živjeti). Iskažite ovo rezonovanje jezikom predikatske 
logike prvog reda, a zatim formalno pokažite njegovu valjanost. 


Neka je poznato da je svaki roditelj strpljiv i da svako ko je strpljiv i nesebičan ima veliki 
broj prijatelja. Neka je pored toga poznato da je Jasna nesebična i da je roditelj. Iskažite 
jezikom predikatske logike da iz ovih činjenica slijedi da Jasna ima veliki broj prijatelja, a 
zatim formalnim putem pokažite da ovaj zaključak zaista slijedi iz navedenih činjenica. 


Neka su poznate sljedeće činjenice: 


— Svaki morski pas ulovio je barem jednog mekušca; 

— Svaka velika bijela riba je morski pas; 

— Neke velike bijele ribe žive u dubokoj vodi; 

— Svaki mekušac kojeg je ulovila riba koja živi u dubokoj vodi, nije imao sreće u životu. 


Pokažite formalnim putem da iz navedenih činjenica slijedi zaključak da neki mekušci nisu 
imali sreće u životu. 


Neka je poznato da svi navijači FK Sarajevo vole crvenu boju. Neka je dalje poznato da 
neki navijači FK Sarajevo ne vole niti jednog navijača FK Željezničar. Pokažite formalnim 
putem da odavde slijedi da za svakog navijača FK Željezničar postoji neka osoba koja ga 
ne voli, a koja voli crvenu boju. 


Neka je poznato da svi studenti koji su odabrali diskretnu matematiku kao izborni predmet 
vole neke oblasti matematike. Neka je također poznato da barem jedan student koji je 
odabrao diskretnu matematiku kao izborni predmet nije položio inžinjersku matematiku. 
Pokažite formalnim putem da odavde slijedi da nije istina da svi studenti koji nisu položili 
inžinjersku matematiku ne vole niti jednu oblast matematike. 


Neka je poznato da dežurni oficir pregleda urednost svih osoba koje izlaze iz kasarne a 
nisu viši oficiri. Dalje, neka je poznato da su neke osobe koje su izlazile iz kasarne 
neuredne bile pregledane isključivo od neurednih osoba. Konačno, neka je poznato da niti 
jedan viši oficir nije neuredan. Pokažite formalnim putem da iz ovih činjenica slijedi da su 
neki dežurni oficiri neuredni. 
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Neka je poznato da su sve Sarajlije Bosanci. Neka je dalje poznato da neki Bosanci vole 
sve vrste pita. Zapišite jezikom predikatske logike tvrđenje da iz ovoga slijedi da postoje 
Sarajlije koji vole neke vrste pita. Obrazložite zašto se u ovom slučaju ne radi o ispravnom 
zaključivanju. 

Kako bi trebao glasiti ispravan zaključak koji slijedi iz činjenica navedenih u prethodnom 
zadatku? Zapišite takvo ispravljeno rezonovanje jezikom predikatske logike i dokažite 
formalnim putem njegovu ispravnost. 


Iskažite jezikom predikatske logike drugog reda tvrdnju “Za svako svojstvo P, ma kakav 


objekat x ili posjeduje ili ne posjeduje svojstvo P” (tzv. princip bivalencije). 


Da li iz činjenice da je izraz predikatske logike prvog reda 3x P(x) A dx —P(x) zadovoljiv 
slijedi da je izraz predikatske logike drugog reda IP (ax P(x) a dx—P(x) valjan? Odgovor 
mora biti obrazložen. 


Neka je P(x, y) proizvoljan predikat. Definirajmo novi predikat P*(x, y) pomoću formule 

predikatske logike drugog reda P'(x, Y) = VQ (Q(x) A VZVu (Q(z) A P(z, u) BO(u)) => Q). 

a) Pokažite da su izrazi P*(x, x), P(x, y)=> P'(x, yi P'(x, y) AP, z)>P(x,2) valjani. 

b) Ukoliko predikat P(x, y) ima smisao “x je dijete od y", šta je smisao predikata P"(x, y)? 

c) Šta je, generalno posmatrano, smisao predikata P'(x, y), odnosno kakva je njegova veza 
sa predikatom P(x, y)? 


Pokažite da je izraz predikatske logike prvog reda VxVyVz(P(x, y) AP(y,z2) 3P(x, z)) 
logička posljedica sljedećeg izraza predikatske logike drugog reda: 


Q Yz (Vy (PO, 2) 3(Vx (P(x, y) > O(x)) > RO) >Vy (PO, 2) > Q0))) 


Uz pretpostavku da je domen interpretacije skup R, iskažite jezikom predikatske logike 
drugog reda da svaki neprazan i ograničen podskup skupa realnih brojeva ima supremum. 


Formirajte izraz predikatske logike drugog reda koji je tačan ako i samo ako je domen 
interpretacije konačan skup. Uputa: koristite osobinu da je skup X konačan ako i samo ako 
je svaka sirjektivna funkcija iz X na X ujedno i injektivna. 


Formirajte izraz predikatske logike drugog reda koji je tačan ako i samo ako je domen 
interpretacije beskonačan, ali prebrojiv skup. 


Dokažite da ne postoji izraz predikatske logike prvog reda koji je tačan ako i samo ako je 
domen interpretacije konačan skup. 


Neka je A proizvoljan zatvoreni izraz predikatske logike koji ne sadrži simbol “=”. Neka je 
B izraz koji se dobija iz izraza A zamjenom svih konstanti koje se javljaju u A sa novim 
promjenljivim koje se nisu nalazile u izrazu A. Neka je C izraz predikatske logike drugog 
reda koji se dobija tako što se na početak izraza B dodaju egzistencijalni kvantifikatori koji 
tvrde da postoje takve funkcije i predikati koji se javljaju kao funkcijski i predikatski 
simboli u izrazu A i takve vrijednosti novouvedenih promjenljivih u izrazu B za koje je 
izraz B tačan. Konačno, neka je D izraz predikatske logike drugog reda koji je tačan ako i 
samo ako je domen interpretacije beskonačan, ali prebrojiv skup (postojanje takvog izraza 
demonstrira Zadatak 4.57). 
a) Pokažite da je izraz predikatske logike drugog reda D= C valjan ako i samo ako je 
polazni izraz A predikatske logike prvog reda zadovoljiv. 
b) Na osnovu rezultata pod a) zaključite da ne postoji efektivan pozitivni test za valjanost 
izraza predikatske logike drugog reda. 


217 


5. Uvod u elementarnu teoriju brojeva 
5.1 Djeljivost i kriteriji djeljivosti 


Teorija brojeva je grana diskretne matematike koja pretežno proučava 
svojstva cijelih brojeva. Iznimno, teorija brojeva ponekad proučava i svojstva 
drugih tipova brojeva, recimo racionalnih, realnih i kompleksnih, ali samo ona 
svojstva koja u osnovi ovise o svojstvima cijelih brojeva. Teoriju brojeva 
možemo podijeliti na elementarnu teoriju brojeva, koja ne zahtijeva upotrebu 
matematičke analize niti apstraktne algebre, te analitičku teoriju brojeva i 
algebarsku teoriju brojeva koje zahtijevaju upotrebu znatno složenijeg 
matematičkog aparata (posebno teoriju funkcija kompleksne promjenljive). 
Interesantno je da je teorija brojeva prvobitno zamišljena kao grana "čiste 
matematike", odnosno kao disciplina za koju se vjerovalo da nema nikakve 
primjene izvan same matematike (svojevremeno je G. Hardy' izjavio kako je 
sretan što je barem teorija brojeva ostala u sferi čiste matematike). Međutim, 
razvojem računarskih nauka, teorija brojeva se naprotiv pokazala kao jedna od 


i sigurnosti komunikacije (tako da bi danas G. Hardy vjerovatno bio nesretan). 


Osnovni pojam elementarne teorije brojeva je djeljivost. Stoga ćemo se 
ukratko podsjetiti osnovnih definicija vezanih za djeljivost. Za cijeli broj b 
kažemo da je djeljiv cijelim brojem a bez ostatka ako postoji cijeli broj q takav 
da je qa = b. Pri tome je a djelilac od b, a q je komplementarni djelilac od a. 
Također, kažemo da je b sadržilac od a. Svojstvo “a je djelilac od b” zapisujemo 
kao a|b, dok svojstvo “a nije djelilac od b” zapisujemo kao alb. Odnos 
djeljivosti predstavlja binarnu relaciju u Z, i to jednu od najvažnijih binarnih 
relacija uopće. Relacija djeljivosti posjeduje sljedeće značajne osobine: 


Za svaki ae Z vrijedi 1|a,a|a i a|0; 
Ako je a|b, tada je (-a)|bia|(-b); 
Iza|bibla slijedi a=b ili a =—b; 
Iza|1 slijedi a=1 ili a=-1; 

Iz a|b i b+0 slijedi |a| = |b|; 

Iz a|b slijedi a|kb za sve ke Z; 
Iz a|b slijedi ka|kb za sve ke : 
Iz ka|kb slijedi a|b za sve ke Z\ {0}; 
Iza|bib|c slijedi a|c; 
Iza|bic|d slijedi ac|bd: 
Iza|bial|cslijedia|(kib+k,c) za sve kı, k2€ Z; 
Iza|bia|(b+c) slijedi a |c. 


Često je potrebno utvrditi da li je neki broj (koji može biti jako velik, sa više 
desetina ili stotina cifara) djeljiv nekim drugim (tipično malim) brojem, bez 


l Godfrey Harold Hardy (1877-1947), britanski matematičar. Bavio se teorijom brojeva i matematičkom 
analizom. Veliki broj radova napisao zajedno sa Johnom Edensorom Littlewoodom. 
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obavljanja same operacije dijeljenja. Za tu svrhu služe kriteriji djeljivosti. 
Navešćemo neke od poznatijih kriterija djeljivosti. Neka dekadni zapis broja n 
glasi ax...a241d4 (tj. neka je n = ak; 10"+... +a: 10°+a; -10' + a: 10% pri čemu je 
0<a;<9, i=0..k). Tada vrijede sljedeći kriteriji djeljvosti, iskazani u formi 
logički valjanih ekvivalencija (tautologija): 


2ln> 214% 
3|n<>31(40+d1+42+...+đ,) 
4|n 8 4|aiao 
5ln>514 
6|n & 2layA31(ao+41+2+...+d,) 
7|n & 7|(aza,a0— asa4a3; +0807106—...) 
8ln> 84414 
9|n > 9|(ag+a; Ha, +... +a) 
101n<>a0=0 
11|n & 11 |(ao—a1+a2—...+(-D)'{ ay 
13|n > 13|(a2d140- 45443 + 484106—...) 
37 |n & 37 |(a2d1d0+ asa4a3 + aga7a6 +...) 
101 |n & 101 |(a; a0— azaz + asaş— ...) 
2"In>2"|a,,...4241d9 
5"In<>5"|a,,...4241d9 
10"|n<>a,...024140 = 0 


Uzmimo kao primjer broj 123456789. On je djeljiv sa 9, s obzirom da je 
1+2+3+4+5+6+7+8+9=4519|45, ali ne i sa 7, jer je 123—456+789 = 456 
i 71456. Broj 91619 je djeljiv sa 11, jer je 9-1 +6—1+9=22 i 22|11. Broj 
9994096 je djeljiv sa 16 (2^) jer je 16|4096. 


Iz navedenih kriterija djeljivosti moguće je izvesti i druge kriterije 
djeljivosti, na osnovu činjenice da ukoliko je 1 jedini zajednički djelilac brojeva 
a i b, tada vrijedi (ab)|n ako i samo ako je a|n i b|n. Na primjer, 6|n ako i 
samo ako je 2|n i 3|n (tj. 6|n S 2|nA3|n), što smo već imali. Dalje imamo 
12|n 3 4|nA3|n, itd. 


Za broj r kažemo da predstavlja ostatak pri dijeljenju (engl. modulus) broja 
a sa brojem b ako i samo ako postoji cijeli broj q takav da vrijedi a=bg+ri 
0<r<|b|. Sam broj q nazivamo cijeli dio količnika ili cjelobrojni količnik. 
Ostatak pri dijeljenju broja a sa brojem b obično označavamo sa mod(a, b). 


5.2 Prosti brojevi 
Prirodni brojevi p > 1 koji u skupu prirodnih brojeva za djelioce imaju samo 


lip, nazivaju se prosti brojevi. Ostali prirodni brojevi p > 1 su složeni brojevi 
(pri tome, prirodan broj 1 ne smatra se ni prostim ni složenim). U skupu cijelih 
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brojeva, prosti brojevi i njima suprotni brojevi nazivaju se prim brojevi. Najmanji 
pozitivni djelilac različit od 1 svakog prirodnog broja p? 1 uvijek mora biti prost 
broj. Može se pokazati da je prirodan broj p>1 prost ako i samo ako za 
proizvoljne prirodne brojeve a i b iz p|(ab) slijedi p|a ili p|b. Ova tvrdnja se 
mnogo koristi u teoriji brojeva za dokazivanje raznih drugih svojstava. 


Veoma se lako dokazuje da prostih brojeva ima beskonačno mnogo (ta 
činjenica je bila poznata još Euklidu). Naime, pretpostavimo li da ima konačno 
mnogo prostih brojeva, tada se lako vidi da njihov produkt uvećan za jedan mora 
biti ili prost broj, ili mora imati za djelilac prost broj koji je veći od svih 
pretpostavljenih prostih brojeva. U oba slučaja dobijamo da postoji prost broj 
veći od do tada pretpostavljenih prostih brojeva, što je očita kontradikcija. 


Eratostenovo" sito je najstariji poznati algoritam za nalaženje svih prostih 
brojeva manjih od zadanog prirodnog broja n: 


1. Napišu se svi prirodni brojevi od 1 do n; 
Označi se broj 2 i precrta svaki njegov umnožak (tj. svaki drugi broj koji 
slijedi nakon 2); 

3. Ako je p prvi neprecrtani i neoznačeni broj, označi se broj p i precrtaju svi 
njegovi umnošci (tj. svaki p-ti broj poslije njega); 

4. Korak 3. se ponavlja zasvep< yn ; 

5. Na kraju postupka, prosti brojevi manji od n su svi označeni, a neprecrtani 
brojevi. 


Bez obzira na jednostavnost, Eratostenovo sito je vrlo neefikasan algoritam 
za testiranje da li je neki broj p prost, pogotovo ukoliko je p veoma velik. Za tu 
svrhu postoje mnogo efikasniji ali i znatno složeniji algoritmi. Neke od ideja na 
kojima se zasnivaju takvi algoritmi upoznaćemo kasnije. 


Svaka dva prosta broja koja se razlikuju za 2 nazivaju se blizanci prostih 
brojeva. Neki primjeri blizanaca prostih brojeva su (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), 
(29,31), (41,43), (59,61), (71,73), (101,103), itd. Ukoliko se među četiri 
uzastopna neparna broja nađu tri prosta, kažemo da je to trojka prostih brojeva, 
na primjer (5,7,11), (7,11,13), (11,13, 17), (13, 17, 19), (17, 19,23), (37,41,43), 
itd. Ako se među pet uzastopnih neparnih brojeva nađu četiri prosta, kažemo 
da je to četvorka prostih brojeva, na primjer (5,7,11,13), (11,13,17,19), 
(101, 103, 107, 109), (191, 193, 197, 199), itd. Pretpostavlja se da postoji beskonačno 
mnogo blizanaca, trojki i četvorki prostih brojeva, mada svi dosadašnji pokušaji 
da se napravi makar i najmanji korak ka dokazivanju ili opovrgavanju ove 
tvrdnje nisu urodili plodom, bez obzira na konstantne napore brojnih 
matematičara. Napomenimo da dokazivanje ili opovrgavanje ove tvrdnje nije od 
gotovo nikakvog praktičnog značaja, ali sama činjenica da pokušaji da se dokaže 
ili opovrgne tvrdnja čija formulacija djeluje tako banalno konstantno završavaju 
neuspjehom, stvara veliku frustraciju među matematičarima. 


! Eratosten iz Cirene (ca.276p.n.e.— ca. 195p.n.e.), grčki matematičar, geograf, astronom i pjesnik. Osnivač 
geografije, prvi izmjerio prečnik Zemlje i dokazao da je Zemlja okrugla. 
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Ako je broj 2"— 1 uz ke N N prost broj, broj k također mora biti prost. Brojeve 
M, oblika M,=2"— 1, pri čemu je p prost broj, nazivamo Mersenneovi ' brojevi. 
Ukoliko je neki Mersenneov broj prost, govorimo o Mersenneovom prostom 
broju. Prvih nekoliko vrijednosti p za koje je broj M,=2"—1 Mersenneov prost 
broj glase 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279 itd. Vjeruje se 
da Mersenneovih prostih brojeva također ima beskonačno mnogo. 


Jedan od razloga značaja Mersenneovih brojeva za teoriju brojeva je u tome 
što, za razliku od općih prostih brojeva, za testiranje prostosti Mersenneovih 
brojeva postoji vrlo efikasan algoritam, poznat kao Lucas“-Lehmerov'* test, koji 
se uspješno može koristiti i za enormno velike brojeve. Prema ovom algoritmu, 
za testiranje prostosti ček retka: broja M, generiramo sekvencu brojeva ry 
po pravilu ruj = mod(r 2, M,) uz početni uvjet rı =4. Tada se pokazuje da je 
M, prost ako i samo vrijedi 7,_1=0. Slijedi da ovaj test, za testiranje brojeva 
oblika M,=2"— 1 traži svega p—1 iteracija, odnosno vrijeme koje je ovisno samo 
od eksponenta p, tako da je testiranje prostosti zaista ogromnih brojeva takvog 
oblika moguće izvesti u razumnom vremenu. Stoga Mersenneovi brojevi mogu 
poslužiti za pronalaženje vrlo velikih prostih brojeva, što ima svoj značaj u 
primjenama (posebno u kriptografiji). Tačnije, svi do sada pronađeni "gigantski" 
prosti brojevi spadaju upravo u Mersenneove proste brojeve. U trenutku pisanja 
ovog udžbenika, najveći poznati prosti broj bio je Mersenneov prost broj 
M13112609 = 243112609 _ 1, koji ima 12978189 cifara. 


Drugi razlog za značaj Mersenneovih prostih brojeva je njihova tijesna veza 
sa tzv. savršenim brojevima, koji su privlačili pažnju još starih Grka. To su 
brojevi poput brojeva 6 i 28 koji su jednaki sumi svih svojih djelilaca ne 
računajući same sebe (6=1+2+3,28=1+2+4+7+14). Lako je pokazati da 
ukoliko je 2"—1 Mersenneov prost broj, tada je 2" '(2"—1) savršen broj. Vjeruje 
se da vrijedi i obrnuto, tj. da svi savršeni brojevi moraju imati pomenuti oblik, 
ali to nije do kraja dokazano. Naime, poznato je da ta tvrdnja vrijedi za sve parne 
savršene brojeve, ali do danas nije poznato postoje li uopće neparni savršeni 
brojevi. Do danas ih niko nije pronašao, ali niko nije ni dokazao da oni ne 
postoje. U svakom slučaju, ako uopće postoje neparni savršeni brojevi, oni moraju 
imati preko 300 cifara, jer je provjereno (raznim testiranjima) da takvih brojeva 
među brojevima sa manje od 300 cifara nema. 


Ako je broj 2*+1 uz ke N prost broj, broj k mora biti stepen broja 2. 
Brojevi F, oblika F,,= 2+luzne NU(0) nazivaju se Fermatovi brojevi. Ovi 
brojevi imaju veliku primjenu u algoritmima za generiranje pseudoslučajnih 
brojeva u računarstvu. Ukoliko je neki Fermatov broj prost, tada govorimo o 
Fermatovom prostom broju. Prvih pet Fermatovih brojeva (za n=0, 1, 2,3, 4) 
glase redom Fo=3, Fi =5, F= 17, F; =257 i F,=65537 i svi su prosti. Fermat je 


! Marin Mersenne (1588—1648), francuski teolog, matematičar, filozof i muzikolog. Bavio se akustikom, te 
teološkim pitanjima. 

? Edouard Lucas (1842-1891), francuski matematičar. Bavio se teorijom brojeva i rekreativnom matematikom. 

* Derrick Henry Lehmer (1905-1991), američki matematičar. Bavio se teorijom brojeva, te izradom prvih 
računara. 
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vjerovao da su svi Fermatovi brojevi prosti, ali već sljedeći Fermatov broj 
F; = 4294967297 nije prost (djeljiv je sa 641). Ironično je da Fermat nije uspio 
primijetiti da broj Fs nije prost, s obzirom da se složenost ovog broja može lako 
pokazati pomoću njegove vlastite teoreme, poznate kao mala Fermatova teorema, 
bez ikakve potrebe za eventualnom faktorizacijom ovog broja (o ovoj teoremi i 
njenim primjenama govorićemo nešto kasnije). Kako danas stvari stoje, izgleda 
da prvih pet Fermatovih brojeva predstavljaju jedine Fermatove proste brojeve, 
ali ni to nikome nije pošlo za rukom da dokaže ili opovrgne. 


Fermatovi prosti brojevi u tijesnoj su vezi sa mogućnošću konstrukcije 
pravilnih poligona uz upotrebu samo linijara i šestara. Naime, još je Gaussu' 
bilo poznato da se pravilni poligon sa n stranica može konstruisati uz upotrebu 
samo linijara i šestara ako i samo ako se n može napisati u obliku 2" ili u obliku 
2" F;,F;, ...F;,, gdje je m proizvoljan prirodan broj ili 0, a F;,, Fi», ..., F, međusobno 
različiti Fermatovi prosti brojevi. Na primjer, među poligonima sa neparnim 
brojem stranica moguće je konstruisati pravilne poligone sa 3, 5, 15 (3-5) ili 17 
stranica, ali nije moguće konstruisati pravilne poligone sa recimo, 7, 9, 11 ili 13 
stranica. Ukoliko je zaista tačno da postoji svega pet Fermatovih prostih brojeva, 
tada slijedi da postoji svega 2— 1 =31 poligona sa neparnim brojem stranica koji 
se mogu teoretski konstrusati samo uz pomoć linijara i šestara. 


Svaki prirodan broj n> 1 može se predstaviti kao proizvod prostih brojeva, 
pri čemu je ta predstavka jedinstvena do na poredak faktora. Kaže se da n ima 
jedinstvenu rastavu na proste faktore. Na primjer, broj 360 možemo prikazati u 
obliku 360 =2-2-2-3-3-5=2"-3?.5, Analogno se i svi cijeli brojevi osim —1, 
011 mogu predstaviti kao proizvod prim brojeva, jednoznačno do na predznak i 
poredak faktora. Ove činjenice poznate su kao osnovna teorema elementarne 
teorije brojeva (ili osnovna teorema aritmetike). 


Uobičajeno je da se prilikom rastavljanja prirodnog broja na proste faktore 
faktori poredaju po veličini, i da se faktori koji se ponavljaju prikažu kao 
stepeni. Na primjer, 1533312 = 2” -3?- 11°. Ako se svakom prostom broju koji ne 
ulazi u rastavu pridruži eksponent 0, tada je svaki broj jednoznačno određen 
nizom eksponenata u svom rastavu na proste faktore. Na primjer, broj 1533312 
jednoznačno je određen nizom eksponenata (7,2,0,0,3,0,0,...), s obzirom da 
vrijedi 1533312 = 2". 3°- 5°. 7°. 11. 139. 17"... 


Neka su Pi, p2, ..., Pm međusobno različiti prosti brojevi koji ulaze u rastav 
prirodnog broja n poredani u rastući niz i neka 0 označava eksponent prostog 
broja px u rastavu n na proste faktore. Tada se piše 


m 


n= a 
n=| [p 
k=1 


! Carl Friedrich Gauss (1777-1855), njemački matematičar i fizičar. Ostavio značajan doprinos u mnogim 
oblastima matematike i fizike: teoriji brojeva, matematičkoj analizi, diferencijalnoj geometriji, statistici, 
geofizici, elektrostatici, optici i astronomiji. 
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i kaže se da je u pitanju kanonska rastava broja n na proste faktore. Često se 


ovo piše i kao 
n= TI p”? (n) 
peP 
gdje se proizvod računa po svim prostim brojevima p iz skupa prostih brojeva P, 


dok V,(n) označava višestrukost broja p kao djelioca od n. U pitanju je konačan 
proizvod, pošto je samo konačno mnogo eksponenata V,(n) različito od 0. 


Ako je zadan prirodan broj n21 i njegova kanonska rastava na proste 
faktore, onda se svaki pozitivni djelilac f od n može izraziti u obliku 


m 


t=T |n", 05150, k=l.m 
k=1 


Broj svih pozitivnih djelilaca prirodnog broja n obilježava se sa T(n). Lako je 
pokazati da vrijedi: 


un)=T[0+4) 
k=1 


Na primjer, (5040) = T(2'. 2.3 +7) =(4+1)(2+1)(1+1)(1+1) = 60. Iz navedene 
formule slijedi da ukoliko su pı, p2, ..., Px međusobno različiti prosti brojevi, tada 
imamo T( pı p2... pi) = Z. 


Proizvod svih pozitivnih djelilaca prirodnog broja n obilježava se sa II(n) i 
može se izračunati po formuli II(n) =n"""?, Na primjer, TI(20) = 20° = 8000, jer 
je (20) = 6. Specijalno, ukoliko je broj p prost, tada vrijedi II(p") = p"%"V"?, 
Također, ukoliko su Pi, p2, ... Px međusobno različiti prosti brojevi, tada imamo 
daje II(pı p2... Px) = (Pi Pz- Pr)” . 


Zbir svih pozitivnih djelilaca prirodnog broja n obilježava se sa o(n). Može 
se pokazati da se ovaj zbir može izračunati po formuli 


Specijalno, ukoliko je p prost broj, imamo G(p) =p+1. 
5.3 Najveći zajednički djelilac i najmanji zajednički sadržilac 


Za cijele brojeve ai, a2, ..., a, koji nisu svi jednaki 0, najveći broj iz skupa 
njihovih zajedničkih djelilaca zove se njihov najveći zajednički djelilac (engl. 
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Greatest Common Divisor) i obilježava se sa GCD(a;,a2,...,a,) ili, u domaćoj 
literaturi, sa NZD(aı, a2, ...,a,). Dalje, najmanji broj iz skupa njihovih zajedničkih 
pozitivnih sadržilaca zove se njihov najmanji zajednički sadržilac (engl. Least 
Common Multiplier) i obilježava se sa LCM(a;, a2, ..., an) ili, u domaćoj literaturi, 
sa NZS(a1, 2, ..., dn). Za određivanje najvećeg zajedničkog djelioca dovoljno je 
razmatrati samo pozitivne zajedničke djelioce. Ukoliko za neku skupinu brojeva 
di, 2, ...,4, Vrijedi NZD(a,, a2, ...,a,) = 1, tj. ukoliko je njihov najveći zajednički 
djelilac jednak jedinici, kažemo da su ti brojevi uzajamno prosti. 


Ukoliko su poznati kanonski rastavi 


"= 
a; = II»" i) 


peP 


svih brojeva a; i=1..n na proste faktore, tada se vrijednosti NZD(a,, a2, ...,4n) 1 
NZS(a;,d2,..., An) mogu izračunati po formulama 


peP 


Na primjer, imamo 15400 = 2?.57-7.11, 7875 =3%.5%.7 i 3850 =2-5°-7-11, 
odakle neposredno slijedi 


NZD(15400, 7875, 3850) = 5-7 = 175 
NZS(15400, 7875, 3850) = 2%.37.5%.7.11 = 693000 


Opisani metod za nalaženje najvećeg zajedničkog djelioca i najmanjeg 
zajedničkog sadržioca je očigledan, jer neposredno slijedi iz definicije. Pored 
toga, ovaj metod je izuzetno pogodan ukoliko nam je kanonska rastava brojeva 
čiji se najveći zajednički djelilac odnosno najmanji zajednički sadržilac traži 
poznata. S druge strane, ovaj metod je izuzetno neefikasan u slučaju da nam 
kanonske rastave nisu poznate, s obzirom na činjenicu da se kanonska rastava 
većih brojeva na proste faktore u općem slučaju ne može naći na efikasan način. 
Uskoro će biti demonstriran mnogo efikasniji postupak kojim se postiže isti cilj. 


Ukoliko dozvolimo definicije koje se oslanjaju na postojanje brojeva koji 
nisu cijeli, definicije najvećeg zajedničkog djelioca i najmanjeg zajedničkog 
sadržioca mogu se izreći i na sljedeći način: NZD(a,, a2, ..., a,) je najveći broj x 
takav da su svi brojevi a;/x cijeli brojevi, dok je NZS(a,;, a2,..., an) najmanji 
pozitivan broj y takav da su svi brojevi y/a; cijeli. Pošto u ovoj definiciji ne 
postoje nikakva ograničenja prema kojima brojevi a;, a2, ... a, moraju biti cijeli, 
ona se može generalizirati za definiranje najvećeg zajedničkog djelioca i 
najmanjeg zajedničkog sadržioca realnih brojeva. Na primjer, prema ovoj 
definiciji imamo NZD(1/4, 1/6) = 1/12, NZS(1/4, 1/6) = 1/2, NZD(T, 37/2) = 7/2 1 
NZS(T, 37/2) = 31. Ukoliko takvi brojevi x odnosno y ne postoje, uzima se da je 
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NZD(a,, 42, ..., dn) = 0 i NZS(a,, a2, ..., An) = œ. Na primjer, imamo NZD(1,m) =01 
NZS(1,1) = co. Ovakve generalizirane definicije često mogu biti korisne. 


5.4 Euklidov algoritam 


Euklidov algoritam je vrlo star (preko 2000 godina) ali vrlo efikasan metod 
za nalaženje najvećeg zajedničkog djelioca i, indirektno, najmanjeg zajedničkog 
sadržioca. Ovaj metod ne zahtijeva rastavu brojeva na proste faktore, što je 
njegova izrazita prednost u odnosu na prethodno opisani metod. Sve do nedavno 
smatralo se da je Euklidov algoritam najbrži postojeći algoritam za računanje 
najvećeg zajedničkog djelioca, ali su u posljednje vrijeme nađeni nešto složeniji 
i neznatno efikasniji algoritmi za istu namjenu. Bez obzira na sve, Euklidov 
algoritam potpuno zadovoljava većinu potreba. 


Euklidov algoritam zasniva se na lako dokazivoj činjenici da vrijedi 
NZD(a, b) = NZD(b, mod(a, b)). Ovo daje vrlo jednostavan rekurzivni postupak 
za računanje NZD(a, b), koji sigurno završava nakon konačno mnogo koraka, s 
obzirom na činjenicu da je mod(a, b) < b i NZD(a, 0) = a. Na primjer, imamo: 


NZD(210, 76) = NZD(76, mod(210, 76)) = NZD(76, 58) = 
= NZD(58, mod(76, 58)) = NZD(58, 18) = NZD(18, mod(58,18)) = 
= NZD(18,4) = NZD(4, mod(18,4)) = NZD(4, 2) = 
= NZD(2, mod(4, 2)) = NZD(2, 0) = 2 


U suštini, Euklidov algoritam formira iterativni lanac dijeljenja sa ostatkom 
u skladu sa pravilom a; = qui dui +442, O < a;,, < a; UZ početne uvjete ao=a i 
a; =b (ovdje je, zapravo, qi,1 = Lailan] pri čemu Lx] označava cijeli dio broja x, 
i a,2 = mod(a;, a;,1)). Iterativni postupak se nastavlja dok se ne postigne an2 = 0. 
Tada je NZD(a, b) = a. Postupak garantirano završava nakon konačno mnogo 
koraka, s obzirom da brojevi a; za i>2 obrazuju monotono opadajući niz 
brojeva. Tako, za računanje iz prethodnog primjera imamo: 


210=2:76+58 
76 =1:58+18 
58=3.18+4 
18=4-4+2 

4=2:2+0 


Primijetimo da brojevi g; ne igraju nikakvu ulogu u određivanju NZD(a, b). 
Međutim, uskoro ćemo vidjeti da oni imaju značajnu ulogu ukoliko nas ne 
zanima samo NZD(a, b), nego i neke druge stvari koje se dobijaju kao propratni 
efekat Euklidovog algoritma. 


Euklidov algoritam može se koristiti i za nalaženje najvećeg zajedničkog 
djelioca za više od dva broja, s obzirom da važi rekurzivna formula 
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NZD(a,, 42, ...,4,) = NZD(NZD(a,, a2, ..., 4.-1),a,), zan?2 
Na primjer, imamo: 
NZD(1050, 735, 392) = NZD(NZD(1050, 735),392) = NZD(105, 392) = 7 


Pri tome, naravno, vrijednosti NZD(1050, 735) i NZD(105, 392) najpogodnije je 
računati Euklidovim algoritmom. 


Euklidov algoritam se može indirektno koristiti i za nalaženje najmanjeg 
zajedničkog sadržioca. Naime, za nalaženje najmanjeg zajedničkog sadržioca dva 
broja možemo koristiti formulu NZS(a, b) = |a b |/NZD(a, b), koja se, uz pogodnu 
interpretaciju NZD i NZS kao operacija Booleove algebre, može interpretirati 
kao De Morganova teorema za operacije NZD i NZS. Za slučaj najmanjeg 
zajedničkog sadržioca više od dva broja možemo koristiti rekurzivnu formulu 


NZS(a,, 42, ..., dn) = NZS(NZS(a,, a2, ..., 4,1), 4,), zan?2 
Na primjer, u skladu sa navedenim relacijama, imamo: 


NZS(1050, 735, 392) = NZS(NZS(1050, 735), 392) = 
= NZS(1050 + 735 /NZD(1050, 735), 392) = NZS(771750/ 105, 392) = 
= NZS(7350, 392) = 7350 - 392 /NZD(7350, 392) = 2881200/98 = 29400 


Naravno, pri tome za računanje NZD(1050, 735) i NZD(7350, 392) treba koristiti 
Euklidov algoritam. 


Ne smije se brzopleto zaključiti da iz formule NZS(a,b) = |ab|/NZD(a,b) 
po analogiji slijedi formula NZS(a, b,c) = |abc|/NZD(a,b,c). Zaista, za slučaj tri 
argumenta imamo nešto složeniju formulu NZS(a,b,c)=|abc|/NZD(ab,bc,ac), 
dok za opći slučaj n argumenata vrijedi formula 


NZS(a;, 42, ..., An) = | a102... a,|/ NZD(a2 03... An, 4103... An, + A102... An-1) 
pri čemu u svakom od argumenata operacije "NZD" nedostaje po jedan faktor iz 
produkta a; a... a,. Međutim, u praksi je bolje držati se ranije izložene rekurzivne 


formule, s obzirom da posljednja formula za veći broj argumenata zahtijeva rad 
sa veoma velikim brojevima. 


5.5* Fibonaccijevi brojevi i efikasnost Euklidovog algoritma 
Fibonaccijevi! brojevi F,, su važna vrsta brojeva, koji su tijesno vezani sa 


Euklidovim algoritmom. Oni su definirani rekurzivnim pravilom F, = F,_1+F,,2, 
uz početne uvjete F,=1 i F,= 1. Prvih nekoliko Fibonaccijevih brojeva su 1, 1, 


! Leonardo Fibonacci iz Pize (ca. 1170—ca. 1250), italijanski matematičar. Uveo arapske cifre u evropsku 
matematiku. 
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2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 843 itd. Ovi brojevi se pojavljuju 
prilikom modeliranja brojnih problema u gotovo svim oblastima nauke i tehnike. 
Historijski, Fibonacci je na ove brojeve naišao 1202. godine pri rješavanju 
pitanja koliko parova zečeva nakon godinu dana potiče od jednog para zečeva, 
uz pretpostavku da svaki par svakog mjeseca daje po jedan novi par kao potomke, 
koji i sami od drugog mjeseca svog života rađaju potomke. Nije teško ustanoviti 
da je odgovor na ovo pitanje F14 = 377. 


Interesantno je da postoji eksplicitna formula koja izražava n-ti Fibonaccijev 
broj direktno u funkciji od n, mada to nije nimalo očigledno na prvi pogled. Ova 
formula glasi 


£ 1+ 45 jn_ (1= VS yn] _ P- 
P= i > hiz | —_ 


gdje je ọ = (1+4/5 )/2 tzv. konstanta zlatnog presjeka. Ova formula je pomalo 
neobična, s obzirom da se u njoj pojavljuje iracionalan broj 5, mada ona za 
svako prirodnu vrijednost n daje kao rezultat prirodan broj. Dozvolimo li još 
upotrebu operacije Lx] koja daje cijeli dio broja x, ovu formulu je moguće 
neznatno pojednostaviti i pisati u obliku 


neS] 


Korisna je i formula koja izražava F, u vidu konačne sume: 


Također, sume Fibonaccijevih brojeva i njihovih kvadrata mogu se izraziti 
eksplicitno preko njih samih: 


NE =F,-1, X Fe =F, Fp 
k=1 k=1 


Fibonaccijevi brojevi se dovoljno često susreću u brojnim primjenama da je 
korisno znati neke njihove osobine. Jednu od najstarijih poznatih osobina 
Fibonaccijevih brojeva ilustrira formula poznata kao Cassinijev ' identitet: 


Fnsi Fn = Fy = GD” 
Navedimo još neka od značajnijih poznatih svojstava ovih brojeva (pri čemu se 


podrazumijeva da ona vrijede za sve vrijednosti indeksa koji su prirodni brojevi, 
ukoliko nije drugačije rečeno): 


! Giovanni Domenico Cassini (1625-1712), italijanski astronom. Načinio nekoliko značajnih astronomskih 
otkrića. 
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Fnk = Fei Fn + F Fnsi (k>1) 
F, = (-1)' (Fer F,— F,F,) (k<n) 
Fon = Fp, (Fra + FE) = Fp (2 Fri — Fn) 
Fon = Fpa + Fp 
Fon = Fu -Fn 
Fon = F, BE, -3 F, Fr +2F,) 
Fan = F, AF, —6F, Fr +8F,F,1—2F,) 


Eir = Fn (Fr + Fr” Fi T FA F2, +... +F(m-1) n-1) (m > 1) 


Kao posljedicu posljednje formule imamo da je F,,, uvijek djeljivo sa F,, (pa 


samim tim i sa Fm). 


Fibonaccijevi brojevi posjeduju još mnogo značajnih svojstava vezanih za 
djeljivost. Recimo, iz m| k slijedi F,,|Fx, dok iz NZD(m,n) = 1 slijedi F,, F, |F,,,. 
Pored toga, vrijedi i važan identitet NZD(E,,, F,) = F\zpon n), 1Z kojeg, kao njegov 
specijalan slučaj, slijedi jednakost NZD(F,,,, F,) = 1. 


Može se pokazati da je računanje NZD(F,,,,, F,) najgori slučaj za Euklidov 
algoritam, odnosno od svih brojeva istog reda veličine najveći broj koraka u 
Euklidovom algoritmu je potreban upravo za ovo računanje (pri čemu se kao 
rezultat uvijek dobija 1). Recimo, računanje NZD za F;9=551 Fo =34 teče ovako: 


NZD(55, 34) = NZD(34, mod(55, 34)) = NZD(34, 21) = 
= NZD(21, mod(34, 21)) = NZD(21, 13) = NZD(13, mod(21,13)) = 
= NZD(13, 8) = NZD(8, mod(13, 8)) = NZD(8, 5) = NZD(5, mod(8, 5)) = 
= NZD(5,3) = NZD(3, mod(5,3)) = NZD(3, 2) = NZD(2, mod(3, 2)) = 
= NZD(2, 1) = NZD(1, mod(2, 1)) = NZD(1, 0) = 1 


Ovdje primjećujemo da vrijedi mod(F,,,,,F,) = F,_1, što je gotovo očigledno iz 
same definicije Fibonaccijevih brojeva. Prethodno računanje možemo prikazati i 


na sljedeći način: 


55=1-:34+21 

34=1:21+13 

21=1:13+8 
13=1:8+5 
8=1:5+3 
5=1:3+2 
3=1:2+1 
2=2.1+0 


Nije teško vidjeti da računanje NZD(F,,, F,) Euklidovim algoritmom 
zahtijeva tačno n dijeljenja. S obzirom na činjenicu da su parovi susjednih 
Fibonaccijevih brojeva najgori slučaj za Euklidov algoritam, zatim na činjenicu 
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da prirodan broj n ima približno log n cifara, kao i na činjenicu da iz eksplicitne 
formule za F, slijedi da je log F, = n log((1+45)/2) — log V5 = 0.209 n—0.349, 
neposredno slijedi da Euklidov algoritam za nalaženje NZD(p,q) nikada neće 
izvršiti više dijeljenja od peterostrukog broja cifara manjeg od brojeva p i g (ovaj 
zaključak je poznat kao Lamćova teorema). Slijedi da vrijeme izvršavanja 
Euklidovog algoritma linearno zavisi od broja cifara u njegovim ulaznim 
podacima, iz čega je jasno da je riječ o vrlo efikasnom algoritmu. 


Formule koje izražavaju F>,, odnosno F5,, preko F, 1 F,,, mogu se iskoristiti 
za računanje brojeva F, za velike vrijednosti n na znatno efikasniji način nego 
pomoću njihove definicije. Recimo, pretpostavimo li da već imamo izračunate 
vrijednosti F, za male vrijednosti n, recimo za n<10, računanje F36 možemo 
obaviti ovako: 


Fis = Fo(2F,0—Fo) = 34- (2-55-34) = 2584 
Fio = Fio +F = 557+ 34° = 4181 
Fzs = Fig (2Fi9— Fig) = 2584- (2-4181 —2584) = 14930352 


Na taj način, na osnovu poznavanja F, za n <10, vrijednost F36 izračunali 
smo pomoću svega 3 sabiranja i 6 množenja, od čega su dva množenja sa brojem 
2, koja se na računaru izuzetno efikasno realiziraju (zbog korištenja binarnog 
brojnog sistema za interni zapis brojeva). S druge strane, računanje F36 po 
definiciji na osnovu poznatih vrijednosti F,, za n < 10 zahtijevalo bi 26 dodatnih 
sabiranja. Uštede su još veće za veće vrijednosti n. Ilustriranu ideju nije teško 
pretvoriti u formalni algoritam za brzo računanje F, za proizvoljne vrijednosti n. 


Fibonaccijevi brojevi mogu se iskoristiti za konstrukciju interesantnog 
geometrijskog “paradoksa”. Uzmimo kvadrat formata F,X F, i isjecimo ga na dva 
pravougla trougla sa dužinama kateta F,, i F,,2 i dva pravougla trapeza sa dužinom 
osnovice F, i dužinama bočnih stranica F,,; i F,,>. Čini se da se isječeni dijelovi 
mogu savršeno sklopiti tako da formiraju jedan pravougaonik formata F,,; X F,_1. 
Sljedeća slika ilustrira ovu konstrukciju za slučaj n=6, odnosno za kvadrat 
formata 8x 8 (šahovska tabla). Prikazanu “varku” često je demonstrirao poznati 
književnik L. Carroll? kao “dokaz? da je 8-8 = 5-13, odnosno 64 = 65: 


! Gabriel Lamć (1795-1870), francuski matematičar. Najpoznatiji po svom krivolinijskom koordinatnom 
sistemu. 

2 Charles Lutwige Dodgson (1832-1898), britanski književnik i matematičar. Pisao pod pseudonimom Lewis 
Carroll. Njegova književna djela se ubrajaju u klasike književnosti apsurda. 
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Trik je, naravno, u tome što se isječeni komadi ne uklapaju baš tako 
savršeno kako to na slici izgleda. Preciznije, duž dijagonalne linije sastavljenog 
pravougaonika postoje "pukotine" čija je ukupna površina tačno jednaka 
površini jednog kvadratića koji nedostaje. Ovo je vidljivo i iz Cassinijevog 
identiteta Finn Fni—F, = (-1)" za n=6. Zapravo, iz ovog identiteta slijedi da 
ćemo uvijek imati razliku od jednog kvadratića, koja će biti “višak” ili "manjak" 
ovisno od toga da li je n paran ili neparan. Trik postaje efektniji sa porastom n, 
jer za veće vrijednosti n raste dužina dijagonale duž koje se raspoređuje razlika 
od jednog kvadratića, dako da "pukotina" postaje sve neprimjetnija kako sve 
vrijednost n povećava (ona je jedva uočljiva već za n=6). 


5.6 Najveći zajednički djelilac kao linearna kombinacija 


Interesantno je da se vrijednost NZD(a;, a2, ..., a,) može izraziti kao linearna 
kombinacija brojeva a,, a2, ... an, odnosno postoje cijeli brojevi A, A, ..., A, takvi 
da vrijedi NZD(a;, a2, ..., 4,) = Ma; + Ma2 +... + Anan. Ova činjenica ima brojne 
primjene, npr. za rješavanje izvjesnih tipova jednačina, o čemu ćemo govoriti u 
sljedećem odjeljku. Pokažimo prvo da ovo vrijedi za najveći zajednički djelilac 
dva broja. Zaista, iz iterativnog lanca dijeljenja a; = qui aii + 412, O < an2 Kan 
uz početne uvjete ao=a i a=b koji se javlja pri računanju NZD(a, b) slijedi 
di42 = Ai — Qi+1 Ai+1, odnosno: 


a =a- qı aı = 0 a+ßB2b 
(0%=1,B>=—q,) 
d3=d1—qQa= b— q (wa + B2b) = 04+B3b 
(03 =—42 %2, B3= 1—q2B2) 
44 = a2 — q3 43 = (004d+B2b)-q3(034+B3b) = 0,d+B4b 
(04 = 0 — 4304, Ba = B2—q3B3) 
45 = a3 — q4 44 = (oaza +ßB3b)-q, (04a +ßB4b) = 054+B5b 
(05 = Q3 — 4404, Bs= B3— qa Ba) 


Generalno vrijedi: 
ai = AG Gl dG = (AGA + Bib) -qin (Aa + Bab) = 04,24 + Bib 
pri čemu za koeficijente 0; i B; vrijede rekurzivne formule 
02 = %— qini Airi Bin = Bi— diri Biri 


uz početne uvjete 04 = 1, &=0, B,=0 i B;= 1, što nije teško provjeriti. Euklidov 
algoritam terminira kada se postigne a;,, =0, pri čemu je tada NZD(a,b) = au, 
odnosno NZD(a, b) = 04414 +Bu1b, što smo i željeli postići. Primijetimo da nam 
za određivanje tražene linearne kombinacije trebaju i svi količnici g;. U slučaju 
kada se Euklidov algoritam koristi za određivanje reprezentacije najvećeg 
zajedničkog djelioca kao linearne kombinacije brojeva čiji se najveći zajednički 
djelilac traži, govorimo o proširenom Euklidovom algoritmu. 
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> Primjer : Izraziti NZD(150, 105) kao linearnu kombinaciju brojeva 150 i 105. 
U skladu sa opisanim postupkom imamo: 


150=1-105+45 > 45=150-1-:105 
105=2:45+15 > 15=105-2:45=105-2-:(150—1-105)= 3-105—2-150 
45=3-.15+0 


Dakle, NZD(150, 105) = 15 =—2-:150+3-: 105. 


Opisani postupak je lako generalizirati na najveći zajednički djelilac više od 
dva broja, s obzirom da vrijedi: 
NZD(a, 2, ...,4,) = NZD(NZD(d1, 49, ..., An-1), Qn) = 
= ANZD(a;,2,...,dni) + Ban 
pri čemu su ai P koeficijenti kojim se najveći zajednički djelilac dva broja 
NZD(a;,42,..., Gn1) i a, izražava kao njihova linearna kombinacija. Tako se, 


postupnim svođenjem, slučaj za proizvoljno n > 2 na kraju svodi na slučaj n=2, 
koji znamo riješiti. 


> Primjer: Izraziti NZD(150, 105,56) kao linearnu kombinaciju brojeva 150, 
105 156. 


U skladu sa rekurzivnom formulom za najveći zajednički djelilac, imamo 
NZD(150, 105, 56) = NZD(NZD(150, 105), 56) = NZD(15, 56) 


pri čemu smo iskoristili činjenicu da je NZD(150, 105) = 15, što je izračunato u 
prethodnom primjeru. Dalje imamo: 


56=3-15+11 > 11=56-3-15 
15=1-11+4 >4=15-1:11=15-1:(56-3-15)=4:15—1+56 
11= 2:4+3 > 3=11-2-4=(56-3+15)-2-(4+15-1+56)= 3-56—11-+15 
4=1:3+1>1=4-1:3=(4:15-1-:56)-1-(3:56-11+15)=15-15—4-56 
3=3.1+0 


Odavde slijedi NZD(15,56) = 1 = 15-15- 4:56. Konačno imamo 


NZD(150, 105,56) = 1 = 15-15- 4-56 = 15:(-2:150+3-105)—- 4-56 = 
=—30-150+45-:105—4-56 


Ovdje smo iskoristili razvoj 15=—2:150+3:105 koji smo pronašli u 
prethodnom primjeru. 


Treba naglasiti da prikaz najvećeg zajedničkog djelioca niza brojeva kao 
njihove linearne kombinacije nije jedinstven, tako da prošireni Euklidov 
algoritam daje samo jedan od beskonačno mnogo takvih prikaza. Zaista, neka je 
NZD(a,b)=d i neka smo našli jedan prikaz oblika d=aa+pPb, gdje su a i B 
cijeli brojevi. Tada očito vrijedi i prikaz d = (a4+bk/d)a+(P—ak/d)b gdje je k 
proizvoljan cijeli broj, odnosno prikaz d=0ad+B,b, pri čemu su brojevi 
a. =A+bk/d i BL=B-ak/d također cijeli. Na taj način, polazeći od jednog 
prikaza NZD(a, b) kao linearne kombinacije a i b možemo izvesti beskonačno 
mnogo drugih prikaza takve vrste. Može se pokazati da opisani postupak ujedno 
daje i sve moguće prikaze NZD(a, b) kao linearne kombinacije a i 4, odnosno ne 
postoje prikazi koji se ne mogu dobiti na opisani način. Slično razmatranje se 
može provesti i za prikaz najmanjeg zajedničkog djelioca više od dva broja kao 
njihove linearne kombinacije. 


> Primjer: Pronaći sve moguće načine na koje se NZD(150, 105) može izraziti 
kao linearna kombinacija brojeva 150 1 105. 


Ranije smo utvrdili da je NZD(150,105)=15 i 15=-2+150+3-105. Sada, 
polazeći od ovog prikaza, na osnovu prethodnog razmatranja vidimo da također 
vrijedi i prikaz 15 =(-2+105&/15):150+(3—150k/15)-:105, tako da svi mogući 
prikazi NZD(150, 105) kao linearne kombinacije brojeva 150 1 105 glase 


NZD(150, 105) = (-2+7k)+150+(3—10k):105 


pri čemu je k proizvoljan cijeli broj. Recimo, za k=1 dobijamo prikaz oblika 
15=5:150—7-105. 


5.7* Linearne Diofantove jednačine 


Diofantovim' jednačinama nazivamo jednačine oblika f (x1, X2, ...,Xn) = b, pri 
čemu je f polinom čiji su svi koeficijenti cijeli brojevi, dok se rješenja traže 
također u skupu cijelih brojeva. Dakle, riješiti Diofantovu jednačinu znači naći 
sve cijele brojeve takve da vrijedi f(x1, X2, ... Xn) =b, pri čemu je f polinom 
navedenih osobina. Diofantove jednačine veoma se često susreću pri rješavanju 
mnogih problema praktične prirode koje barataju sa objektima koji se ne mogu 
dijeliti na sastavne dijelove, odnosno kod kojih uvijek moramo imati cijeli broj 
primjeraka objekata (npr. komada). 


Stepen Diofantove jednačine je stepen polinoma f u jednačini. Diofantove 
jednačine prvog i drugog reda nazivaju se još i linearne odnosno kvadratne 
Diofantove jednačine. Za linearne i kvadratne Diofantove jednačine poznat je 
postupak njihovog rješavanja, s tim da je postupak za slučaj općih kvadratnih 
Diofantovih jednačina enormno kompliciran i može biti iznimno dugotrajan. 
Pored toga, njihova rješenja mogu biti neočekivano velika. Npr, najmanje 


! Diofant iz Aleksandrije (ca. 200— ca. 284), grčki matematčar. Poznat po svom opsežnom djelu “Arithmetica”. 
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pozitivno rješenje kvadratne Diofantove jednačine x*—991y"=1 dato je kao 
x = 12055735790331359447442538767 i y =379516400906811930638014896080, 
što jasno ukazuje da čak i prilično jednostavne Diofantove jednačine ne 
dopuštaju rješavanje “grubom silom". Za Diofantove jednačine trećeg stepena u 
općem slučaju nije poznat postupak rješavanja (niti je poznato da li takav 
postupak uopće postoji), dok je za Diofantove jednačine četvrtog i višeg stepena 
J. Matijasevič' dokazao da algoritam za njihovo rješavanje u općem slučaju 
uopće ne postoji. Štaviše, ne postoji čak ni algoritam koji bi utvrdio da li takve 
jednačine uopće imaju rješenja ili ne (čime je dat negativan odgovor na tzv. 
Deseti Hilbertov" problem, koji je tragao upravo za takvim algoritmom). 


U nastavku ćemo razmatrati samo linearne Diofantove jednačine, koje se 
rješavaju prilično lako pomoću proširenog Euklidovog algoritm (sam metod 
njihovog rješavanja otkrio je indijski matematičar Brahmagupta? u sedmom 
vijeku). To su jednačine oblika 


ax, ba, XxX+.. da, Xn =b 


pri čemu je ae Z,i=1.n i gdje se zahtijeva da za rješenja također vrijedi 
x€ Z,i=1..n. Linearna Diofantova jednačina nije uvijek rješiva. Naime, lako je 
uvidjeti da je ona rješiva ako i samo ako vrijedi NZD(4a1, a2, ..., dy) | 5. Na primjer, 
Diofantova jednačina 114x+315y= 15 je rješiva, jer je NZD(114,315)=3 i 
3|15. Ako linearna Diofantova jednačina sa n nepoznatih ima makar jedno 
rješenje, ona uvijek ima i beskonačno mnogo rješenja, od kojih se sva mogu 
izraziti kao linearna funkcija n—1 proizvoljnih cjelobrojnih parametara. Ukoliko 
se postavi dodatno ograničenje da rješenja pripadaju nekom podskupu skupa Z 
(npr. skupu prirodnih brojeva), tada uz takva ograničenja linearna Diofantova 
jednačina može imati i konačno mnogo rješenja. 


Razmotrimo prvo postupak rješavanja linearne Diofantove jednačine sa 
dvije nepoznate. Neka je a;x;+a,x,=b takva jednačina, za koju ćemo 
pretpostaviti da je rješiva, tj. da vrijedi NZD(a,, a2) |b. Podijelićemo obje strane 
jednačine sa NZD(a;, a2), čime jednačina postaje a: xı +a? x2= b’, gdje smo uveli 
oznake a = a, /NZD(d1, a), a? = a,// NZD(a,, a2) i b’ = b /NZD(a;, a). Jasno je 
da sada vrijedi NZD(a;,a,) = 1. Sada treba primijeniti prošireni Euklidov 
algoritam da izrazimo NZD(a;',a2') = 1 kao linearnu kombinaciju od ar’ i av’, tj. 
da odredimo A; i A, u razvoju oblika 1 = à1 a1 +22. Kada to učinimo, jedno 
rješenje tražene jednačine dato kao x, = AM; b' i xx = M b’, što se lako provjerava 
neposrednim uvrštavanjem. Sad nije teško dokazati da su sva rješenja tražene 
jednačine data kao xı = xı +tay ixx=x, —tay gdje je t proizvoljan cijeli broj. 


Juri Matijasevič (1947), ruski matematičar. Bavi se diskretnom matematikom i teorijskom kompjuterskom 
naukom. 

David Hilbert (1862-1943), njemački matematičar. Bavio se problemima invarijantnosti i konačnosti, 
teorijom brojeva, funkcionalnom analizom, fizikom i formalizacijom matematike. Poznat po svojoj listi od 
23 neriješena problema koju je predstavio 1900. godine. 

Brahmagupta (598-668), indijski matematičar i astronom. Bavio se geometrijom, teorijom brojeva, algebrom 
i trigonometrijom. 


233 


Zapravo, prethodne formule vrijede ukoliko je par (x;', x,)) bilo koje rješenje 
jednačine, koje ne mora biti dobijeno Euklidovim algoritmom, već može biti 
nađeno npr. pogađanjem. 


> Primjer: Riješiti Diofantovu jednačinu 114x+315y = 6. 


Kako je NZD(114,315) =3 i 316, jednačina je rješiva. Sada dijelimo obje 
strane jednačine sa 3 i dobijamo ekvivalentnu jednačinu 38x+105y=2, pri 
čemu je NZD(38, 105) = 1. Primijenimo sada prošireni Euklidov algoritam: 


105 =2-38 +29 > 29= 105—2-38 

38=1:29+9 > 9=38-1:29=38—1-(105-2:38) =3:38—1+105 
29=3.9+2 > 2=29-3.9=(105-2:38)-3-(3:38—1+105)=4+105—11-38 
9=4.2+1 >1=9-4:2=(3:38-1:105)-4-(4:105—11:38)=47:38— 17-105 


Dakle, prošireni Euklidov algoritam daje rastavu 1 = 47 -38-17 -105. Odavde 
slijedi da jex=47:2=9%41y=-17:2=—34 jedno rješenje tražene jednačine. 
Sva rješenja jednačine data su kao x = 94+ 105 t i y = -34-38 t. 


Opisani postupak rješavanja obično dovodi do rješenja koji su izraženi preko 
većih brojeva nego što bi to moglo biti. Recimo, ukoliko u prethodnom rješenju 
izvršimo smjenu t—1t— 1 (što imamo pravo uraditi s obzirom da je ft proizvoljan 
cijeli broj), rješenje prethodne jednačine može se izraziti u obliku x = -11 +105 ¢ 
i y= 4—381, u kojem se javljaju manji brojevi nego u prvobitno zapisanom 
rješenju. Stoga se uvodi pojam kanonskog oblika rješenja linearne Diofantove 
jednačine, koje predstavlja rješenje oblika x, = xi +tay i x2=xX —tay u kojem 
X=I=X%= i=% predstavljaju tzv. minimalno rješenje linearne _Diofantove 
jednačine, odnosno ono rješenje iz skupa svih mogućih rješenja za koje je zbir 
|x1[ + |x| minimalan. Prikazano rješenje x = —11 + 1051, y = 4—381 pri čemu je 1 
proizvoljan cijeli broj predstavlja upravo kanonski oblik rješenja razmatrane 
linearne Diofantove jednačine. 


Napomenimo da postoje i drugi (uglavnom rekurzivni) metodi za rješavanje 
linearnih Diofantovih jednačina koji se ne oslanjaju neposredno na Euklidov 
algoritam. Jedan od takvih metoda, koji se često susreće u literaturi, je sljedeći. 
Neka je data linearna Diofantova jednačina a; x; +a2x2 = b. Ukoliko je aı <an, 
jednačinu ćemo napisati u obliku 

X1 b20% Pm = Lb/a, -La,//a;lx, + mod(?;4,) - mod(a,,4,) x, made 


a u suprotnom, jednačinu ćemo napisati u obliku 


mod(b,a»)- mod(a,,42) X, 
a, 


b—a,X, 


X2 SE SI =(lb/a,|—La|/a,1x; + 
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Razmotrićemo samo slučaj a,<a,, dok se drugi slučaj tretira posve 
analogno. Da bi x, bio cijeli broj, izraz u brojniku mod(b, a)  mod(a,, a1) x2 
mora biti djeljiv sa ay, što će biti ako vrijedi mod(b,a,)-mod(a2,d1)x = a;n 
odnosno mod(a,, a))x, +a;n = mod(b, a,) gdje je n proizvoljan cijeli broj. Ovaj 
uvjet možemo posmatrati kao novu linearnu Diofantovu jednačinu, pri čemu su 
ovdje nepoznate x, i n. Međutim, kako je mod(a2,d1) <a, i aı <a dobijena 
jednačina ima manje koeficijente u odnosu na polaznu jednačinu. Stoga, ukoliko 
isti postupak primijenimo na novodobijenu jednačinu i nastavimo postupak 
dalje, sigurno ćemo nakon izvjesnog broja koraka doći do jednačine čiji je jedan 
od koeficijenata jednak jedinici, koja se trivijalno rješava. Zaista, Diofantove 
jednačine oblika x+py= q imaju trivijalno rješenje x=q-py pri čemu je y 
proizvoljan cijeli broj. Nakon što dođemo do takve jednačine, rješenje polazne 
jednačine možemo dobiti postupnim uvrštavanjem unazad. Postupak ćemo 
ilustrirati na jednom primjeru. 


> Primjer: Riješiti Diofantovu jednačinu 114x+315y = 6, ne pozivajući se 
direktno na Euklidov algoritam. 


Mada opisani postupak to striktno ne zahtijeva, podijelićemo obje strane 
jednačine sa NZD(114, 315) = 3, čime dobijamo jednačinu 38 x+ 105 y = 2. Time 
se postupak neznatno pojednostavljuje, jer tada baratamo sa manjim brojevima. 
Napišimo sada jednačinu u obliku 

_ 2-105y 2 2—29y 


EE ck SET 

Da bi x bio cijeli broj, izraz 2—29y mora biti djeljiv sa 38, odnosno mora 
biti 2-29y=38n, gdje je n proizvoljan cijeli broj. Ovo dovodi do Diofantove 
jednačine 29y+38n = 2, pri čemu su sada nepoznate y i n. Nastavićemo dalje 
isti postupak, pri čemu ćemo pojedine detalje prikazivati u sažetijoj formi: 


2—38n 2—9n 


29 N+ 29 


29y+38n=2 > y= 


ye Z > 29|2-9n > 2-9n=29m(me Z) > 9n+29m=2 > 


_ ZM a 2—2m 
> n= 9 =-3m+ 9 


ne Z >9|2-2m > 2-2m=9p(pe Z) > 2m+9p=2 > 
_2-9p_ P 
> m= 3 =1l=4pa3 


meZ > 2|p >p=2q(qe Z) 


Dakle, imamo p =2q, pri čemu je q proizvoljan cijeli broj. Do rješenja za x i 
y sada dolazimo uvrštavanjem unazad: 


2 
me I-4p+2 = 1-4.Qg)-5= 1-94 
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FI 2—2-(1— 
n=3m+ ZE 3.(1-99)4 2754254294 
—9n 2—9. (—3+29q) 
JSN Sor =-(-3+29q)+ 29 =4-38q 
2—2 2—29.(4— 
x=-2y+ S) = 2.(4-384)+ "= BD 1141054 


Vidimo da smo došli do istog rješenja kao i primjenom metoda zasnovanog 
na Euklidovom algoritmu. Mada prikazani metod djeluje elementarnije, s obzirom 
da se zasniva samo na osobinama djeljivosti, može se primijetiti da se u njemu 
indirektno javljaju koraci Euklidovog algoritma, tako da su prikazani metodi 
zapravo ekvivalentni. 


U praktičnim problemima, često se susreću Diofantove jednačine u kojima 
se postavljaju dodatni zahtjevi da rješenja moraju pripadati nekom podskupu 
skupa cijelih brojeva (najčešće skupu prirodnih brojeva). Ovakve jednačine se 
rješavaju tako što prvo riješimo jednačinu bez dopunskih ograničenja. Nakon 
toga, dopunska ograničenja će prosto postaviti ograničenja na dozvoljene 
vrijednosti slobodnog parametra t, što omogućava nalaženje konačnog rješenja. 
Pri tome je karakteristično da linearne Diofantove jednačine sa dopunskim 
ograničenjima, zavisno od slučaja, mogu imati konačno ili beskonačno mnogo 
rješenja, a mogu da nemaju rješenja čak i kada je pripadna jednačina bez 
ograničenja rješiva. Ovo će biti ilustrirano na nekoliko primjera. 


> Primjer: Odrediti načine na koje se može iznos od 27 KM isplatiti samo uz 
pomoć kovanica od 2 KM i 5 KM. 


Označimo neophodni broj kovanica od 2 KM odnosno 5 KM respektivno sa 
x i y. Problem se očito svodi na Diofantovu jednačinu 2x+5y = 27, pri čemu 
imamo dopunsko ograničenje da x i y moraju biti prirodni brojevi ili nula. 


U ovom primjeru imamo NZD(2,5) = 1, te je jednačina sigurno rješiva u 
skupu cijelih brojeva. Prošireni Euklidov algoritam daje rastavu 1 = -2-2 + 1-5, 
odakle slijedi da je jedno rješenje u skupu cijelih brojeva x = -2 - 27 = -54 i 
y= 1-27 =27 (ovo rješenje ne zadovoljava dopunska ograničenja), dok su sva 
cjelobrojna rješenja data sa x=-54+5t i y=27—2t (ovo nije rješenje u 
kanonskom obliku, ali to za dalji tok postupka uopće nije bitno). Dopunski uvjet 
da x i y moraju biti prirodni brojevi ili nula možemo iskazati kao x20 i y20, 
odakle slijedi -54+ 5t 2 0 i 27 -2t 2 0, odnosno t 2 54/5 = 10.8 i t < 27/2 = 13.5. 
Kako ft mora biti cijeli broj, slijedi da su jedine moguće vrijednosti za t 
vrijednosti 11, 12 i 13, što na kraju daje tri moguća rješenja jednačine: x=1 i 
y=5, zatim x=6 i y=3, i konačno, x=11 i y=1. Dakle, mogući načini isplate 
iznosa od 27 KM pomoću kovanica od 2 KM i 5 KM su sljedeći: 1 kovanica od 
2 KM i 5 kovanica od 5 KM, zatim 6 kovanica od 2 KM i 3 kovanice od 5 KM i, 
konačno, 11 kovanica od 2 KM 1 1 kovanica od 5 KM. 
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> Primjer: Riješiti Diofantovu jednačinu 5x—3y = 1 uz dopunski zahtjev da 
rješenja moraju biti prirodni brojevi. 


Jednačina je rješiva (u skupu Z), jer je NZD(5,—3) = NZD(5,3) = 1. Sada 
treba izraziti NZD(5,—3) kao linearnu kombinaciju 5 i —3. Primjena proširenog 
Euklidovog algoritma na nalaženje NZD(5, 3) daje rastavu 1 =—1:5+2:3. Ovu 
rastavu možemo napisati u obliku 1=-1:5+2:(—3), što predstavlja traženi 
prikaz NZD(5,—3) kao linearne kombinacije brojeva 5 i —3. Odavde slijedi da se 
opće rješenje jednačine u skupu Z može prikazati kao x=—1:1-3t=-1—3ft1i 
y=-2:1-5t=-2-5t gdje je te Z proizvoljno. Da bi rješenja bila iz skupa N, 
mora još biti ispunjeno x>0 i y>0, odnosno —1-31>0i-2-51>0. Odavde 
slijedi t< -1/3 = -0.333 i t< -2/5 =—0.4. S obzirom da je f cijeli broj, slijedi da t 
može biti bilo koji cijeli broj za koji vrijedi £<—1. Drugim riječima, opće 
rješenje jednačine u skupu N datojekaox=-1-3tiy=-2—5ft, pri čemu je 
te Zi t<-1. Uz smjenu f>—t, ovo rješenje se može praktičnije zapisati kao 
x=—1+3tiy=-2+5tuz te N. Ovaj primjer pokazuje da linearne Diofantove 
jednačine mogu imati beskonačno mnogo rješenja čak i u skupu prirodnih 
brojeva (zapravo, to se može desiti samo ukoliko je jedan od koeficijenata uz 
nepoznate negativan broj). 


> Primjer: Riješiti Diofantovu jednačinu 5x+3y = 9 uz dopunski zahtjev da 
rješenja moraju biti prirodni brojevi. 

Jednačina je rješiva (u skupu Z), jer je NZD(5,3) = 1. S obzirom da smo u 
prethodnom primjeru ustanovili da je NZD(5,3)=-1:5+2-:3, opće rješenje 
jednačine u skupu Z dato je kao x =-1-9+3t=-9+3tiy=2-9-5t=18-5t, 
uz proizvoljno te Z. Da bi rješenja bila iz skupa N, mora biti x>0 i y>0, 
odnosno -9+31>01i18-51>0, iz čega slijedi 123 1 1418/5=3.6. Ove dvije 
nejednakosti nisu istovremeno zadovoljive niti za jednu vrijednost 1 iz skupa 
cijelih brojeva, tako da tražena jednačina nema rješenja u skupu N. Ovaj primjer 
pokazuje da linearne Diofantove jednačine mogu da ne budu rješive u skupu N 
iako su rješive u skupu Z. 


Razmotrimo sada kako se rješavaju linearne Diofantove jednačine sa tri ili 
više nepoznatih. Neka je zadana opća linearna Diofantova jednačina oblika 
d1X1+02X2+... +đnXn = b, za koju ćemo ponovo pretpostaviti da je rješiva, tj. da 
vrijedi NZD(a1, 2, ..., An) | b. Prvo ćemo podijeliti obje strane jednačine sa 
NZD(aı, 42, ..., dn) čime ćemo dobiti jednačinu a xı +a? x+... +á Xn =b’, gdje 
je a; = a;/ NZD(a,, a2, ..., an), i= 1..n i b’ = b/NZD(a,, a2, ..., an). Nakon toga ćemo 
jednačinu napisati u obliku a1 xı +a? X2 +... + An-1 Xn-1 = b'— An Xn 1 posmatraćemo 
je kao jednačinu sa n— 1 nepoznatih, u kojoj x, nije nepoznata, nego promjenljivi 
parametar. Da bi ova jednačina bila rješiva, mora biti ispunjen uvjet rješivosti 


NZD(a;, a? ,..., an1 )| b'— án Xn Ovaj uvjet će biti zadovoljen ukoliko postoji 
cijeli broj k takav da je b'— a, xn = NZD(a;,a5;',..., a, {):k, odnosno ukoliko 
jea, Xn + NZD(a',a2',..., 4,1) k=b'. Ovo možemo posmatrati kao linearnu 


Diofantovu jednačinu sa dvije nepoznate, x, i k, koju znamo riješiti. Nakon što 
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nađemo x,, jednačina koju trebamo riješiti svodi se na jednačinu sa n—1 
nepoznatih (u kojoj slobodni član može sadržavati proizvoljne parametre, ali to 
ne ometa postupak rješavanja). Postupak možemo dalje rekurzivno nastaviti sve 
dok ne nađemo rješenja za sve nepoznate. 


> Primjer: Riješiti Diofantovu jednačinu 4x+8y+62= 6. 


Jednačina je rješiva, jer je NZD(4,8,6)=2 i 2|6. Dijeljenjem obje strane 
jednačine sa 2 dobijamo jednačinu 2x+4y+3z=3. Napišimo jednačinu u 
obliku 2x+4y =3—3z pri čemu ćemo smatrati da su samo x i y nepoznate, a da 
je z promjenljivi parametar. Ova jednačina ima rješenje ako i samo ako je 
NZD(2,4)13-3z, odnosno 2|3—32. To znači da postoji cijeli broj k takav da 
vrijedi 3—3 z = 2k, odnosno 2k +3 z =3. Ovo je linearna Diofantova jednačina sa 
dvije nepoznate, k i z. Kako već vrijedi NZD(2, 3) = 1, možemo odmah primjeniti 
prošireni Euklidov algoritam koji daje rastavu 1 =—-1-2+ 1-3, tako da je rješenje 
ove Diofantove jednačine dato kao k=-3+3tiz=3-—2t, gdje je t proizvoljan 
cijeli broj. Sad smo našli rješenje za z (primijetimo da nam rješenje za k zapravo 
ne treba nizašta), te se sa tako nađenim z vraćamo u jednačinu 2x+4y=3-3z, 
koja postaje 2x+4y=—6+6f1, odnosno x+2y =-3+31, gdje je NZD(1,2) = 1. 
Prošireni Euklidov algoritam daje rastavu 1=—1:1+1-:2, te je jedno rješenje ove 
jednačine dato izrazom x=—1:(-3+31)=3-3tiy=1:(-3+31)=—3+3f, dok su 
sva rješenja data izrazom x=3—31f+2siy=—-3+3t-s, gdje je s proizvoljan 
cijeli broj (pored toga što je već od ranije i £ proizvoljan cijeli broj). Konačno, 
možemo reći da su sva rješenja jednačine data kao x=3—31t+2 s, y =-3+3t-s 
iz=3-2t, gdje su fi s proizvoljni cijeli brojevi. 


Rješenja prethodne jednačine mogli smo izraziti i na drugačiji način. 
Recimo, kada smo dobili jednačinu x+2y = —3 +3 t, nije bilo nikakve potrebe za 
primjenom Euklidovog algoritma, s obzirom da se radi o trivijalnoj jednačini u 
kojoj je koeficijent uz x jednak jedinici. Zbog toga njeno rješenje možemo 
izraziti u obliku x=-3+31—2y, pri čemu y može biti proizvoljan cijeli broj. 
Ovo možemo iskazati i kao x=-3+31—2s i y=s, pri čemu je s proizvoljan 
cijeli broj. Na taj način, konačno rješenje polazne jednačine možemo iskazati u 
obliku x=-3+31—2s, y=s i z=3-2t, gdje su f i s proizvoljni cijeli brojevi. 
Bez obzira na prividnu razliku u formi, ovo rješenje je ekvivalentno prethodno 
dobijenom rješenju. Zaista, lako je provjeriti da se smjenom s—>—3+31—s ovo 
rješenje svodi na prethodno. 


Linearne Diofantove jednačine sa više od dvije nepoznate i dopunskim 
ograničenjima rješavaju se analogno kao u slučaju sa dvije nepoznate. Međutim, 
postupak je osjetno složeniji nego pri rješavanju jednačina sa dvije nepoznate, 
zbog činjenice da je, radi zadovoljavanja dopunskih ograničenja, neophodno 
rješavati sisteme nejendačina sa više nepoznatih. Pri tome, složenost postupka 
drastično raste sa porastom broja nepoznatih. Ovaj postupak ćemo ilustrirati na 
jednom konkretnom primjeru. 


238 


> Primjer: Pronaći sve moguće načine na koje se može izvagati teret mase 
16 kg korištenjem utega od 2 kg, 3 kg i 5 kg. 


Označimo broj utega od 2 kg, 3 kg i 5 kg koje ćemo koristiti za vaganje sa x, 
y i z respektivno. Postavljeni problem se očito svodi na Diofantovu jednačinu 
2x+3y+5z = 16 uz dopunska ograničenja x 2 0, y 2 0 i 220. Riješimo prvo ovu 
jednačinu bez dopunskih ograničenja. Imamo NZD(2, 3,5) = 1, pa je jednačina 
rješiva i dopunsko dijeljenje nije potrebno. Napišimo sada jednačinu u obliku 
2x+3y=16-5z. Kako je NZD(2,3)=1, a 1 je djelilac svakog cijelog broja, 
rješenja za x i y će postojati kakvo god da je z. Dakle, možemo uzeti z = gdje je 
t proizvoljan cijeli broj. Povratak u polaznu jednačinu daje 2x+3y=16-5f1. 
Rastavu oblika NZD(2,3)=—1:2+1:3 smo već izveli više puta, tako da opće 
rješenje jednačine možemo izraziti u obliku x=—1:(16—571)+3s=—16+5t+3s, 
y=1:(16-51)-2s=16—-5t-2siz=ft, pri čemu su s i t proizvoljni cijeli brojevi. 


Nađimo sada kakve vrijednosti moraju imati s i £ da bi bila zadovoljena i 
dopunska ograničenja. Ograničenja x2 0, y20 i z 2 0 nakon uvršavanja dobijaju 
oblik -16+51+3s>0,16-51-25s2>01120. Riješimo li prve dvije nejednakosti 
po s, ovi uvjeti se mogu napisati kao s 2 (16—51)/3, s < 8—51/211t2 0. Prve dvije 
nejednakosti možemo objediniti kao (16—51)/3 £ s£ 8—51/2 na osnovu čega 
slijedi (16—51)/3<8—51/2, odnosno t< 16/5 =3.2. Zajedno sa uvjetom (20 i 
činjenicom da je £ cijeli broj, slijedi da t može biti samo 0, 1, 2 ili 3. Sada 
možemo napraviti sljedeću analizu: 


e Za t=0, nejednakost (16—57)/3<s<8—5f1/2 postaje 16/3 <s< 8, što uz 
zahtjev za cjelobrojnost s daje 6, 7 i 8 kao jedine moguće vrijednosti za s; 

e Za t=1 dobijamo nejednakost 11/3<s<11/2 tako da, zbog zahtjeva za 
cjelobrojnost, dobijamo 4 i 5 kao moguće vrijednosti za s; 

e Za t=2 dobijamo nejednakost 2< s<3, tako da su 2 i 3 jedine moguće 
cjelobrojne vrijednosti Za s; 

e Za t=3 dobijamo nejednakost 1/3 < s < 1/2, koju nije moguće zadovoljiti 
niti za jednu cjelobrojnu vrijednost s. 


Odavde slijedi da su sve dozvoljene kombinacije za £ i s one koje su 
prikazane u sljedećoj tabeli, zajedno sa pripadnim vrijednostima x i y: 


NIN =|= Sololos 


SOINI =w OIN] A |= 
NINI =|= S Sooja 


wWINIAI AIOE NIAJ 
oim 
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Drugim riječima, sve trojke rješenja (x,y,z), sortirano u leksikografski poredak, 
glase (0, 2,2), (1,3, 1), (2,4,0), (3,0, 2), (4,1,1), (5,2,0) i (8,0,0). Na primjer, 
moguća vaganja pod traženim uvjetima su pomoću 2 utega od 3 kg i 2 utega od 
5 kg (bez utega od 2 kg), zatim pomoću jednog utega od 2 kg, 3 utega od 3 kg i 
jednog utega od 5 kg, itd. 


Iz izloženog primjera vidimo da postupak rješavanja linearnih Diofantovih 
jednačina uz dopunska ograničenja može biti glomazan već za slučaj jednačina 
sa tri nepoznate. Naime, svaka dozvoljena vrijednost jednog od proizvoljnih 
parametara koji se javlja u rješenju bez ograničenja mora se posebno razmatrati 
da se odrede dozvoljene vrijednosti drugog parametra. Situacija se drastično 
komplicira sa porastom broja nepoznatih. Zaista, u slučaju n nepoznatih, rješenja 
bez dopunskih ograničenja sadrže n—1 proizvoljnih parametara. Dopunska 
ograničenja vodiće ka sistemu nejednačina sa n—1 nepoznatih. Nakon što 
uspijemo odrediti dozvoljene vrijednosti jednog od parametara, svaka njegova 
dozvoljena vrijednost vodi ka novom sistemu sa n—2 nepoznatih i tako postupno 
dok se ne odrede sve moguće vrijednosti. Jasno je da broj kombinacija koje treba 
analizirati rapidno raste sa porastom broja nepoznatih. 


Vidimo da je često teško ili nepraktično odrediti sva moguća rješenja neke 
linearne Diofantove jednačine sa dopunskim ograničenjima, naročito u slučaju 
kada takvih rješenja ima mnogo. Međutim, u mnogim praktičnim primjenama 
nije uopće bitno kako glase sva rješenja, nego je potrebno samo utvrditi koliko 
ukupno ima različitih rješenja (inače, problemima prebrojavanja bavi se grana 
diskretne matematike poznata pod nazivom kombinatorika, kojoj će kasnije biti 
posvećeno čitavo poglavlje). Na primjer, može nas zanimati na koliko načina je 
moguće izvesti isplatu nekih sredstava pomoću apoena unaprijed zadane 
vrijednosti. Na žalost, ni ovaj problem nije lako rješiv u općem slučaju. Za slučaj 
linearnih Diofantovih jednačina sa dvije nepoznate, postoji jednostavna formula 
za određivanje broja nenegativnih rješenja, a slične formule se mogu izvesti i za 
druge tipove jednostavnijih ograničenja. Naime, ukoliko je data Diofantova 
jednačina ax+by=c uz NZD(a,b)=1 i ukoliko je na bilo koji način nađena 
rastava oblika 1=a-a+fB-b, posve je lako pokazati da je broj nenegativnih 
rješenja ove jednačine dat izrazom LBc/a|-L(ac-1)/b]. Međutim, nikakva 
slična formula nije poznata za slučaj jednačina sa više nepoznatih. Mada 
kombinatorika posjeduje univerzalne alate za rješavanje problema tog tipa, oni 
obično dovode do glomaznih i nepraktičnih formula, pri čemu je i sam postupak 
njihovog izvođenja veoma mukotrpan. Recimo, uz pomoć metoda sa kojima 
ćemo se susreti kasnije, može se izvesti da broj nenegativnih rješenja Diofantove 
jednačine x+2y+5z = n gdje su x, y i z nepoznate a n zadani parametar iznosi 


2 n ze 
21+16n+2n* , (=D 445 CATI) (61 Dr 
40 8 25 10 10 


Na primjer, ova formula daje broj načina na koji se suma od n KM može isplatiti 
pomoću kovanica od 1 KM, 2 KM i 5 KM. Očito se radi o nepraktičnoj formuli 
koja, slično formuli za Fibonaccijeve brojeve, izražava rezultat koji je prirodan 
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broj pomoću izraza koji sadrži iracionalne brojeve (i trigonometrijske funkcije). 
Iz navedenog primjera se vidi da čak i problemi prebrojavanja koji imaju posve 
jednostavnu formulaciju mogu imati komplicirana rješenja. 


5.8 Eulerova funkcija i Fermat-Eulerova teorema 


U elementarnoj teoriji brojeva od velikog značaja je funkcija sa N u N koja 
se označava sa Q, pri čemu je (n) broj svih prirodnih brojeva k za koje vrijedi 
1<k<n i koji su uzajamno prosti sa n, odnosno za koje vrijedi NZD(n,k)=1. 
Ova funkcija se kod nas obično naziva prosto Eulerova funkcija, dok se u 
angloameričkoj literaturi najčešće susreće naziv totientna funkcija odnosno 
Eulerova totientna funkcija (neobični naziv “totientna" potiče od engleskog 
matematičara J. J. Sylvestera" koji je volio izmišljati nove riječi, tako da, u 
suštini, ova riječ nije prevodiva). Recimo, imamo ((1)=1, pQ2)=1, P(3)=2, 


p(4)=2, p(5)=4, p(6)=2, p(7)=6, P(8) =4, p(9)=6, (10) =4 itd. 


Lako je pokazati da ukoliko je p prost broj, tada vrijedi ọ(p)=p-1 i, 
općenitije, o(p") = p'—p'" za svaki prirodan broj k. Dalje, može se dokazati da 
ukoliko su brojevi m i n uzajamno prosti, tj, ukoliko vrijedi NZD(m,n) = 1, tada 
vrijedi o(mn) = (m) ọ(n). Ove činjenice su dovoljne da se vrlo lako izračuna 
vrijednost (n) za bilo koji prirodan broj n ukoliko je poznata njegova rastava 
na proste faktore. Recimo, kako je 360 = 2?-3"- 5, imamo 


(360) = A2) E(3%) P(S) = (2*-2%)(3*-3)(5-1)=4:6:4=96 


Na osnovu izloženih činjenica, opća formula za računanje (1) može se, uz 
pomoć malo elementarnih transformacija, prikazati u obliku 


gw=n[14-7) 


plnapeP 


pri čemu se proizvod uzima po svim prostim djeliocima p broja n. Tako je, na 
primjer, (360) = 360(1—1/2)(1—1/3)(1-1/5) = 96, što smo već zaključili na 
drugi način. 


Sve funkcije f definirane na skupu prirodnih brojeva za koje vrijedi 
NZD(m,n)=1 > f(mn) = f(m)f(n) nazivamo multiplikativne funkcije i one igraju 
veliki značaj u elementarnoj teoriji brojeva. Eulerova funkcija P je očigledno 
jedan primjer multiplikativne funkcije, a multiplikativne su i funkcije T i O sa 
kojima smo se već susreli u teoriji brojeva. Interesantno je još napomenuti da za 
funkciju Q vrijedi formula 

> Pk)=n 


kln 


! James Joseph Sylvester (1814—1897), britanski matematičar. Bavio se teorijom matrica, kombinatorikom, 
teorijom brojeva i particijama. 
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pri čemu se sumiranje vrši po svim djeliocima broja n. 


Vidjeli smo da se vrijednost o(n) može izračunati vrlo efikasno ukoliko je 
poznata rastava broja n na proste faktore. S obzirom da nisu poznati efikasni 
postupci za faktorizaciju velikih brojeva u općem slučaju, postavlja se pitanje da 
li je moguće izračunati p(n) bez potrebe za faktorizacijom broja n. Mada 
odgovor na ovo pitanje nije poznat, pokazuje se da se svaki eventualni algoritam 
za računanje o(n) može prepraviti u algoritam za faktorizaciju broja n. Stoga bi 
otkriće efikasnog algoritma za računanje (n) ujedno bilo otkriće efikasnog 
algoritma za faktorizaciju. Stoga se kaže da je problem računanja (n) jednako 
težak kao i problem faktorizacije, odnosno svaki od njih je lako svodljiv na 
drugi. Ilustrirajmo ovu činjenicu na jednostavnom primjeru kada je n dat kao 
proizvod samo dva prosta faktora p i g, odnosno n = pg. Iz dosadašnjeg izlaganja 
slijedi da je tada o(n) =(p-1)(q-1). Pretpostavimo sada da smo na neki način 
uspjeli izračunati (n), bez poznavanja p i q. Tada bismo, na osnovu izračunate 
vrijednosti, veoma lako mogli odrediti p i q rješavajući skup jednakosti n = pq i 
E(n) =(p_1)(g—1) kao sistem jednačina po p i q. Na taj način bismo dobili 


n+l- +y (n+1-90)?—4n q= n+1—Q(n)—\(n+1-g(n))'-4n 
= 2 > ze 2 


Činjenica da je problem računanja E(n) jednako težak kao problem faktorizacije 
broja n biće nam kasnije od velike važnosti, prilikom razmatranja primjena 
teorije brojeva u kriptografiji. 


Eulerova funkcija se javlja u mnogim primjenama, od kojih ćemo neke 
upoznati kasnije. Između ostalog, ona se javlja u formulaciji veoma značajne 
teoreme teorije brojeva koja je poznata pod nazivom Fermat-Eulerova teorema 
(ili, ponekad, samo kao Eulerova teorema). Ova teorema predstavlja jednu od 
najvažnijih teorema elementarne teorije brojeva, i ona tvrdi da ukoliko brojevi p 
i a nemaju zajedničkih faktora, tada vrijedi p| (a?® — 1) ili, simbolički zapisano, 


NZD(a,p)=1 > p|(a""—_ 1) 


Fermat-Eulerova teorema predstavlja Eulerovo uopćenje tzv. male 
Fermatove teoreme koja tvrdi da ukoliko je broj p prost, tada za svaki prirodan 
broj a vrijedi p|(a"—a). Zaista, iz p|(a"—a) slijedi p|a(a"!—1), pa ukoliko 
pored toga vrijedi NZD(a, p) = 1 (odnosno, ukoliko a nije umnožak od p), slijedi 
da je p|(a? -1—_1). Ovo je očigledno specijalan slučaj Fermat-Eulerove teoreme, s 
obzirom da za proste brojeve vrijedi g(p) = p— 1. 


Mala Fermatova teorema i Fermat-Eulerova teorema imaju brojne primjene 
u raznim oblastima teorije brojeva, a posebno u proučavanju kongruencija i 
njihovih osobina, odnosno modularnoj aritmetici. Stoga se mala Fermatova 
teorema i Fermat-Eulerova teorema često iskazuju u neznatno modificiranom 
obliku koji uključuje relaciju kongruencije, o čemu ćemo govoriti u narednom 
odjeljku. Pored toga, Eulerova funkcija ima brojne primjene u raznim drugim 
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oblastima diskretne matematike a ne samo u teoriji brojeva, recimo u feoriji 
grupa i kombinatorici. 


5.9 Kongruencije i modularna aritmetika 


Neka je m prirodan broj im? 1. Ukoliko dva cijela broja a i b pri dijeljenju 
sa m daju jednake ostatke, tj. ukoliko je mod(a, m) = mod(b, m), tada kažemo da 
su a i b kongruentni po modulu m i pišemo a=b (mod m). Na primjer, imamo 
3=13 (mod 5), 38=13 (mod 5) i 3=-2 (mod 5). Očigledno je a=b (mod m) ako 
i samo ako je m|(a—b). 


Kongruencija po modulu m je jedna relacija ekvivalencije u skupu cijelih 
brojeva, odnosno Za nju vrijedi 


a=a(mod m) za sve ae Z 
a=b(modm) >b=a(mod m) 
a=b(modm)Ab=c(modm) => a=c (mod m) 


Pored toga, za kongruencije vrijede sljedeća pravila, koja često omogućavaju 
pojednostavljenje izraza koji sadrže kongruencije: 


a=b (mod m) A c=d(mod m) >atc=btd(mod m) 
a=b(mod m) A ced(mod m) >ac=bd(mod m) 
ac=bc(modm)A NZD(c,m) = 1 = a=b (mod m) 

ac=bc(modm)Ac#0>a=b(mod m/NZD(c,m)) 

a=b(mod mn) ANZD(m,n)=1 = a=b (mod m) ^A a=b (mod n) 


Ova pravila upadljivo podsjećaju na analogna pravila u kojima se umjesto 
kongruencija koristi klasični odnos jednakosti. To omogućava manipuliranje sa 
kongruencijama na vrlo sličan način kako se vrše manipulacije sa jednakostima. 


Iz posljednjeg od navedenih svojstva neposredno slijedi da ukoliko je 
m= p" p”... pe“ kanonska rastava modula m na proste faktore, tada iz 
kongruencije a=b (mod m) slijedi skup kongruencija oblika a=b (mod p;*) za 
sve vrijednosti i= 1..k. Stoga se proučavanje svih kongruencija može svesti samo 
na proučavanje kongruencija čiji su moduli stepeni prostih brojeva. 


Pošto je kongruencija po modulu m jedna relacija ekvivalencije, ona 
generira podjelu skupa Z na klase ekvivalencije, koje se nazivaju klase ostataka 
po modulu m, i obilježavaju se sa [a]„. Drugim riječima, imamo: 


[a]n = {xE Z |x=a (mod m)} 


Klasa ostataka elementa a po modulu m sastoji se od svih cijelih brojeva koji 
prilikom dijeljenja sa m daju isti ostatak kao i broj a. Jasno je da vrijedi 
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laln=[blq ako i samo ako vrijedi a=b(modm). Tako, na primjer, imamo 
(Ola = [m]n= [2m]n= = [km] Ulmu = (m+1|n=(2m+1|n=++-=|km+1|x itd. pri 
čemu je k proizvoljan cijeli broj. Slijedi da se svaka klasa ostataka [a]„ uvijek 
može napisati u ekvivalentnom obliku {a'|,,, pri čemu je O<a'<m. Jasno je da 
je, zapravo, a' = mod(a,m). Zbog toga ćemo ubuduće klase ostataka uvijek 
opisivati preko ekvivalentnih predstavnika (tzv. fipičnih predstavnika) koji leže 
u opsegu od 0 do m-1, tj. kao [0],,, (11, ..., {m—11,. Skup svih klasa ostataka po 
modulu m označavamo sa Z m, odnosno 


Zm= (laln|lac ZA0<a<m) 


Skup Zn je, zapravo, faktor-skup skupa Z u odnosu na relaciju kongruencije po 
modulu m. 


U skupu Z,, odnosno sa klasama ostataka, definiraju se i aritmetičke 
operacije, i tada govorimo o modularnoj aritmetici, odnosno aritmetici po 
modulu m. Modularno sabiranje i množenje, sa oznakama "O" 1 “&", definirani 
su preko formula 


(al, ® [b]n = [a +b], [a], 9 [b]n = lab], 


Na primjer, imamo [3]; ® [6]; = [2]; i [3]; € [6]; = [4], jer je [3+6]; = [9]; = [2]; i 
[3-6] =[18]; =[4];7. Ovdje smo rezultat izrazili preko tipičnih predstavnika. 


Lako je provjeriti da su uvedene definicije sabiranja i množenja korektne u 
smislu da ne zavise od izbora konkretnog predstavnika koji opisuje klasu 
ostataka. Naime, ukoliko vrijedi (a1|,, = [a2]m 1 [bı]m = [b2]m, tada također vrijedi i 
[ai]n® (511 = [a2], Đ [02] odnosno (al & (511 = [a2] & [02]. Ukoliko se 
odlučimo da rezultat uvijek izražavamo preko tipičnih predstavnika, kako se 
gotovo uvijek radi, tada zapravo možemo uvesti definiciju prema kojoj je 
[a], & [b]n = [mod(a + b, m)]m odnosno [a], & [b],, = [mod(a b, m)]m. 


U slučaju kada ne postoji opasnost od zabune, umjesto oznaka "O" 1 “&" 
koriste se oznake "+" i “-" kao za obično sabiranje i množenje, tako da npr. 
pišemo [3]; + [6] =[2} i [3]; [6]; = [4]7. Također, ukoliko je modul m poznat iz 
konteksta, nekad se i klasa ostataka [a]m piše samo kao a, tako da se piše 
3®6=2i3®6=4. U slučajevima kada je iz konteksta potpuno jasno da se radi 
o aritmetici u skupu Zm, ponekad se pišu pojednostavljene relacije poput 
3+6=2 1 3:6=4, mada je jasno da ovakva notacija zahtijeva veliku dozu 
opreza. Oznaka modula m nekad se piše i kao indeks uz same operacije "O" i 
“&", tako da pišemo 30;6=2i3&;6=4. Uz ovakvu notaciju, možemo uzeti i 
da su ®„ i &,, operacije definirane na čitavom skupu Z (a ne samo na Zm) 
pomoću definicionih izraza (a&,,b) =mod(a+b,m) i (a&,,b) = mod(a b, m). 
Očigledno, ovdje se radi o čitavom mnoštvu alternativnih notacija pomoću kojih 
možemo iskazati jednu te istu stvar. U nastavku ćemo, radi jednostavnosti, kad 
god to ne dovodi do zabune, koristiti prosto oznake “+” 1 “-”. 
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Jasno je da su sabiranje i množenje klasa ostataka komutativne i asocijativne 
operacije, i da je operacija množenja distributivna prema operaciji sabiranja. 
Također, klasa [0],, je neutralni element za operaciju sabiranja, jer je 
(al, +101, = [a]m, dok je klasa [m—a],, inverzni element za operaciju sabiranja 
(koji se obilježava i sa —[a],,), jer je (al, + [m-a]m= 10], Zapravo, algebarska 
struktura (Zm, +) spada u porodicu algebarskih struktura poznatu pod nazivom 
grupa, dok algebarska struktura (Zn, +,:) spada u porodicu algebarskih struktura 
poznatu pod nazivom prsten. Uvjeti da neka algebarska struktura bude grupa ili 
prsten upravo su maločas opisani uvjeti koje operacije "+" i “-” nad skupom Zm 
zadovoljavaju. 


Klasa [1],, je očigledno neutralni element za operaciju množenja, jer je 
lalm: [1]m= [a], Pitanje postojanja inverznog elementa za operaciju množenja, 
odnosno takve klase [x],, za koju vrijedi [a]m: [x]m= (11, nešto je delikatnije. 
Naime, iz [a]m: (x1,= (11, slijedi ax= 1 (mod m) odnosno m |(ax—1), što vrijedi 
samo ako postoji cijeli broj —y takav da jeax-1=—my, odnosno ax+my=1. 
Ovo je Diofantova jednačina sa nepoznatim x i y, koja ima rješenje ako i samo 
ako je NZD(a,m)|1, odnosno ako i samo ako je NZD(a, m) = 1. Pod ovim uvjetom 
postoji inverzni element elementa [a], za operaciju množenja, koji ćemo 
obilježavati sa ((al,) '. Za element [a],, tada kažemo da je invertibilan (za 
operaciju množenja). Primijetimo da su u slučaju kada je modul m prost broj, svi 
elementi osim [0],, invertibilni. 


Ukoliko je [a],, neki invertibilan element, njemu inverzni element (falm 
možemo lako naći rješavanjem odgovarajuće Diofantove jednačine. Na primjer, 
nađimo ((41;;) '. Pripadna Diofantova jednačina glasi 4x+13y=1. Primjena 
proširenog Euklidovog algoritma na računanje NZD(4, 13) = 1 dovodi do razvoja 

=-3:4+1:13, odakle dobijamo da se traženo rješenje Diofantove jednačine za 
x može izraziti kao x=-3+131 gdje je t proizvoljan cijeli broj. Ukoliko nas 
zanima tipični predstavnik za (1413) ', vrijednost x bi trebala biti između 0 i 12 
uključivo, što se postiže za t= 1 (itadajex=10). Dakle, imamo ([4]12) ' =[10];3. 


Za klase ostataka [p],, i [q]m različite od [0],, kažemo da su faktori nule (ili 
djelioci nule) ukoliko vrijedi [p],:[qlxn=10],. Lako se pokazuje da niti jedan 
invertibilan element ne može biti faktor nule. S druge strane, svi neinvertibilni 
elementi različiti od [0],, predstavljaju faktore nule. Zaista, neka je [p], neki 
neinvertibini element različit od [0],,. Tada je NZD(p,m) =d#1. Uzmimo sada 
daje q=m/d. Odavde slijedi da je [pl]: (31, = (Imp/dl|, =101,. Kako je d£1, to 
je (91, £101,, tako da su [p],,i [q]m faktori nule, što smo i htjeli pokazati. Iz 
izloženih izlaganja neposredno slijedi da faktori nule ne postoje u slučaju da je 
modul m prost broj. 


Za klasu ostataka [a],, kažemo da je prosta klasa ostataka po modulu m 
ukoliko vrijedi NZD(a, m) = 1, odnosno proste klase ostataka su one i samo one 
klase ostataka koje imaju inverzni element za operaciju množenja. Skup svih 
prostih klasa ostataka po modulu m obilježava se sa Z",, odnosno 
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Z n= {{alx|ae ZAO<a<mANZD(a,m)=1) 


Na primjer, imamo 4 = (1014, 1116, 1216, 1316, 1416, 1516} i Z 6= {{11s, 1516}. Ako 
je p prost broj, tada su sve klase ostataka različite od [0], proste, tako da u tom 
slučaju Skup Z p ima p—1 elemenata i vrijedi Z ,=2,\{0}. U općem slučaju, 
skup Z mima om) elemenata. 


Interesantno je istaći da algebarska struktura (Z',,:) također predstavlja 
grupu. Pored toga, algebarska struktura (Z*m U ([0],),+,:) predstavlja polje (a 
ne samo prsten), s obzirom da svi elementi osim [0],, imaju inverzni element za 
množenje. Ukoliko je p prost broj, tada je i struktura (Z ,,:) također grupa, dok 
je (Zp +,") također polje. 


Po analogiji sa načinom kako se definira stepenovanje prirodnih brojeva, 
možemo definirati i i stepene klasa ostataka prema definiciji ({al,)? = = [a]m: (als 
(Calm) = (laln): la]m i, općenito, ([a],)*=([a],)“"-lal, za k>1. Pri tome je 
značajno da za bilo koju prostu klasu ostataka postoji prirodan broj k takav da 
vrijedi ([a],) = =[1],. Najmanji takav broj k naziva se red klase ostataka i 
označava se sa ord [a],,. Na primjer, kako je ((215){= =[1lsi ([215) +[1]; za k<4, 
imamo ord([2]5)=4. Klase ostataka koje nisu proste nemaju red. Može se 
dokazati da vrijedi ord [a]„| (m), tako da red neke klase ostataka možemo 
tražiti samo među djeliocima broja ((m). Ovo znatno olakšava nalaženje reda 
klase ostataka. 


Za prostu klasu ostataka [q]m kažemo da je primitivna klasa ostataka po 
modulu m (ili primitivni korijen po modulu m) ukoliko njen red ord [q]m ima 
maksimalno moguću vrijednost (m), odnosno ukoliko vrijedi ([q],)%""=[1],i 
([q]m)* +[1]m za sve kko(m). U tom slučaju, sve druge proste klase ostataka po 
modulu m mogu se izraziti kao stepeni [q]m, odnosno za svaku prostu klasu 
ostataka [a],, postoji jedinstven prirodni broj k< (m) takav da je (igl) = {al 
Takav broj k nazivamo diskretni logaritam ili indeks klase [a],, u odnosu na 
bazu [q]m po modulu m i obilježavamo ga sa ind, [a],, ili samo sa ind [a],, ukoliko 
je baza poznata iz konteksta (u slučaju kada je modul m poznat iz konteksta, 
koristi se i označavanje ind, a odnosno samo ind a). Diskretni logaritam se u 
načelu može definirati i za baze koje nisu primitivni korijeni ostatka, ali u 
takvim slučajevima diskretni logaritam ne postoji za svaku vrijednost argumenta 
(niti mora biti jedinstven u slučajevima kada postoji). Diskretni logaritmi se u 
odnosu na kongruencije podvrgavaju sličnim pravilima kao klasični logaritmi u 
odnosu na jednakost. Tako, na primjer, vrijedi: 


ind, ([a],,:[2],,) = ind, [a],,+ind, [0],, (mod ((q)) 
ind, dalm)” =n ind, [a]m (mod (q)) 


Bitno je naglasiti da su odgovarajuće kongruencije po modulu (m), a ne po 
modulu m. Također, iz [a],,= [b],, ne slijedi ind, [a],, = ind, [b],, (mod m), nego 
ind, [a]m =ind,[b],, (mod Q(m)). Konačno, treba istaći da se kao rezultat primjene 
operacije diskretnog logaritama ne dobija klasa ostataka, već običan broj. 
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Interesantno je da je raspodjela vrijednosti diskretnih logaritama za različite 
vrijednosti argumenata pri jednoj te istoj bazi veoma nepravilna, tako da nije 
moguće uočiti nikakvu pravilnost u njihovim vrijednostima posmatranim kao 
funkcija od njihovog argumenta. Ovu činjenicu ilustrira sljedeća slika, na kojoj 
su prikazane vrijednosti ordo (n|;o; za vrijednosti n u rasponu od 1 do 100. Na 
ovoj slici se ne može uočiti nikakva očigledna ovisnost, te prikazane vrijednosti 
izgledaju poput slučajnih brojeva: 


ord? (11101 


Upravo ovo nepravilno ponašanje diskretnih logaritama čini njihovo 
računanje veoma teškim. Naravno, jedna mogućnost je puko isprobavanje svih 
mogućih vrijednosti za k grubom silom dok se ne nađe vrijednost za koju vrijedi 
([g1,)* = [a],,. Međutim, jasno je da takav metod ne dolazi u obzir ukoliko je m 
veoma veliko. Do danas nikome nije pošlo za rukom da pronađe efikasan 
algoritam za računanje diskretnih logaritama, ali ni da dokaže da takav algoritam 
ne postoji (najbrži do sada poznati algoritam potiče od Adlemana , ali ni on nije 
primjenljiv za velike vrijednosti m). Ova činjenica je od izuzetnog praktičnog 
značaja, s obzirom da se sigurnost mnogih današnjih kriptografskih protokola 
zasniva upravo na nemogućnosti računanja diskretnih logaritama po velikim 
modulima u razumnom vremenu. 


Primitivne klase ostataka ne postoje za svaki modul m. Kako je još davno 
pokazao Gauss, potreban i dovoljan uvjet da postoji primitivna klasa ostataka po 
modulu m je da je m=2 ili m=4 ili m=p" ili m=2p" pri čemu je p prost broj 
različit od 2, a k prirodan broj. Također, primitivna klasa ostataka za neki modul 
ne mora biti jedinstvena. Može se pokazati da ukoliko je [q]m primitivna klasa 
ostataka za neki modul m, tada je (iq] također primitivna klasa ostataka za isti 
modul kad god je NZD(K, o(m)) = 1. Odatle slijedi da ukoliko za neki modul m 
postoji barem jedna primitivna klasa ostataka, tada postoji ukupno P(EP(m)) 
međusobno različitih (bolje reći nekongruentnih) primitivnih klasa ostataka za 
taj modul. Također, određivanje primitivnih klasa ostataka za neki zadani modul 
m nije nimalo jednostavan zadatak u slučajevima kada je m velik broj, odnosno 
za tu svrhu nisu poznati algoritmi koji bi bili efikasni u općem slučaju. 


Modularna aritmetika ima izuzetno veliku primjenu u praksi. U suštini, sva 
računarska aritmetika je u osnovi modularna po modulu 2" gdje je n dužina 
računarske riječi, što je poznato svakome ko barem površno poznaje arhitekturu 


! Leonard Adleman (1945-—), američki naučnik. Bavi se molekularnom biologijom i teorijskom kompjuterskom 


naukom. Spoj ove dvije oblasti predstavlja tzv. “DNA computing", čiji je Adleman tvorac. 
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računara. Također, izvjestan broj svakodnevnih računanja, kao što su računanja 
sa vremenima, datumima i uglovima u biti su računanja u modularnoj aritmetici 
(recimo, sabiranje uglova izraženih u stepenima vrši se po modulu 360). 
Modularna aritmetika po proizvoljnim modulima ima veliku primjenu u 
modernim kriptografskim algoritmima, pri čemu su posebno značajne operacije 
modularnog stepenovanja i nalaženje inverznog elementa za operaciju množenja. 
O nekim primjenama modularne aritmetike u kriptografiji biće riječi kasnije. 


U primjenama se često javlja potreba da se izračuna vrijednost ({a|,)" gdje 
brojevi a, m i n mogu biti ogromni, čak i sa više stotina cifara. Jasno je da 
primjena očigledne formule po kojoj je ([a],)' = [a"]m ne dolazi u obzir, jer u 
takvim slučajevima broj cifara broja a" može biti reda 10'" cifara ili više, što 
nije moguće niti izračunati, niti memorirati u računarskoj memoriji. Zbog toga se 
za tu svrhu koristi sljedeći algoritam, poznat pod imenom kvadriraj-i-množi 
(engl. square-and-multiply). Zapravo, to je od davnina poznati algoritam za 
efikasno stepenovanje običnih prirodnih brojeva, samo što se u ovom slučaju on 
primjenjuje u modularnoj aritmetici (pored Euklidovog, ovo je jedan od najstarijih 
poznatih efikasnih algoritama). Prema ovom algoritmu, prvo se broj n napiše kao 
zbir stepena broja 2, tj. u obliku n = 2"1+2"2+,.,+2", što se lako izvodi, recimo 
prikazom broja n u binarnom brojnom sistemu. Nakon toga se koristi relacija 


n k k k 
(La],)" = Mal) -Mal + Tan)?" 
pri čemu se stepeni ([a] Zi računaju koristeći rekurzivno pravilo 


(Lal,)* = (Ta?) 


Pri tome, u svakom koraku sve klase ostataka izražavamo preko tipičnih 
predstavnika, tako da izbjegavamo da brojevi enormno rastu. Postupak je 
najlakše ilustrirati na konkretnom primjeru. 


> Primjer: Izračunati ([97]103) . 


Računanje po neposrednoj formuli ([97]102)!% = (97% o; nije isplativo, s 
obzirom da broj 97™ ima 198 cifara. Stoga napišimo 100=64+32+4, na 
osnovu čega imamo (197103)'"= (976) (1971103) (1971103)/. Dalje, stepene 


([971103)“, (1971102)%7 i ([97]103)** računamo rekurzivno kako slijedi: 


([971109)7 = [97%] 103 = [9409];03 = [mod(9409, 103)1103 = [361103 


([971103)* = (1971 103))% = (13611025 = [367103 = [12961103 = 
= [mod(1296, 103)1103 = [60]103 


(1971103) = (1971 103))% = (1601103)? = [607103 = [36001103 = 
= [mod(3600, 103)1103 = [981193 


(1971103)'" = ((1971102)%)* = ([981102)% = [9871103 = [9604] 03 = 
= [mod(9604, 103)1103 = [251103 
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([971109)% = ((197h03)'92 = (1251 103)" = [2571103 = 16251103 = 
= (mod(625, 103)1103 = [71103 


([97 1109) = ((1971103)%)7 = (171 103)" = [491103 
Na kraju, imamo: 
([97)103)'% = [491103 * [7]103 * [601103 = [49 -7+ 601103 = [205801103 = [831103 


Razumije se da se isti algoritam može koristiti za računanje mod(a”, m). 
Naime, za tu svrhu je dovoljno izračunati ({a|,,)", jer je ([a],)"= [mod(a",m)] 
Tako, na, primjer, na osnovu prethodnog primjera neposredno slijedi da je 
mod(97 ,103)= 83. 


Postoji još jedna verzija algoritma kvadriraj-i-množi koja se zasniva na 
očiglednoj rekurzivnoj formuli 


([a],)" = | laln)" za n parno 


((Lal sje «[a],, za n neparno 


Mada algoritam zasnovan na ovoj formuli prividno ne zahtijeva prikaz broja n u 
vidu zbira stepena dvojke, odnosno prikaz broja n u binarnom brojnom sistemu, 
lako je uvidjeti da se primjenom takvog algoritma implicitno vrše operacije koje 
se vrše za potrebe prikazivanja broja n u binarnom brojnom sistemu. Uzmimo 
kao primjer računanje ([97];03)'““, koje smo već obavili na drugi način. Gore 
navedena rekurzivna formula ukazuje da se ovo računanje može obaviti na 
sljedeći način: 


([97]103)"9 = (([971102)%%)? = CATh) = ((L9T]102)"2)?-[97]102)%)? = 


= ((T9TI103)9%) 1971103)? = ((((197hoz)?)?)?)?- 197 ho)" 
= ((((((1971ho3)?- 197110) 1971103)? 


Naravno, pojedine stepene koji se ovdje javljaju treba računati postupno, od 
manjeg ka većem eksponentu: 
(1971109) = [977103 = [9409] 103 = [mod(9409, 103)1103 = [36] 103 


(1971103)? = (1971103) + [97103 = [361103 : [971103 = [36 +971 103 = [34921103 = 
= [mod(3492, 103) ]103 = [931103 


(1971103)" = (([971103)?)7 = (1931103)? = [9371103 = [86491103 = 
= [mod(8649, 103)1103 = [100];03 


([971103) * = (971 109)9)% = ([100]103)? = [10071103 = [10000] 103 = 
= [mod(10000, 103)1103 = [9]103 


([971109)% = (971103) 92 + [97h103 = (Mli: 1971 103 = [97:97 lyo3 = 
= [78571103 = [mod(7857, 103) 1103 = [291103 
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(1971103)?" = ((1971103)??)" = (1291103)" = [29°03 = (8411 103 = 
= (mod(841, 103)1103 = [171103 


([97 1103)" = (971 103)%)% = (117 ho)? = [177103 = [2891103 = 
= [mod(289, 103)1103 = [831103 


Vidimo da smo na kraju dobili isti rezultat. U suštini, obje prikazane verzije 
algoritma kvadriraj-i-množi su podjednako efikasne i u biti ekvivalentne, mada 
se do rezultata dolazi drugačijim redoslijedom množenja. 


Mala Fermatova teorema i Fermat-Eulerova teorema mogu se lijepo 
zapisati kao kongruencije ili u vidu formula modularne aritmetike. Tačnije, mala 
Fermatova teorema tvrdi da za svaki prost broj p i svaki prirodan broj a vrijedi 
a" =a (mod p), dok Fermat-Eulerova teorema tvrdi da iz NZD(a,m) = 1 slijedi 
a" = 1 (mod m). Prevedeno u formule modularne aritmetike, iz male Fermatove 
teoreme slijedi da je ({al,)" = [a], kad god je eksponent p prost broj, dok iz 
Fermat-Eulerove teoreme slijedi da je ({a1,)?"" = [1],, kad god je NZD(a,m) = 1. 


Zapis male Fermatove i Fermat-Eulerove teoreme u vidu formula modularne 
aritmetike ima brojne posljedice na samu tehniku izvođenja operacija modularne 
aritmetike. Uzmimo, na primjer, da je NZD(a, m) = 1. Pod tim uvjetom, za [a],, 
postoji inverzni element ([a],) za operaciju množenja. Međutim, pod istim 
uvjetom vrijedi i Fermat-Eulerova teorema, prema kojoj je tada ({a1,)%%" = [1]m. 
Napišemo li ovo kao {(al,:(1a1,)""" = {11,, odmah možemo uočiti da je 
(eh) zapravo inverzni element elementa [al za množenje, odnosno da 
vrijedi ([a]m) = ([a],)%7-. Drugim riječima, inverzni element elementa [a],, 
može se izraziti kao njegov običan stepen. Ovo daje još jedan postupak za 
računanje ([a],) '. Specijalno, ukoliko je modul p prost broj, imamo g(p)=p-1, 
tako da za taj specijalan slučaj imamo ([a],)' = ({al1,)"?. 


Još jedna značajna posljedica Fermat-Eulerove teoreme je činjenica da iz 
NZD(a,m) = 1 slijedi ([a],)' *%"**=([a],)' za proizvoljne cijele brojeve r i s, 
odnosno pod istim uvjetom vrijedi ([a],)"=([a]n)9*9?". Koristeći ovo 
svojstvo, računanje ([a],)"“ odnosno mod(a",m) se pod uvjetom NZD(a,m) = 1 
može drastično skratiti kad god je n značajno veći od (m). Recimo, neka treba 
izračunati (1971,93) 0 Neposredna primjena algoritma kvadriraj-i-množi bi 
zahtijevala prilično mnogo računanja. Međutim, kako imamo (103) = 102 i 
mod(100000, 102) = 40, slijedi da je ([971103)!%%%% = ([97]103)%, što je mnogo 
lakše izračunati (provjerite sami da je konačan rezultat [68]103). 


> Primjer: Izračunati posljednje tri cifre broja 9”, 


Tražene tri posljednje cifre su očigledno mod(9"", 1000). Naravno, jasno je 
da računanje samog broja 9" nije baš mudro rješenje, s obzirom da taj broj ima 
369693099 cifara (već broj 9’, koji se javlja u eksponentu, ima 9 cifara). Kako je 
NZD(9, 1000) = 1, postupimo ovako: 
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99 d(99 (1000 d(99_ 400 
CLO] 1000) = (19009) "+ mes ([9]1000) 72 2300) 


Ostatak mod(9", 400) ćemo izračunati računajući stepen (191400)". Slično kao i 
dosada, dobijamo ([91400)* = [811400, ([91400)“ = ([811400)* = [65611400 = [1611400 i 
([91400)% = ([161 1400)? = [259211400 = [321 1400, tako da na kraju konačno imamo 
([91400)? = [321 1400: [91400 = [28891400 = 891400. Dakle, ovim smo izračunali da je 
mod(9*, 400) = 89. Preostaje još da se izračuna (COT i000). Provjerite sami da se 
dobija (COT i000)? = [28911000. Prema tome, traženi ostatak, odnosno tražene 
posljednje tri cifre glase 289. Napomenimo da su se stepeni ([91400)? i MEDI i000) 
mogli izračunati i brže, koristeći neka svojstva kongruencija, ali to su “prljavi 
trikovi" u koje ovdje nećemo ulaziti. 


5.10% Testovi prostosti zasnovani na kongruencijama 


Testiranje nekog broja na prostost može se smatrati jednim od osnovnih 
problema teorije brojeva, koji nije efikasno izvodiv polazeći samo od definicije 
prostog broja. Međutim, mnogi uvjeti koji garantiraju prostost ili složenost 
nekog broja mogu se iskazati u vidu kongruencija, tako da se kongruencije mogu 
koristiti za testiranje prostosti. Najneposrednija veza između kongruencija i 
prostosti iskazana je kroz Wilsonovu' teoremu, koja tvrdi da je broj p prost ako i 
samo ako vrijedi (p—1)! =—1 (mod p). Iskazano jezikom modularne aritmetike, 
ovaj uvjet možemo iskazati i u obliku [(p-1)!],=[—1],, što se dalje svodi na 
uvjet [1],:[2],:...:[p—-1lp=[p—1l,. Nažalost, ne postoji nikakav način da se 
izraz sa lijeve strane znaka jednakosti u prethodnom uvjetu izračuna bez p-2 
množenja, tako da primjenom ove teoreme ne možemo dobiti postupak za 
ispitivanje da li je broj prost ili nije koji bi bio efikasniji od "brutalnog" 
testiranja na prostost prema definiciji prostosti. 


Mnogo efikasniji postupak testiranja prostosti može se izvesti iz male 
Fermatove teoreme. Naime, po ovoj teoremi, ukoliko je p broj prost, za svaki 
broj b za koji je NZD(b,p)=1 mora vrijediti ([b],) PI [1],. Stoga, ukoliko je 
broj p složen, tada je sigurno ([0],)“ -+ [1] p. Postupak sada teče ovako. Biramo 
slučajan prirodan broj b manji od p. Uz pretpostavku da je p prost broj, uvjet 
b < p garantira da sigurno vrijedi NZD(b, p) = 1. Nakon toga, računamo ({b1,)? "= 
što je lako izračunati čak i za veoma velike vrijednosti p (pogotovo uz pomoć 
računara). Dobijemo li rezultat različit od [1],, broj p sigurno nije prost. 
Međutim, ukoliko je rezultat jednak [1],, to još ne znači da je broj p prost, jer 
mala Fermatova teorema daje samo potreban, ali ne i dovoljan uvjet za prostost. 
U tom slučaju se kaže da je p pseudoprosti broj po bazi b (u nekim knjigama 
pojam pseudoprostosti se definira na nešto drugačije načine, koji nisu posve 
ekvivalentni definiciji koja je data ovdje). Dakle, svi prosti brojevi su ujedno i 
pseudoprosti po svakoj bazi, ali broj koji je pseudoprost po nekoj bazi ne mora 
biti prost. Na primjer, broj 341 je pseudoprost po bazi 2, jer je ([2]341) = [1]s4, 
što nije teško provjeriti. Ipak, broj 341 nije prost, jer je 341 = 11-31. Prije nego 


! John Wilson (1741-1793), britanski matematičar. 


što pokažemo kako se zaista možemo uvjeriti u prostost nekog broja (a ne samo 
u pseudoprostost po izabranoj bazi), razmotrimo jedan primjer. 


> Primjer: Pokazati da Fermatov broj Fs = 2+ 1 nije prost. 


Ovaj primjer historijski interesantan. Naime, Fermat je bio ubjeđen da je 
Fermatov broj Fs = 4294967297 prost. U njegovo vrijeme, bez pomoći računskih 
mašina, brutalno traženje da li ovaj broj ima djelioce bio bi uzaludan posao. 
Međutim, postoji mnogo načina da se pokaže da ovaj broj nije prost, bez traženja 
njegovih eventualnih djelilaca. Ironično je da se jedan od načina zasniva upravo 
na maloj Fermatovoj teoremi, koju se Fermat nije sjetio da primijeni. Zaista, 
ukoliko nađemo neki broj b za koji je (blr) £ [1]f, to je siguran dokaz da F; 
nije prost broj. Takav broj b ne treba dugo tražiti — naime, ova nejednakost je 
ispunjena već za b =3. Zaista, za b =3 imamo: 


(Blr;)" = [3"]r, = [9]r, 
(Mlp = (Bl) = (Mr) = [81]r, 
(Blr;)" = (131997 = (811r, = [6561]r, 
(Blr;)'" = (131) = ([6561]r,)? = [43046721 ]r, 


([31.)% = ((3B1r;)'9? = ([43046721]r,)? = [1853020188851841]r. = 
= [mod(1853020188851841, F5)|r, = [37932014581y, 


([31,)% = (([31e,)'9)* = ([3793201458].)“ = [143883773009733257641r, = 
= [mod(14388377300973325764, Fs)]r, = [1461798105]r, 
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MBIT = 3l)?” = (Bl)? )? =... = [3029026160], 

S obzirom da je rezultat različit od [1]p., Fermatov broj Fs nije prost. Ovdje 
nije bilo potrebe da prikazujemo kompletan postupak, koji zahtijeva ukupno 32 
kvadriranja. Ovo je nesumnjivo dosadan i naporan postupak, ali je on posve 
izvodljiv u razumnom vremenu čak uz upotrebu samo papira i olovke. Dakle, 
Fermat je mogao utvrditi da F; nije prost broj, i to koristeći svoj vlastiti alat, ali 
to ipak nije učinio (bolje rečeno, nije se sjetio da to može učiniti). Napomenimo 
da baza b=2 ne bi dala potvrdu složenosti ovog broja, odnosno Fs je 
pseudoprost po bazi 2. Zaista, do rezultata jednakog jedinici došli bismo već 
nakon šestog kvadriranja. Također, bitno je primijetiti da Fermatova teorema 
samo daje činjenicu da broj F; nije prost, odnosno da ima proste faktore, ali ne 
daje nikakvu informaciju o tome kako glase njegovi prosti faktori (usput, oni 
glase 641 i 6700417). 


Već smo rekli da ukoliko smo se uvjerili u pseudoprostost broja p po nekoj 
bazi, to ne znači da je on zaista prost. Međutim, test možemo ponoviti više puta, 
birajući svaki put drugačiju bazu b po slučajnom izboru. Ukoliko u bilo kojem 
pokušaju dobijemo ([2],)" -+ [1] p broj p sigurno nije prost. Međutim, ukoliko 
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stalno dobijamo da je ([2],)" -= [1] p to je veoma dobra indikacija (mada ne i 
posve sigurna) da je broj p prost, pri čemu pouzdanost takvog zaključka raste sa 
povećanjem broja testova. Opisani način testiranja broja p na prostost naziva se 
Fermatov test. 


Fermatov test je zaista jednostavan. Međutim, problem sa ovim testom je što 
postoje složeni brojevi koji su izuzetno otporni na njega. Naime, R. Carmichael ' 
je pokazao da postoje složeni brojevi koji su pseudoprosti u odnosu na svaku 
bazu b koja je relativno prosta sa njima. Oni se nazivaju Carmichaelovi brojevi. 
Recimo, prva dva Carmichaelova broja glase 561 1 1105. Stoga, jedina šansa da 
Fermatov test utvrdi složenost nekog Carmichaelovog broja p je da se slučajno 
odabrere takva baza b manja od p za koju je NZD(b,p) £ 1. To je moguće jedino 
ukoliko je b umnožak nekog od faktora broja p. Recimo, za Carmichaelov broj 
561, čiji su prosti faktori 3, 11 i 17, Fermatov test sa bazom b=3 će utvrditi 
njegovu složenost. Međutim, ukoliko broj p ima velike proste faktore, tada je 
vjerovatnoća da će se slučajno odabrati upravo takva baza zanemarljiva, tako da 
je utvrđivanje složenosti takvih brojeva Fermatovim testom praktično nemoguće. 
Napomenimo da je već sama činjenica da je NZD(b, p) #1 za neko b < p siguran 
znak da p nije prost, ali ta spoznaja nam nije ni od kakve koristi. Također je 
interesantno istaći da za Carmichaelove brojeve vrijedi ([b],)" = [b], za svaki 
cijeli broj b, neovisno da li je on relativno prost sa p ili nije (ista stvar vrijedi i 
za proste brojeve, tako da je test zasnovan na ovoj relaciji posve nemoćan da 
napravi razliku između Carmichaelovih i prostih brojeva). 


Vidjeli smo da su Carmichaelovi brojevi veliki problem za Fermatov test. 
Srećom, postoji neznatna modifikacija opisanog postupka, poznata pod nazivom 
Miller'-Rabinov* test, koja je daleko pouzdanija. Da bismo opisali ovaj test, 
potrebna nam je sljedeća generalizacija male Fermatove teoreme. Neka je 2 
najveći stepen dvojke sa kojim je broj p—1 djeljiv, tj. k= max (1|2'| p-1). Može 
se dokazati da ukoliko je p prost broj, tada za svaku bazu b <p mora vrijediti ili 
(151) =[p-1], za neko i=1.. k, ili (151) "9"? = [1],. Dakle, ukoliko ovi 
uvjeti nisu ispunjeni, broj p sigurno nije prost. Međutim, njihovo ispunjenje ne 
garantira da je p zaista prost. Stoga se za broj p koji zadovoljava ove uvjete kaže 
da je jaki pseudoprosti broj (engl. strong pseudoprime) po bazi b. Motivacija za 
ovaj naziv potiče od činjenice da je svaki jaki pseudoprosti broj po nekoj bazi 
ujedno i pseudoprosti broj po istoj bazi, ali obrnuto ne mora biti. Recimo, vidjeli 
smo da je broj 341 pseudoprost po bazi 2, ali on nije ujedno i jaki pseudoprosti 
broj po istoj bazi, s obzirom da vrijedi ([21341)'"#[3401341, ([2134)% # [3401341 i 
([21341)% # (1134. Dalje, iz definicije je jasno da je svaki prosti broj također i jaki 
pseudoprosti broj po svakoj bazi. Da obrnuto ne vrijedi, možemo vidjeti na 
primjeru broja 2047, koji je složen, ali je ipak jaki pseudoprosti broj po bazi 2, s 
obzirom da vrijedi ([21047)'" = (11504. 


! Robert Daniel Carmichael (1879-1967), američki matematičar. Bavio se diferencijalnim jednačinama, 
teorijom relativnosti i teorijom brojeva. 
Gary L. Miller, američki naučnik. Bavi se teorijom brojeva i teorijskom kompjuterskom naukom. 


3 Michael O. Rabin, izraelski naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. 
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Miller-Rabinov test se sada izvodi tako što se za broj koji se testira na 
prostost vrši gore opisano ispitivanje njihove jake pseudoprostosti korištenjem 
raznih slučajno odabranih baza. Međutim, za razliku od obične pseudoprostosti, 
za koju postoje složeni brojevi koji su pseudoprosti praktično po svakoj bazi 
(Carmichaelovi brojevi), dokazano je da svaki složeni broj n može biti jaki 
pseudoprosti broj po najviše 25% baza manjih od n. Drugim riječima, ukoliko je 
neki broj složen, vjerovatnoća da on neće biti jaki pseudoprost broj po nekoj 
nasumice izabranoj bazi (tj. da će biti detektiran kao složen) veća je od 0.75, 
odnosno vjerovatnoća da testiranje nekog složenog broja na pseudoprostost po 
nasumice izabranoj bazi neće prepoznati taj broj kao složen manja je od 0.25. 
Ukoliko sada testiranje ponovimo k puta sa k različitih nasumice izabranih baza, 
vjerovatnoća da eventualna složenost broja koji se testira neće biti prepoznata 
postaje manja od 0.25“. Ova vrijednost rapidno opada sa porastom k. Recimo, za 
k= 20, vjerovatnoća da Miller-Rabinov test ne prepozna složen broj kao složen 
manja je od 107“, što je manje od vjerovatnoće hardverske ili softverske greške 
na računaru na kojem se vrši testiranje. Također, poznato je da je u većini 
slučajeva test dovoljno ograničiti na male baze. Recimo, za testiranje prostosti 
brojeva sa manje od 15 cifara, njihova prostost je garantirana ukoliko su oni jaki 
pseudoprosti brojevi po bazama 2, 3, 5, 7, 11, 131 17. Zbog svoje jednostavnosti 
i pouzdanosti, Miller-Rabinov test je danas najviše korišteni algoritam za 
testiranje prostosti velikih brojeva. 


Algoritmi poput gore opisanog Fermatovog testa i Miller-Rabinovog testa, 
koji se zasnivaju na generiranju slučajnih brojeva, nazivaju se randomizirani 
algoritmi. Ovi algoritmi također spadaju u probabilističke algoritme, što znači 
da dovode do rješenja samo sa određenom vjerovatnoćom. Pri tome, za ova dva 
algoritma je karakteristično da je jedan od mogućih odgovora (tj. odgovor “broj 
je složen“) apsolutno pouzdan, dok drugi mogući odgovor (tj. odgovor “broj je 
prost") možemo dobiti samo sa određenim stepenom vjerovatnoće, koji možemo 
učiniti onoliko bliskim jedinici koliko to želimo, ukoliko test izvodimo dovoljno 
dugo. Probabilistički algoritmi koji posjeduju to svojstvo nazivaju se Monte 
Carlo algoritmi. Postoji i druga vrsta probabilističkih algoritama, koji se nazivaju 
Las Vegas algoritmi. Kod takvih algoritama, ukoliko dobijemo bilo kakav 
odgovor, on je apsolutno pouzdan, međutim postoji izvjesna (obično mala) 
vjerovatnoća da nećemo dobiti nikakav odgovor. 


Interesantno je napomenuti da postoje randomizirani algoritmi koji nisu 
probabilistički, odnosno koji uvijek dovode do rješenja, koje je posve sigurno, 
iako koriste slučajne brojeve. Kasnije ćemo se upoznati sa nekim primjerima 
takvih algoritama. Također, treba istaći da probabilistički algoritmi u načelu ne 
moraju ujedno biti i randomizirani, mada gotovo uvijek jesu. 


5.11* Linearne kongruencije 
Ukoliko su a, bi m>0 cijeli brojevi koje smatramo poznatim, tada se 


relacija oblika ax =b (mod m) naziva linearna kongruencija sa nepoznatom x. 
Pod rješenjem ove kongruencije smatramo svaku vrijednost x koja zadovoljava 
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ovu relaciju, odnosno za koju zaista vrijedi ax = b (mod m). Nije teško vidjeti da 
rješenje linearne kongruencije nikada nije jednoznačno, s obzirom da ukoliko je 
x rješenje, tada je rješenje i svaki broj y takav da je y=x (mod m). Ukoliko pod 
tipičnim rješenjima linearne kongruencije smatramo ona rješenja za koja vrijedi 
O0<x<m tada su sva njena rješenja ili tipična, ili su kongruentna sa nekim od 
tipičnih rješenja. Prema tome, poznavanje tipičnih rješenja je sasvim dovoljno da 
znamo sva rješenja. Stoga se smatra da je linearna kongruencija riješena kada se 
odrede njena tipična rješenja. Primijetimo još da linearnu kongruenciju možemo 
napisati i u obliku {al,:{xl,= [b]m, koji predstavlja linearnu jednačinu u 
modularnoj aritmetici. 


Postoji mnogo načina za rješavanje linearnih kongruencija. Na primjer, one 
se veoma lako svode na linearne Diofantove jednačine. Zaista, na isti način kao i 
pri određivanju inverznog elementa za množenje klasa ostataka, lako je pokazati 
da je linearna kongruencija ax =b (mod m) ekvivalentna Diofantovoj jednačini 
ax+my = b. Prema tome, ona je rješiva ako i samo ako je NZD(a, m) |b. Pored 
toga, nije teško pokazati da je broj njenih tipičnih rješenja upravo NZD(a, m). 
Stoga, ukoliko je NZD(a, m) = 1, tipično rješenje je jedinstveno. Također, lako je 
pokazati da ukoliko je xy najmanje tipično rješenje, tada sva rješenja možemo 
izraziti u obliku x = xy (mod m / NZD(a,m)). 


> Primjer: Riješiti linearnu kongruenciju 51 x=9 (mod 69). 


Ova kongruencija je ekvivalentna Diofantovoj jednačini 51x+69y=9. 
Kako je NZD(51,69) =3 i 3/9, kongruencija je rješiva i očekujemo 3 tipična 
rješenja. Dijeljenjem sa 3 dobijamo 17 x+23 y= 3. Prošireni Euklidov algoritam 
daje rastavu 1=—4-:17+3-23, na osnovu čega je x=—12+23f1 pri čemu je t 
proizvoljan cijeli broj. Tražimo li tipična rješenja, mora vrijediti 0<x <69, 
odnosno 1<1<3, što daje tipična rješenja x=11, x=34 i x=57. Stoga, sva 
rješenja razmatrane kongruencije možemo izraziti u obliku x=11 (mod 69), 
x =34 (mod 69) ix = 57 (mod 69) ili, alternativno, u obliku x = 11 (mod 23). 


Drugi način rješavanja linearne kongruencije ax=b(mod m) zasniva se na 
njenom tretiranju kao jednačine [a]m: [x]m= [b]m u modularnoj aritmetici. 
Uzmimo prvo da je NZD(a, m) = 1. Pod tim uvjetom, element [a]„ ima inverzni 
element ([a]„)" za operaciju množenja, te množenjem obje strane jednačine sa 
((al,) ' neposredno dobijamo rješenje u obliku [x],,= ([a] ! +*[b]m. Ovaj način 
rješavanja je interesantan jer ukazuje na uočljivu analogiju sa klasičnim 
linearnim jednačinama oblika ax =D, čija se rješenja mogu napisati u obliku 
x=a '-b. Bez obzira na prividnu jednostavnost ovako dobijenog rješenja, ostaje 
problem računanja ([a],) '. Ukoliko ovu vrijednost računamo svođenjem na 
linearnu Diofantovu jednačinu, ne dobijamo ništa suštinski novo u odnosu na 
već opisani metod rješavanja svođenjem čitave linearne kongruencije na linearnu 
Diofantovu jednačinu, osim prividno lijepo zapisanog rješenja. Međutim, vidjeli 
smo da iz Fermat-Eulerove teoreme slijedi ([a],,)" = ([a],,)?“"", tako da rješenje 
možemo zapisati i u obliku [x]m = ([a] m)?” - [b]m. Vrijednost ([a],,)?"-' može 
se izračunati metodom kvadriraj-i-množi, tako da u slučaju kada vrijednost (m) 
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linearnu Diofantovu jednačinu, koji dalje zahtijeva primjenu proširenog 
Euklidovog algoritma, ili nekog srodnog metoda rješavanja. Također, ovaj 
metod može biti praktičan ukoliko treba riješiti veliki broj različitih linearnih 
kongruencija kod kojih je koeficijent a i modul m isti, ali se razlikuje vrijednost 
koeficijenta b. Naime, tada je dovoljno samo jednom izračunati inverzni element 
([a],,) , koji dalje možemo koristiti za rješavanje svih kongruencija. 


Pretpostavimo sada da je NZD(a,m) =d+ 1. U tom slučaju, inverzni element 
([a],) ne postoji, pa gore opisani metod nije direktno primjenljiv. Međutim, u 
tom slučaju, kongruencija ax =b (mod m) je rješiva samo ako je d |b, iz čega 
slijedi da su tada sva tri broja a, b i m djeljiva sa d. Ako sada uvedemo oznake 
a'=ald,b =b/d i m =m/d, na osnovu osobina kongruencija zaključujemo da 
mora vrijediti a’ x = b? (mod m`). Kako je NZD(a*, m?) = 1, na novu kongruenciju 
možemo primijeniti gore opisani metod, tako da imamo [x]w = (leme) [P] 
odnosno [x]m;a = ([a/ dlma) - [b/d ]m;a. Tako dobijeno rješenje lako prevodimo 
u oblik iskazan preko kongruencije po modulu m = m/d. 


> Primjer: Riješiti linearnu kongruenciju 51 x=9 (mod 69) metodom svođenja 
na jednačinu modularne aritmetike. 


Kako je NZD(51,69) =3, ovu kongruenciju ćemo prvo podijeliti sa 3, čime 
dobijamo kongruenciju 17x=3 (mod 23). Napišemo li ovu kongruenciju u vidu 
jednačine (17123: (xl23 = (3123, neposredno slijedi [x]23 = (1712) ' 13123. Ostaje da 
izračunamo (17123) '. Ilustracije radi, koristićemo Fermat-Eulerovu teoremu. 
Kako je (23) =22, imamo ([17]3)" = ([17]23)'. Sada imamo ((1713) = (1312, 
([17]3)“ = ((13129)* = (8123, (117122)" = (18123) = 118123, (L17123) ® = (181237 = [213 
i ({17123)"' = (117]29)"%- ([17]29)%+ [17123 = [2123+ 18123: 17123 = (19123. Tako konačno 
imamo [x]l23=[19]23:[3]23=[11]23, odnosno rješenje razmatrane kongruencije 
možemo iskazati u obliku x = 11 (mod 23). 


U nekim slučajevima je potrebno razmatrati i linearne kongruencije sa više 
nepoznatih, odnosno relacije oblika axı + azx2 +... + a„Xn = b (mod m) pri čemu 
SU di, 62, ... An, bi m> Q poznate vrijednosti, a x1, X2, ..., Xn nepoznate vrijednosti 
koje treba odrediti da relacija bude zadovoljena. Nije teško pokazati da je uvjet 
rješivosti ovakvih kongruencija NZD(aı, a2, ..., 4,» M) |b. Njihovo rješavanje izvodi 
se postepenom redukcijom promjenljivih. Pretpostavimo da je kongruencija 
rješiva i napišimo je u obliku axı +a2x2+ ... + an1Xn-1 ED—a,x, (mod m) pri 
čemu ćemo privremeno pretpostaviti da x, nije nepoznata, nego parametar koji 
ćemo naknadno odrediti. Da bi ova kongruencija sa n—1 nepoznatih bila rješiva, 
mora vrijediti NZD(a,, d2, ..., 4,1, Mm)|b—a,x,, što se može izraziti u obliku 
kongruencije a,x, =b (mod NZD(a,, a2, ..., 4,1, m)). Njenim rješavanjem možemo 
dobiti vrijednosti nepoznate x,. Pri tome, tipična rješenja za nepoznatu x, 
polazne kongruencije biće ona rješenja za koje vrijedi 0<x,<m, što može 
uključivati i neka rješenja koja nisu tipična za kongruenciju sa jednom 
nepoznatom iz koje smo odredili x,. Sada, uvrštavanjem svakog od tipičnih 
rješenja za x, u relaciju a;X; + a42X2 +... + an-1Xn-1 = b— a,X, (mod m) dobijamo po 
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jednu kongruenciju sa jednom nepoznatom manje, na koju dalje možemo 
primijeniti isti postupak. 


Iz izloženog se može primijetiti da broj pomoćnih kongruencija koje treba 
riješiti drastično raste sa porastom broja nepoznatih. Međutim, sve kongruencije 
koje treba riješiti razlikuju se samo u vrijednosti slobodnog koeficijenta, tako da 
je za njihovo rješavanje posebno pogodan ranije opisan metod zasnovan na 
modularnoj aritmetici. Također, broj tipičnih rješenja linearnih kongruencija sa 
više nepoznatih može biti ogroman, pogotovo za veći broj nepoznatih. Naime, 
može se pokazati da je ukupan broj međusobno nekongruentnih tipičnih rješenja 
razmatrane linearne kongruencije sa n nepoznatih, pod uvjetom da je ona rješiva, 
dat izrazom NZD(a), a2, ..., An m) m”. Tako, na primjer, za m= 100, n=4 i 
NZD(a1, 2, ..., An, M) = 1 imamo čak 1000000 međusobno nekongruentnih tipičnih 
rješenja. Stoga se tipična rješenja linearnih kongruencija sa više nepoznatih 
obično izražavaju u vidu kompaktnih formula koje sadrže pomoćne parametre, 
kao što će biti vidljivo iz primjera koji slijedi. 


> Primjer: Riješiti linearnu kongruenciju 9 x+ 10 y =25 (mod 12). 


S obzirom da je NZD(9, 10,12) = 1 i 1[25, kongruencija je rješiva, pri čemu 
je broj njenih tipičnih rješenja iznosi NZD(9, 10, 12) +125 = 12. Napišimo sada 
ovu kongruenciju u obliku 9x=25—10y (mod 12), pri čemu y posmatramo kao 
parametar. Kako je NZD(9, 12) = 3, rješenje postoji samo ako vrijedi 3125—10y, 
odnosno ako je 10y =25 (mod 3). Lako se vidi da je rješenje ove kongruencije dato 
kao y= 1 (mod 3), što se može zapisati kao y=1+3f, pri čemu je ł proizvoljan 
cijeli broj. Tipična rješenja za y polazne kongruencije dobijamo uz ograničenje 
0< y<12, tako da tipična rješenja za y glase y=1, y=4, y=7 i y=10. Ova 
rješenja možemo kompaktno zapisati kao y= 1 +3+1, gdje je t cijeli broj za koji 
vrijedi 0< 1£<3. Ukoliko sada vratimo nađene vrijednosti za y u kongruenciju 
9x=25-10y (mod 12), dobijamo četiri različite kongruencije 9x = 15 (mod 12), 
9x=-15(mod 12), 9x=-45(mod 12) i 9x=-75 (mod 12), čijim rješavanjem 
dobijamo vrijednosti za x koje odgovaraju svakoj od nađenih vrijednosti za y. 


Ove četiri kongruencije koje trebamo riješiti možemo zapisati kompaktno 
kao 9x=15—301(mod 12) uz 0<1<3 i te Z. Kako se one razlikuju samo u 
slobodnom koeficijentu, možemo ih rješavati istovremeno metodom svođenja na 
modularnu aritmetiku. Kako je NZD(9, 12) =3, kongruenciju treba podijeliti sa 
3, čime dobijamo 3x=5—101(mod 4) odnosno [3]4:Lrla=[5-—107]4, odakle 
direktno slijedi [x]4 = (3197 +[5—107]4. Lako se vidi da je (197 =1|314, pa 
imamo [x]4= [3]4; [5- 10t]; = [15 -30¢t]4 = [4 (3-8 +3 +2 t]4 = [3 +2t]4. Slijedi 
da rješenje za x možemo zapisati kao x=3+2t+4s, gdje su fi s proizvoljni 
cijeli brojevi. Da bismo dobili tipična rješenja za x, mora biti 0< x< 12. Odavde 
slijedi ograničenje -(3+27)/4 < s < (9—21)/4. Stoga tipična rješenja kongruencije 
možemo zapisati kao x=3+2t+4siy=1+3t, pri čemu je te Z, se 4,0<1<3 
i—(3+20/4<s<3-t/2. Ukupan broj parova vrijednosti fi s koji zadovoljavaju 
ova ograničenja je 12, tako da zaista dobijamo 12 tipičnih rješenja. Raspisano, 
ova rješenja glase (sortirano u leksikografski poredak): 
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x=1,y=4 x=1,y=10 x=3,y=1 x=3,y=7 
x=5,y=4 x=5,y=10 x=7,y=1 x=17,y=7 
x=9,y=4 x=9,y=10 x=1l1,y=1 x=l1l,y=4 


Sva ostala rješenja kongruentna su sa jednim od ovih 12 rješenja po modulu 
12. Recimo, jednu porodicu rješenja možemo iskazati u obliku x = 1 (mod 12), 
y=4(mod 12). Sva rješenja možemo kompaktno izraziti ako uklonimo sva 
ograničenja na prarametre f i s osim cjelobrojnosti, odnosno ona su data kao 
x=3+2t+4siy=1+3f gdje su fi s proizvoljni cijeli brojevi. 


Opisani metod nije jedini metod rješavanja linearnih kongruencija sa više 
nepoznatih. Recimo, linearne kongruencije sa n nepoznatih mogu se rješavati i 
svođenjem na linearne Diofantove jednačine sa n+1 nepoznatih. Zaista, slično 
kao za slučaj linearne kongruencije sa jednom nepoznatom, lako se vidi da se 
kongruencija axı +a2X2 + ... + AnXn =b (mod m) može izraziti u vidu linearne 
Diofantove jednačine a,X1+42X2+...+đpXn+MXnsr = b. Međutim, ovaj metod u 
suštini nije ništa jednostavniji od prethodno opisanog metoda, s obzirom da je 
rješavanje linearnih Diofantovih jednačina sa više od dvije nepoznate također 
prilično glomazan postupak. 


> Primjer: Riješiti linearnu kongruenciju 9x+10y =25 (mod 12) svođenjem 
na Diofantovu jednačinu. 


Ova kongruencija ekvivalentna je sa linearnom Diofantovom jednačinom 
9x+10y+12z=25. Ovu jednačinu ćemo rješavati tako da posljednja razmatrana 
promjenljiva bude z, s obzirom da nam njene vrijednosti nisu potrebne nizašta. 
Napišimo jednačinu u obliku 10y+12z=25-—9x i posmatrajmo x kao parametar. 
Kako je NZD(10, 12) = 2, rješenja za y i z postoje sako ako je 2[25—9x, odnosno 
ako je 9x+2k=25, gdje je k neki cijeli broj. Ovim smo dobili linearnu 
Diofantovu jednačinu sa dvije nepoznate. Imamo NZD(9,2)=1, a primjena 
proširenog Euklidovog algoritma daje rastavu 1 = 1-9-4-2, na osnovu čega 
slijedi x =25+2t, gdje je t proizvoljan cijeli broj. Sa tako nađenim x ćemo se 
vratiti u jednačinu 10y+122=25—9x, koja postaje 10y+12z=—200—187. Nakon 
dijeljenja sa NZD(10, 12) =2, imamo 5y+6z=—100—9:, gdje je NZD(5,6) =1. 
Prošireni Euklidov algoritam daje rastavu 1 =—1-5+ 1-6, tako da za y dobijamo 
rješenje y=—1:(—-100—97)+6s=100+91+6s, gdje je s također proizvoljan cijeli 
broj. Dakle, sva rješenja polazne kongruencije mogu se izraziti kao x=25+2ti 
y=100+91+6s, gdje su fi s proizvoljni cijeli brojevi. 


Bez obzira što smo ovim postupkom dobili rješenja koja su izražena na 
drugačiji način u odnosu na rješenja dobijena prethodnim metodom, ona su 
ekvivalentna, odnosno može se pokazati da u oba slučaja dobijene formule 
generiraju isti skup rješenja. Specijalno, ukoliko nas zanimaju tipična rješenja, 
možemo postaviti ograničenja0<x<1210<y < 12, što uz standardni zahtjev za 
cjelobrojnost s i t daje dodatna ograničenja za fi s koja se mogu izraziti u obliku 
—12<1<-71-(100+97)/6<s<—(88 +97)/6. Nije teško vidjeti da opet imamo 


258 


12 mogućih kombinacija za ft i s koje zadovoljavaju ova ograničenja, te da na 
kraju dobijamo ista tipična rješenja kao i prethodno opisanim postupkom. 


5.12" Sistemi linearih kongruencija 


U praktičnim primjenama elementarne teorije brojeva često se javlja potreba 
za rješavanjem sistema linearnih kongruencija. Ovdje ćemo razmotriti nekoliko 
tipova takvih sistema koji imaju praktični značaj. Prvo ćemo razmotriti sisteme 
linearnih kongruencija sa jednom nepoznatom. Neka je dat sistem od k 
kongruencija oblika a;x =b;(mod m;), i=1..k. Jasno je da je ovaj sistem može 
biti rješiv samo ako je svaka od ovih kongruencija rješiva sama za sebe, stoga 
pretpostavimo da je to ispunjeno. Tada, nakon što svaku od ovih kongruencija 
riješimo zasebno, dobijamo skupinu relacija oblika x= c;(mod n;), i=1..k. Stoga 
proučavanje sistema linearnih kongruencija sa jednom nepoznatom možemo 
ograničiti na proučavanje sistema upravo ovakvog oblika. 


Pretpostavimo da je dat sistem linearnih kongruencija oblika x = c; (mod n;), 
i=1..k. Iz prve kongruencije x=c; (mod nı) slijedi x=cı+nıtı pri čemu je fı 
proizvoljan kakav cijeli broj. Odredimo sada f; tako da bude zadovoljena i druga 
kongruencija. Uvrštavanjem izraza za x u drugu kongruenciju x=c, (mod m) 
dobijamo c;+n;t; = c2 (mod m) odnosno nı tı =c2—c; (mod m). Ovo je linearna 
kongruencija sa nepoznatom f;. Da bi ona bila rješiva, mora biti ispunjen uvjet 
NZD(n,,n2)|c,—c;. U suprotnom, ona nije rješiva, pa nije rješiv ni sistem koji 
želimo riješiti. Stoga pretpostavimo da je ovaj uvjet ispunjen. Rješavanjem ove 
kongruencije dobijamo rješenje u obliku f;=d;(mod n2/NZD(ni,m2)), koje se 
može zapisati u obliku fi = dı +m t,/NZD(n,, n) pri čemu je t, proizvoljan cijeli 
broj. Sada, uvršavanjem nađene vrijednosti za f, nazad u izraz x=c1+niti 
dobijamo x = dı + NZS(n,, m) h, jer je nino /NZD(N,, 12) = NZS(n,, m). Jasno je da 
ovaj postupak možemo nastaviti dalje 1 odrediti t), tako da bude zadovoljena i 
treća kongruencija, itd. Kada dođemo do posljednje kongruencije, na kraju ćemo 
dobiti izraz oblika x = d,_,+NZS(n,, m, ... Ng) tx gdje je tx proizvoljan cijeli broj. 
Ovaj izraz možemo zapisati i u obliku x = dx (mod NZS(ni, m, ...,74)). U svakom 
slučaju, ovo predstavlja rješenje traženog sistema. Nije teško pokazati da je 
opisani postupak moguće provesti do kraja ako i samo ako ukoliko su ispunjeni 
uvjeti NZD(n;, n;))| c;— c; za sve i,j=1..k, ij. Drugim riječima, ovi uvjeti ujedno 
predstavljaju uvjete rješivosti razmatranog sistema. 


> Primjer: Riješiti sistem kongruencija 5x= 1 (mod 6), 6x=18(mod 20) i 
7x=11 (mod 15). 


Prvo treba svaku od ovih kongruencija riješiti zasebno, nakon čega dobijamo 
sistem x = 5 (mod 6), x=3 (mod 10) ix=8 (mod 15). Iz prve kongruencije slijedi 
x=5+6ft; gdje je t; proizvoljan cijeli broj. Uvrštavanjem ovog rezultata u drugu 
kongruenciju dobijamo 5 +61; = 3 (mod 10), odnosno 6t; = —2 (mod 10). Rješenje 
ove kongruencije je tı =3 (mod 5), odnosno tr=3+5%, gdje je t) proizvoljan 
cijeli broj. Vraćanjem u izraz x=5+6ft, dobijamo x=23+301. Sada ćemo 
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uvrstiti ovaj rezultat u treću kongruenciju, čime dobijamo 23 + 301, = 8 (mod 15), 
odnosno 301, =—15 (mod 15). Rješenje ove kongruencije je + =0 (mod 1), što 
zapravo znači da % može biti proizvoljan cijeli broj. Slijedi da na kraju imamo 
x=23+30t, odnosno x =23 (mod 30). Ovaj rezultat ujedno predstavlja rješenje 
polaznog sistema, s obzirom da smo zadovoljili sve kongruencije. 


Za praktične primjene su od osobite važnosti sistemi linearnih kongruencija 
oblika oblika x = c;(mod n;), i=1..k kod kojih su ispunjeni uvjeti NZD(n;, nj) = 1 
za sve i,j=1..k, i£j. Jasno je da su takvi sistemi uvijek rješivi. Međutim, za 
njihovo rješavanje postoji mnogo jednostavniji postupak od gore opisanog općeg 
postupka, koji slijedi iz tzv. kineske teoreme o ostacima (neke specijalne 
sisteme ovog tipa rješavao je kineski matematičar Sun Tziš' negdje između III i 
V vijeka nove ere, dok je opću formulaciju teoreme dao Ch'in Chiu-Sao", 
također Kinez, sredinom XIII vijeka nove ere). Prema ovoj teoremi, rješenje 
takvih sistema dato je formulom x = x1 + 2x2 + ... + Az xg (mod nn... ng), gdje 
je à= (nmn... nk)/n;, i=1..k, dok su x; ma koja rješenja linearnih kongruencija 
Aix;=c;i(mod n), i=1..k. Ono rješenje za koje vrijedi 0 <x <nn2...ng nazivamo 
tipično rješenje. Jasno je da je tipično rješenje jedinstveno, dok su sva ostala 
rješenja kongruentna sa njim po modulu 71,712... ng. 


> Primjer: Pronaći najmanji prirodan broj koji pri dijeljenju sa 2, 3 i 5 daje 
ostatke 1, 2 i 4 respektivno. 


Problem se očito svodi na nalaženje tipičnog rješenja sistema kongruencija 
x=1(mod 2), x=2 (mod 3) i x=4(mod 5). Ovaj sistem ćemo riješiti koristeći 
kinesku teoremu o ostacima. Imamo nimnon3 = 30, A; =30/2=15,Ab=30/3=10i 
143=30/5=6, tako da u skladu sa kineskom teoremom o ostacima, rješenje 
možemo predstaviti u obliku x= 15x; + 10 x2 + 6 x3 (mod 30), pri čemu su xı, x2 i 
x3 ma koja rješenja linearnih kongruencija 15x; = 1 (mod 2), 10x2 =2 (mod 3) i 
6x;=4(mod 5). Dalje, tipična rješenja svake od ovih kongruencija (koja je 
najlakše naći pogađanjem, s obzirom da su svi moduli mali brojevi) glase 
respektivno x;=1, x,=2 i x3=4. Stoga je opće rješenje sistema dato kao 
x=15-1+10-2+6-4= 59 (mod 30). S obzirom da tražimo tipično rješenje, to je 
očigledno x = 29, što ujedno predstavlja rješenje postavljenog problema. Pored 
toga, sva rješenja razmatranog sistema kongruencija mogu se praktičnije izraziti 
preko tipičnog rješenja kao x =29 (mod 30). 


Već je rečeno da sistemi linearnih kongruencija koje se mogu riješiti preko 
kineske teoreme o ostacima imaju veliku praktičnu primjenu. Recimo, takvi 
sistemi se javljaju pri rješavanju kongruencija višeg reda, o čemu ćemo kasnije 
govoriti. Pored toga, na kineskoj teoremi o ostacima mogu se zasovati prilično 
efikasni algoritmi za implementaciju računskih operacija sa veoma velikim 
brojevima na višeprocesorskim ili distribuiranim računarskim arhitekturama, o 
čemu je moguće naći više informacija u široj literaturi. 


! Sun Tzii (ca. 400— ca. 460), kineski matematičar. Bavio se astronomijom. 
2 Ch'in Chiu-Sao (1208-1261), kineski matematičar. Veći dio života se bavio politikom. 
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Sada ćemo preći na razmatranje sistema linearnih kongruencija sa više 
nepoznatih. Kako je svaka kongruencija oblika X=Y (mod m) ekvivalentna sa 
kongruencijom oblika pX=pY (mod mp) gdje je p ma kakav cijeli broj, uvijek 
možemo postići da sve kongruencije budu po istom modulu. Zaista, neka je dat 
sistem od od k kongruencija po modulima mi, m, ..., Mx respektivno, i neka je 
M = NZS(m;, mo, ..., my). Tada, množenjem obje strane i modula i-te kongruencije 
sa M/m; za sve i=1..k dolazimo do ekvivalentnog sistema u kojem su sve 
kongruencije po modulu M. Na primjer, neka je dat sistem 4x—3y = 1 (mod 10) i 
5x+7y=3 (mod 15). Množenjem obje strane i modula prve kongruencije sa 3, a 
druge kongruencije sa 2, dobijamo sistem kongruencija 12x—9y =3 (mod 30) i 
10x+14y=6 (mod 30) u kojem su obje kongruencije po istom modulu. Slijedi 
da bez umanjenja općenitosti možemo razmatrati samo sisteme u kojima sve 
kongruencije imaju isti modul m. 


Sistemi linearnih kongruencija sa istim modulom mogu se riješiti tehnikama 
eliminacije koje su veoma slične načinima rješavanja sistema linearnih jednačina 
sa više nepoznatih. Pri tome, moramo paziti da je množenje obje strane neke 
kongruencije sa nekim brojem (bez promjene modula) dozvoljeno samo ukoliko 
je taj broj relativno prost sa modulom. U suprotnom ćemo dobiti kongruenciju 
koja nije ekvivalentna sa polaznom (preciznije, koja može imati više rješenja od 
polazne). Zaista, neka imamo kongruenciju oblika X = Y (mod m). Ukoliko sada 
pomnožimo obje strane ove kongruencije brojem p za koji je NZD(p,.m)=de=#1, 
dobijamo kongruenciju pX=pY (mod m), koja je, prema pravilima rada sa 
kongruencijama, ekvivalentna sa kongruencijom (p/d)X = (p/d)Y (mod m/d). 
Jasno je da svakom tipičnom rješenju ove kongruencije odgovara d tipičnih 
rješenja po modulu m, koja ne moraju biti i rješenja polazne kongruencije. Iz tog 
razloga, množenje kongruencije sa brojem p koji nije relativno prost sa 
modulom m nije regularna transformacija. Zapravo, kako je u tom slučaju [p],, 
faktor nule i neinvertibilan element, situacija je donekle analogna sa množenjem 
obje strane neke jednačine sa nulom. S druge strane, dozvoljeno je na obje strane 
bilo koje kongruencije dodati odgovarajuće strane bilo koje druge kongruencije 
pomnožene bilo kojim brojem, bio on relativno prost sa modulom ili ne. 
Regularnost ovog postupka nije teško dokazati. 


Proces eliminacije se odvija tako da se serijom regularnih transformacija 
polazni sistem transformira u ekvivalentni sistem u kojem jedna od kongruencija 
sadrži samo jednu nepoznatu (ovo je moguće postići samo ukoliko je broj 
kongruencija jednak ili veći od broja nepoznatih). Ukoliko ta kongruencija nije 
rješiva, nije rješiv ni polazni sistem. Ukoliko je ona rješiva, uvrštavanjem njenog 
rješenja u preostale kongruencije dobijamo sistem koji sadrži jednu kongruenciju 
manje, nakon čega možemo nastaviti isti postupak. U slučaju da ona ima više 
rješenja, treba razmotriti šta se dešava uvrštavanjem svakog od njenih rješenja u 
preostale kongruencije. Naime, neka od njenih rješenja mogu nakon uvrštavanja 
voditi ka nerješivom sistemu po ostalim nepoznatim. Naravno, takvo rješenje 
onda ne dovodi do rješenja čitavog sistema. Ukoliko je broj kongruencija manji 
od broja nepoznatih, ne možemo nikada eliminacijom doći do kongruencije koja 
sadrži samo jednu nepoznatu, nego se proces eliminacije završava kada dođemo 
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do kongruencije koja sadrži k-n+1 nepoznatih, gdje je k broj kongruencija, a n 
broj nepoznatih. Nakon što riješimo tu kongruenciju postupcima za rješavanje 
kongruencija sa više nepoznatih, nastavljamo dalje na identičan način kao i u 
slučaju kada je broj kongruencija jednak ili veći od broja nepoznatih. Prije nego 
što izložimo neka opća razmatranja, postupak ćemo demonstrirati na nekoliko 
primjera, koji ilustriraju različite situacije koje mogu nastupiti u toku rješavanja. 


> Primjer: Riješiti sistem linearnih kongruencija 5x-3y=11 (mod 13), 
2x+7y=6 (mod 13)17x—9y=4 (mod 13) 


Množenje prve kongruencije sa 2 daje kongruenciju 10x—6y = 22 (mod 13). 
Sada, ukoliko na ovu kongruenciju dodamo drugu kongruenciju pomnoženu sa 
—5, dobijamo kongruenciju —41y=—8(mod 13). Slijedi da je polazni sistem 
ekvivalentan sistemu kongruencija —41y=—8 (mod 13), 2x+7y=6 (mod 13) i 
7x—9y =4 (mod 13) u kojem prva kongruencija sadrži samo nepoznatu y. Njeno 
rješenje y = 4 (mod 13) lako nalazimo poznatim postupkom. Uvrstimo sada njeno 
tipično rješenje y = 4 u drugu kongruenciju. Na taj način dobijamo kongruenciju 
2x+28 = 6 (mod 13), odnosno 2x=—22 (mod 13), čije je rješenje x = 2 (mod 13). 
Međutim, do sada treću kongruenciju nismo iskoristili nizašta. Provjera pokazuje 
da dobijeno rješenje za x i y iz prve dvije kongruencije zadovoljava i treću 
kongruenciju (da se to nije desilo, sistem ne bi imao rješenja, jer prve dvije 
kongruencije ne ostavljaju nikakvu drugu mogućnost za x i y). Dakle, rješenje 
ovog sistema može se izraziti u obliku x = 2 (mod 13) i y =4 (mod 13). 


> Primjer: Riješiti sistem linearnih kongruencija 11x-7y=10(mod 15) i 
7x+y=3 (mod 15). 


Ukoliko na prvu kongruenciju dodamo drugu kongruenciju pomnoženu sa 7, 
dobijamo kongruenciju 60x = 31 (mod 15). Polazni sistem je dakle ekvivalentan 
sa sistemom 60x = 31 (mod 15)i7x+y=3 (mod 15). Kako za prvu kongruenciju 
ovog sistema vrijedi NZD(60, 15) = 4, a 31 nije djeljivo sa 4, slijedi da ona nije 
rješiva, tako da nije rješiv ni polazni sistem. 


> Primjer: Riješiti sistem linearnih kongruencija 7x+3y=1(mod 33) i 
2x+27 y=—1 (mod 33). 


Množenje prve kongruencije sa 2 daje kongruenciju 14x+6y = 2 (mod 33). 
Ukoliko na ovu kongruenciju dodamo drugu kongruenciju pomnoženu sa —7, 
dobijamo kongruenciju —183 y = 9 (mod 33), odakle slijedi da je polazni sistem 
ekvivalentnan sistemu —183 y = 9 (mod 33) i 2x+27y=—1 (mod 33). Kako prva 
kongruencija sadrži samo nepoznatu y, možemo je riješiti zasebno. Imamo 
NZD(-183, 33) = 3 i 3[9, tako da je ova kongruencija rješiva. Dijeljenjem sa 3 
dobijamo kongruenciju —61 y=3 (mod 11) čije se rješenje y=5 (mod 11) lako 
nalazi (primijetimo da ovom rješenju odgovaraju tri tipična rješenja y= 5, y= 16 
i y=27). Da ne bismo svako od tipičnih rješenja razmatrali posebno, izrazimo 
opće rješenje ove kongruencije u obliku y=5+11+, gdje je £ proizvoljan cijeli 
broj. Uvrštavanje ovog rješenja u drugu kongruenciju dovodi do kongruencije 
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2x+135+297t=—1 (mod 33) odnosno 2x =—136—2971 (mod 33). Međutim, ova 
kongruencija je potpuno ekvivalentna sa kongruencijom 2x =—136 (mod 33), s 
obzirom da je 297t djeljivo sa 33. Rješavanjem ove kongruencije dobijamo 
x=31 (mod 33). Dakle, rješenje sistema može se izraziti u obliku x = 31 (mod 33) 
iy=5(mod 11). Ukoliko se ograničimo na tipična rješenja, ovaj sistem ima 3 
tipična rješenja: x = 31, y = 5, zatim x = 31, y = 16 i, konačno, x = 31, y = 27. 


> Primjer: Riješiti sistem linearnih kongruencija 12x-9y=3(mod 30) i 
10x+ 14y = 6 (mod 30). 


U ovom primjeru nije posve očigledno kako uopće izvesti eliminaciju bez 
neregularnih množenja, s obzirom da su svi koeficijenti djeljivi ili sa 2 ili sa 3, a 
ti brojevi su faktori od 30. Ipak, to je izvodljivo uz malo domišljatosti (ali ne u 
jednom koraku). Prvo ćemo na prvu kongruenciju dodati drugu kongruenciju 
pomnoženu sa —1, čime dobijamo kongruenciju 2x—23y = —3 (mod 30). Stoga se 
polazni sistem svodi na sistem 2x—23 y =—3 (mod 30) i 10 x+ 14y = 6 (mod 30). 
Sada ćemo na drugu kongruenciju dobijenog sistema dodati prvu kongruenciju 
pomnoženu sa —5, čime se dobija kongruencija 129 y=21 (mod 30). Slijedi da 
smo polazni sistem sveli na sistem 2x—23 y =—3 (mod 30) i 129y=21 (mod 30) 
u kojem druga kongruencija sadrži samo nepoznatu y. Rješenje ove kongruencije 
lako dobijamo u obliku y = 9 (mod 10), tako da ukupno imamo 3 tipična rješenja 
za y, koja potencijalno mogu zadovoljavati sistem. Predstavimo sva rješenja na 
jedinstven način kao y= 9+107 i uvrstimo ovo rješenje u preostalu kongruenciju 
2x—23y =—3 (mod 30). Time se dobija kongruencija 2x—207—2301 = —3 (mod 30) 
odnosno 2x = 204 +230: (mod 30). Da bismo izbjegli rad sa velikim brojevima, 
reduciraćemo sve koeficijente po modulu 30, čime dobijamo kongruenciju 
2x = 24 +20t (mod 30). Kako je NZD(4, 30) = 2, ova kongruencija je rješiva samo 
ako je 2[24+20:. Ovaj uvjet je očigledno ispunjen za sve vrijednosti £, tako da 
svako od potencijalnih rješenja za y vodi ka rješenju sistema. Sada, dijeljenjem 
ove kongruencije sa 2, odmah dobijamo rješenje u obliku x= 12+10: (mod 15). 
Slijedi da svakom tipičnom rješenju za y (koja se dobijaju zat=0,1=1ilif=2) 
odgovaraju po dva tipična rješenja za x, tako da ukupan broj tipičnih rješenja ove 
kongruencije iznosi 6. Sortirano u leksikografski poredak, ova rješenja glase 


x=2,y=29 x=7,y=19 x=12,y=9 
x=17,y=29 x=22,y=19 x=217,y=9 


Sva rješenja sistema kongruentna su sa nekim od ovih tipičnih rješenja po 
modulu 30 i mogu se kompaktno prikazati u obliku x=12+101+15siy=9+10r, 
pri čemu su fi s proizvoljni cijeli brojevi. 


> Primjer: Riješiti sistem linearnih kongruencija 3x+5y-2z=4(mod 7), 
5x+2y-3z=6(mod 7)i4x-2y+z=1 (mod 7). 


Prva kongruencija nakon množenja sa 5 postaje 15x+25y—10z = 20 (mod 7). 


Ukoliko sada na nju dodamo drugu kongruenciju pomnoženu sa —3, ona dobija 
oblik 19y-z=2 (mod 7), u kojem se više ne javlja nepoznata x. Pomnožimo 
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sada drugu kongruenciju sa 4, čime ona dobija oblik 20x+8y—12z=24 (mod 7). 
Dodajmo sada na ovu kongruenciju treću kongruenciju pomnoženu sa —5. Na taj 
način ona dobija oblik 18y—-17z=19 (mod 7). Slijedi da se polazni sistem svodi 
na sistem 19y-z=2(mod 7), 18y-17z=19(mod 7) i4x-2y+z=1 (mod 7), u 
kojem prve dvije kongruencije ne sadrže nepoznatu x. Da bismo izbjegli rad sa 
velikim brojevima, izvršićemo redukciju koeficijenata po modulu 7, tako da 
dobijamo sistem 5y-z=2 (mod 7), 4y-3z=5(mod 7)i4x-2y+z=1 (mod 7). 
Ukoliko sada na drugu kongruenciju dodamo prvu kongruenciju pomnoženu sa 
—3, dobijamo kongruenciju —11y =—1 (mod 7), pa je polazni sistem ekvivalentan 
sistemu 5y-z=2 (mod 7), -11y=—1 (mod 7) i 4x-2y+z=1 (mod 7) u kojem 
druga kongruencija sadrži samo nepoznatu y. Rješavanjem ove kongruencije 
dobijamo y=2 (mod 7). Uvrštavanjem njenog tipičnog rješenja y=2 u prvu 
kongruenciju, dobijamo kongruenciju 10—z=2 (mod 7), odakle direktno slijedi 
z=8 (mod 7) odnosno, nakon redukcije, z= 1 (mod 7). Konačno, uvrštavanjem 
tipičnih rješenja y=2 i z=1 u treću kongruenciju dobijamo 4x—3 = 1 (mod 7) 
odnosno 4x = 4 (mod 7), odakle slijedi očigledno rješenje x = 1 (mod 7). Tako se 
rješenje polaznog sistema može izraziti u obliku x=1 (mod 7), y=2 (mod 7) i 
z=1(mod 7). 


> Primjer: Riješiti sistem linearnih kongruencija 5x-4y-2z=1 (mod 6), 
2x+5y+2z=5(mod6)i3x-3y-2z=4 (mod 6). 


Ukoliko na prvu i treću kongruenciju dodamo drugu kongruenciju, polazni 
sistem se svodi na skraćeni sistem 7x+y =6 (mod 6), 2x+5y+2z=5(mod 6) i 
5x+2y=9 (mod 6) u kojem prva i treća kongruencija ne sadrže nepoznatu z. 
Ukoliko sada na treću kongruenciju dodamo prvu kongruenciju pomnoženu sa 
—2, dobijamo kongruenciju —9x = —3 (mod 6), tako da se polazni sistem svodi na 
sistem 7x+y =6 (mod 6), 2x+5y+2z=5 (mod 6) i -9x =—3 (mod 6) u kojem 
treća kongruencija sadrži samo nepoznatu x. Rješavanjem ove kongruencije 
dobijamo x = 1 (mod 2), odakle slijede tri tipična rješenja za x koja bi mogla biti 
i rješenja polaznog sistema. Prikažimo sva rješenja u obliku x= 1+21 gdje je t 
proizvoljan cijeli broj. Uvrštavanje ovog izraza u kongruenciju 7x+y = 6 (mod 6) 
neposredno daje y=—1—141 (mod 6), što se, nakon redukcije po modulu 6, može 
napisati i u obliku y=—1—21(mod 6). Ovo daje jedno tipično rješenje za y, ali 
njegova vrijednost zavisi od vrijednosti 1, odnosno od izabranog tipičnog 
rješenja za x. U svakom slučaju, sva rješenja za y, koja bi mogla biti i rješenja 
polaznog sistema, mogu se prikazati u obliku y=—-1—-21+6s, gdje su fi s 
proizvoljni cijeli brojevi. Uvrštavanje potencijalnih rješenja za x i y u drugu 
kongruenciju sistema daje kongruenciju —3—-61+30s+2z=5 (mod 6), odnosno 
22=8+61—30s (mod 6). Kako je NZD(2, 6) = 2, ova kongruencija je rješiva samo 
ako je 2[8+61—30s, što je ispunjeno za sve vrijednosti £ i s. Dakle, sva nađena 
rješenja za x i y vode ka rješenju sistema. Dijeljenjem posljednje kongruencije sa 
2 neposredno nalazimo i rješenje za z u obliku z=4+31—15s (mod 3), koje se 
nakon redukcije koeficijenata po modulu 3 može izraziti u obliku z= 1 (mod 3), 
s obzirom da su 3 i 15 djeljivi sa 3. Slijedi da imamo 2 tipična rješenja zaz(z=1 
i z=4) neovisno od izabranih tipičnih rješenja za x i y. Ovo daje ukupno 6 
tipičnih rješenja sistema koja, sortirano u leksikografski poredak, glase 
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Sva rješenja sistema kongruentna su sa nekim od ovih tipičnih rješenja po 
modulu 6, i mogu se kompaktno prikazati u obliku x=1+21, y=-1-2t+6s i 
z=1+3r, pri čemu su 1, s i r proizvoljni cijeli brojevi. 


> Primjer: Riješiti sistem linearnih kongruencija 2x+3y-z=1(mod5) i 
x+4y+3z=1 (mod 5). 


Ukoliko na drugu kongruenciju dodamo prvu kongruenciju pomnoženu sa 3, 
dobijamo kongruenciju 7x+13y=4(mod 5), tako se polazni sistem svodi na 
sistem 2x+3y-z=1(mod5) 1 7x+13y=4(mod 5). S obzirom da je broj 
kongruencija manji od broja nepoznatih, ne možemo nastaviti sa eliminacijom 
tako da moramo riješiti kongruenciju 7x+13y =4 (mod 5) kao kongruenciju sa 
dvije nepoznate. Redukcijom njenih koeficijenata po modulu 5 ona dobija oblik 
2x+3y =4 (mod 5). Prikažimo sada ovu kongruenciju kao 2x =4—3y (mod 5) i 
posmatrajmo y kao parametar. Kako je NZD(2,5) = 1, ova kongruencija je rješiva 
kakav god da je y, tako da sa aspekta ove kongruencije, y može biti proizvoljno. 
Rješavanjem kongruencije 2x =4—3y (mod 5) po promjenljivoj x (smatrajući da 
je y parametar a ne nepoznata), dobijamo rješenje x =12—9y (mod 5) koje nakon 
redukcije koeficijenata po modulu 5 možemo napisati i kao x =2—4y (mod 5) 
ili, još bolje, kao x =2+y (mod 5), što smo postigli dodavanjem člana 5y na 
desnu stranu (što smijemo uraditi, s obzirom da je 5y djeljivo sa 5). Posljednje 
rješenje može se prikazati i kao x=2+y+5ft, gdje je t proizvoljan cijeli broj 
(pored toga što je i y proizvoljan). Uvrštavanjem u prvu kongruenciju imamo 
4+5y+101-z=1 (mod 5), odakle dalje slijedi z=3+5y +101 (mod 5), odnosno 
z=3 (mod 5), s obzirom daje 5y+10f djeljivo sa 5. Kako pri tome nismo dobili 
nikakva dodatna ograničenja za y, slijedi da y zaista može biti proizvoljan. Stoga 
se rješenje sistema možemo prikazati u obliku x =2+y (mod 5) i z=3 (mod 5), 
pri čemu y može biti proizvoljan cijeli broj. Naravno, ukoliko tražimo tipična 
rješenja, ograničenje 0 < y < 5 daje svega 5 mogućnosti za y, odakle dobijamo 5 
tipičnih rješenja polaznog sistema. 


Nakon što smo razmotrili nekoliko karakterističnih primjera, razmotrimo šta 
se može reći za opći slučaj. Neka je dat sistem od dvije linearne kongruencije sa 
dvije nepoznate oblika axı +a12X2 = bı (mod m) i a21X;+ 422 Xx = b2 (mod m). 
Primijetimo da se ovaj sistem se može prikazati i kao sistem jednačina oblika 
[aqilm: [xi]m+ [412]m: [X2]m = [bilm i lazilm: [xi]m + laz]m ROM = [02] u modularnoj 
aritmetici. Ukoliko sada pomnožimo prvu jednačinu ovog sistema sa [a2], a 
drugu sa —[412]m 1 saberemo tako dobijene jednačine, dobićemo jednačinu oblika 
(Al Li] = [A1], gdje je A = an a2-ana i A; = a22b1— a12 ba. Slično, ukoliko 
pomnožimo prvu jednačinu sa —|a21|,, a drugu sa (a111|,, 1 saberemo tako dobijene 
jednačine, dobićemo jednačinu {A|,,:(x2|,, = [A2]m, gdje je A, = a; b2- a21 b1. Pod 
uvjetom NZD(A, m) = 1, obje dobijene jednačine imaju jedinstvena rješenja po 
modulu m data kao [2x1], = ([A])7 > (Al, 1 DPoln= ([A] '- [A2]. Bitno je uočiti 
da dobijeni sistem nije nužno ekvivalentan polaznom sistemu, jer obavljene 
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transformacije nisu regularne ukoliko je neki od množilaca faktor nule (sve 
obavljene transformacije će biti regularne samo ukoliko su svi koeficijenti a1, 
412, 421 i a» relativno prosti sa m). Međutim, neregularne transformacije samo 
mogu dovesti do pojave novih rješenja koja nisu rješenja polaznog sistema, ali 
ne i do gubitka postojećih rješenja. Stoga, ukoliko pokažemo da ovako dobijena 
rješenja zaista zadovoljavaju polazni sistem, ona zaista predstavljaju jedina 
rješenja tog sistema, bez obzira što su možda dobijena primjenom neregularnih 
transformacija. Uvrštavanjem u polazni sistem i elementarnim manipulacijama 
sa modularnom aritmetikom lako se pokazuje da pod uvjetom NZD(A, m) = 1 
ovako dobijena rješenja zaista zadovoljavaju polazni sistem. Dakle, pod ovim 
uvjetom, polazni sistem ima jedinstveno tipično rješenje, koje se može izraziti 
formulama [xi]m = (TAl,) ' y Al i [x2]m = (Al č [A2] 


Poznavaoci linearne algebre će u izrazima za A, A; i A, lako prepoznati 
determinante koje slijede iz odgovarajućeg sistema linearnih jednačina, dok se u 
formulama [x1], = (LAT) [A] i [xz2]m = (TAL) '-[A2]m lako uočava srodnost sa 
Cramerovim pravilom koje daje rješenje sistema dvije linearne jednačine sa 
dvije nepoznate u obliku x,=A,/A i x2 = A;/A. Nije teško izvesti generalizaciju 
izvedenih formula za slučaj n linearnih kongruencija sa n nepoznatih. Zaista, 
neka je dat sistem od n kongruencija oblika a;i xı +anxz+...+áinXn= b; (mod m) 
pri čemu je i=1..n. Pokazuje se da pod uvjetom NZD(A, m) = 1 ovaj sistem ima 
jedinstveno tipično rješenje dato formulama [x], = (TAL) (AL, za i=1..n, pri 
čemu su A i A; i = 1 ..n odgovarajuće determinante. Dobijene formule poznate su 
kao Cramerovo' pravilo za sisteme linearnih kongruencija. 


Situacija je znatno složenija ukoliko je NZD(A,m) =d #1. Ukoliko pri tome 
makar jedna od determinanti A; i= 1..n nije djeljiva sa d, transformirani sistem 
nema rješenja, pa nije rješiv ni polazni sistem (s obzirom da transformacije, bilo 
one regularne ili ne, ne mogu dovesti do gubitka postojećih rješenja). S druge 
strane, ukoliko su sve determinante A;, i = 1..n djeljive sa d, transformirani sistem 
je rješiv, ali se pokazuje da u tom slučaju sva njegova rješenja ne moraju ujedno 
biti i rješenja polaznog sistema. Stoga u tom slučaju ne možemo rješavati sistem 
na opisani način (osim ukoliko ne želimo da iz mnoštva rješenja transformiranog 
sistema ispitujemo koja rješenja zaista zadovoljavaju polazni sistem, a koja ne). 
Diskusija koliko u tom slučaju sistem ima tipičnih rješenja nije nimalo 
jednostavna i bitno ovisi kako od strukture koeficijenata tako i od modula m, te 
se u takvu diskusiju nećemo upuštati. Pokazaćemo samo da se i u takvim 
slučajevima do rješenja može doći postupkom eliminacije i to isključivo uz 
upotrebu regularnih transformacija (koje garantiraju da se neće pojaviti suvišna 
rješenja). Radi jednostavnosti, razmotrićemo samo slučaj sa dvije nepoznate, 
dok se slučajevi sa više nepoznatih tretiraju na identičan način. 


Neka je dat sistem a;1X1+41% = bı (mod m) i a21X1+42%2 = bə (mod m). Bez 
umanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je a >a. Ukoliko na prvu 
kongruenciju dodamo drugu kongruenciju pomnoženu sa —La,1/4211, ona postaje 


! Gabriel Cramer (1704-1752), švicarski matematičar. Bavio se algebarskim krivim. 
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(an —axlan/axl )xı+(an- aylana] )X =b;— blaaz] (mod m), odnosno 
mod(a1:, 421) x1+ (a12-az2La11/a211)x2= bı- b2Laı1/a21] (mod m). S obzirom da 
je obavljena transformacija regularna, slijedi da je polazni sistem ekvivalentan 
sa sistemom mod(a;;, 421)x;+ (ap—aonLa /a21)x, = bı- bzLa;ı/a2;] (mod m) i 
a421X1 + a22X, = b» (mod m) u kojem su koeficijenti uz promjenljivu x, manji nego 
što su bili u polaznom sistemu. Slijedi da ukoliko dovoljno puta ponovimo ovaj 
postupak, jednom ćemo doći do ekvivalentnog sistema u kojem je koeficijent uz 
promjenljivu x, jednak nuli, čime smo obavili željenu eliminaciju. Pri tome, tok 
samog postupka upadljivo podsjeća na Euklidov algoritam. 


5.13" Kvadratne kongruencije 


U modernim primjenama elementarne teorije brojeva, a naročito u modernoj 
kriptografiji, od velikog su značaja kvadratne kongruencije, tj. kongruencije 
oblika ax +bx+c=0 (mod m), pri čemu Je X nepoznata. Ovakva kongruencija 
se lako može svesti na oblik (2ax+b) = = (b° —4ac)(mod m), što uz smjenu 
2ax+b =y i oznaku b'-4ac =a postaje y= (mod m). Slijedi da je dovoljno 
razmatrati samo kvadratne kongruencije ovog oblika. Zaista, ukoliko nađemo 
rješenja kongruencije y = a' (mod m) izražena u obliku y = yo (mod m’), rješenja 
polazne kongruencije očigledno dobijamo rješavanjem linearne kongruencije 
2ax+b =y, (mod m) odnosno 2ax =y9—b (mod m). 


Razmatranja kvadratnih kongruencija oblika x° =a (mod m) na koje se, kao 
što smo vidjeli, mogu svesti sve druge kvadratne kongruencije, postaju znatno 
jednostavnija ukoliko je ispunjen uvjet NZD(a,m) = 1. Stoga je značajno da je 
svaku kongruenciju kod koje ovaj uvjet nije ispunjen moguće svesti na 
odgovarajuću kongruenciju za koju ovaj uvjet vrijedi. Neka j je data kongruencija 
x =a(mod m) kod koje je NZD(4, m)=d#1. Tada, iz dla i dim slijedi d|x. 
Prikažimo broj d u obliku d=pg" gdje su p i q prirodni brojevi takvi da se u 
rastavi broja p na proste faktore ne javlja niti jedan prosti faktor sa eksponentom 
većim od 1 (takav prikaz je jedinstven i posve ga je lako pronaći kada je poznata 
rastava broja d na proste faktore). Sada, lako se vidi da iz d Pa mora slijediti 
pax. Stoga, možemo uvesti smjenu x=pqy nakon koje polazna kongruencija 
postaje pay =a(modm) što se, nakon dijeljenja sa d, svodi na kongruenciju 
py =a (mod m’), gdje je a =a/d i m'=m/d. Nakon smjene y\=z dobijamo 
linearnu kongruenciju pz =a (mod m') koja je rješiva samo ukoliko je ispunjen 
uvjet NZD(p, m") |a'. Zapravo, iz načina kako su formirani brojevi p, m i a', nije 
teško vidjeti da je ovaj uvjet ekvivalentan uvjetu NZD(p,m') = 1. Ukoliko taj 
uvjet nije ispunjen, polazna kongruencija nije rješiva. U suprotnom, neka je 
rješenje kongruencije pz=a ' (mod m') dato kao z=z{ (mod m'). Ovo rješenje 
daje kvadratnu kongruenciju y” = zo (mod m’) za koju se može pokazati da vrijedi 
NZD(Zo, m) = 1, što smo i htjeli postići. Sada, ukoliko uspijemo naći rješenja ove 
kongruencije u obliku y = yo (mod m’), na osnovu izvršene smjene x=pqy slijedi 
da se rješenja polazne kongruencije mogu iskazati u obliku x=pqyo(modpqnm') 
odnosno x=pqyo(mod m/q). Stoga, svakom tipičnom rješenju yo odgovara q 
tipičnih rješenja polazne kongruencije po modulu m. 
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Na osnovu izloženog razmatranja, slijedi da je dovoljno ograničiti se na 
proučavanje kvadratnih kongruencija oblika x{ = a (mod m) kod kojih je ispunjen 
uvjet NADA, m)=1. 2 dalja razmatranja korisno je uvesti neke definicije. Neka 
jeme N, m? 1, ae Zi NZD(a,m) =1. Kažemo da je broj a kvadratni ostatak 
(engl. quadratic i) po modulu m ukoliko j je kongruencija x° = a (mod m) 
rješiva, tj. ukoliko postoji xe Z takav da je x° =a (mod m). Ukoliko takav x ne 
postoji, kažemo da je broj a kvadratni neostatak (engl. guadratic nonresidue) 
po modulu m. Dalje, ukoliko je a kvadratni ostatak po modulu m, svaki broj x 
koji je rješenje kongruencije x“ =a (mod m) i za koji vrijedi O<x< m nazivamo 
diskretni kvadratni korijen broja a po modulu m. Kvadratna kongruencija 
i= a (mod m) može se zapisati i u vidu modularne jednačine (lm) = (al. Za 
klasu ostataka [x],, za koju vrijedi (Eld? = [a]m također kažemo da je diskretni 
kvadratni korijen klase [a],,. Jasno je da diskretni kvadratni korijen klase [a]m 
postoji samo ako je a kvadratni ostatak po modulu m. 


Treba naglasiti da ukoliko je zaista ispunjen uvjet NZD(a, m) = 1, diskretni 
kvadratni korijen broja a po modulu m, ukoliko postoji, praktično nikada nije 
jedinstven, osim u trivijalnom slučaju m=1 (tada je x=0 jedinstveni diskretni 
kvadratni korijen svakog cijelog broja a) i nešto manje trivijalnom slučaju m=2 
(tada je x= 1 jedinstveni diskretni kvadratni korijen svakog neparnog broja a). 
Zaista, ukoliko je x diskretni kvadratni korijen broja a po modulu m? 1, nije 
teško pokazati da je m—x također diskretni kvadratni korijen broja a po modulu 
m. Stoga, diskretni kvadratni korijen može biti jedinstven samo ako j jem-x=x, 
odnosno ako je m=2x. Uvjet NZD(a, m) = 1 sada postaje NZD(x“,2x) = 1, što je 
moguće samo ako je x= 1 i m=2. Dakle, svaki kvadratni ostatak a po nekom 
modulu m > 2 uvijek ima barem dva različita diskretna kvadratna korijena, a 
može ih imati i više. Zapravo, može se pokazati da u slučaju kada je modul m 
prost broj, svaki kvadratni ostatak ima tačno dva različita diskretna kvadratna 
korijena. O broju diskretnih kvadratnih korijena u slučaju kada je m složen broj, 
govorićemo kasnije. 


Sada ćemo razmotriti uvjete rješivosti kvadratnih kongruencija. Prvo ćemo 
razmotriti slučaj u kojem je modul prost broj različit od 2, koji ćemo označiti sa 
p. Neka pri tome a nije djeljiv sa p, što garantira da je NZD(a,p)=1. Radi 
pojednostavljenja izlaganja koja slijede, korisno je uvesti prikladnu simboliku. 
Tako, ukoliko je a kvadratni ostatak po modulu p koji je prost broj različit od 2 
pišemo (a|p)=1, a ukoliko je a kvadratni neostatak po takvom modulu p, 
pišemo (a|p)=—-1. Također se definira i (a|p)=0 ukoliko je a djeljiv sa p. 
Ovako uvedeni simbol (a|p) naziva se Legendreov' simbol. Ponekad se u 
literaturi umjesto oznake (a|p) viđaju i nešto drugačije oznake, recimo (£ p» 


Uz uvedene oznake, problem rješivosti kongruencije x“= a (mod p) pri čemu 


je p prost broj različit od 2 svodi se na ispitivanje da li je (a|p)=1. Jedan od 
načina da izračunamo (a|p) je korištenje Eulerovog kriterija po kojem je 


! Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francuski matematičar. Bavio se teorijom brojeva, teorijom eliptičkih 
funkcija, mehanikom i geometrijom. 
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a”? = (a| p) (mod p) 


Odavde slijedi da je (a|p)=1 ako i samo ako je mod(a " ""?, p)=1. Kako se 
mod(a P” a p) može izračunati efikasno, slijedi da se (a|p) može efikasno 
izračunati na ovaj način. Međutim, računanje Legendreovih simbola može se 
izvesti još efikasnije, korištenjem nekih osobina koje ovi simboli zadovoljavaju, 
među kojima su posebno značajne sljedeće: 


(1|1p)=1 
(-1|p) = GD"? 
(2Ip)= CD? 
(ab|p) = (a|p)(b|p) 
(a'|p)=1 
a=b (mod p) > (a|p)=(b|p) 
(a|p) = (mod(a, p) |p) 


Posebno ćemo izvdojiti veoma značajnu osobinu, koja je poznata pod nazivom 
zakon kvadratnog reciprociteta: 


(qlp)=(plq): CPP, piqprostiip+q 


Navedene osobine su dovoljne da se Legendreov simbol (a|p) veoma 
jednostavno izračuna, ukoliko je broj a dovoljno mali da ga je jednostavno 
rastaviti na proste faktore, kao i izvjesne brojeve manje od a koji se mogu javiti 
u toku računanja. Prije nego što pokažemo kako možemo ukloniti ovo ozbiljno 
ograničenje, razmotrimo prvo dva ilustrativna primjera. 


> Primjer: Ispitati rješivost kongruencija x“ = 28 (mod 97) i x*=65 (mod 307). 


Broj 97 je prost. Stoga nam za testiranje rješivosti prve kongruencije treba 
vrijednost (28 |97): 


(28197) = (2-719 = (2 [97 |9) = (7197) = 
= (97 |7) (DSD = (97 |7) = (mod (97, 7) |7) = (6|7) = 
=(2-3|7)=(2|7)3|7) =(-1)"%$.(3|7)=83|7) = 
= (713) (—DT0%4 = -7 |3) = -(mod(7,3)|3) =-(1|3) =-1 


Dakle, prva kongruencija nije rješiva. Slično, za testiranje rješivosti druge 
kongruencije treba izračunati (65|307): 


(65|307) = (5+13|307) = (5|307) (13|307) = 
= (307 | 5) (307| 13) 3 (=D mem (=LVv nei = 
= (30715) (307|13) = (mod(307,5)[5) (mod(307, 13)|13) = 
= (2|5)(8|13) = (-1)%"-P%. (8|13) =—(8|13) =—(2?"-2|13) = 
=- (22|13) (2113) =—(2|13) =-(-1) {08 1 
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Dakle, druga kongruencija je rješiva (zaista, lako je provjeriti da su x=40 i 
x= 267 njena tipična rješenja). 


Primijetimo da računanje (a|p) primjenom opisanih pravila zahtijeva rastavu 
broja a na proste faktore. Kada bismo bili u mogućnosti da odmah primijenimo 
zakon kvadratnog reciprociteta, tj. kada bi vrijedilo (a|p) = (pla) (DPP ET, 
potreba za faktorizacijom bi nestala. Nažalost, ukoliko a nije prost broj, simbol 
(pla) nije definiran u smislu Legendreovog simbola, s obzirom da Legendreov 
simbol zahtijeva da broj iza crte bude prost broj. Međutim, probajmo vidjeti šta 
bismo dobili kada bismo formalno obavili račun, ne poštujući ograničenje da 
broj iza crte mora biti prost (jedino ćemo paziti da broj iza crte ne bude paran jer 
bi se u suprotnom u eksponentu mogao pojaviti broj koji nije cijeli): 


(65 [ 307) = (307 |65) (=1)60? 604 = (307 |65) = 
= (mod(307, 65) | 65) = (47 |65) = (65 |47) I) 
= (65 |47) = (mod(65, 47) |47) = (18 |47) = (2-9 |47) = 
= (2147) (9 [47) = (-1)"-V/8(9 |47) = (9147) = (47 |9) = 
= (mod(47, 9) |9) = (219) = C1) =1 


Vidimo da smo dobili ispravan rezultat. To bi doduše mogla biti i slučajnost, 
ali brojni drugi primjeri ukazali bi na to da nije u pitanju slučajnost. Stoga se 
prirodno postavlja pitanje da li je moguće na neki način uopćiti Legendeov 
simbol (a|p) na brojeve p koje nisu prosti, a da pri tome pravila računanja sa 
Legendreovim simbolima i dalje ostanu na snazi. Pokazuje se da je to moguće 
uraditi, ali po cijenu da se izgubi izvorno značenje koje su Legendreovi simboli 
imali. Naime, Jacobi’ je uopćio Legendreov simbol (a |m) na sve neparne 
prirodne brojeve m, bili oni prosti ili ne i to tako da vrijede sva opisana pravila 
računa sa Legendrovim simbolima. Međutim, prema takvom uopćenju, činjenica 
da je (a |m) = 1 više ne znači da je a zaista kvadratni ostatak po modulu m, mada 
činjenica da je (a|m) =—1 i dalje znači da je a kvadratni neostatak po modulu m 
(kriterij kada je a bude kvadratni ostatak po složenom modulu m razmotrićemo 
kasnije). Prema Jacobijevom uopćenju, ukoliko je m=pip2...Px gdje su p;, 
i=1..k prosti brojevi različiti od 2, uzimamo da je (a|m) =(a|p;)(a|p2)...(a|Ppx). 
Ovakvo uopćenje Legendreovog simbola obično se naziva Jacobijev simbol 
odnosno Legendre-Jacobijev simbol. 


Već je rečeno da je glavni razlog uvođenja Legendre-Jacobijevih simbola 
olakšavanje računanja Legendreovih simbola, jer se tada pri njihovom računanju 
kao međurezultati mogu pojaviti i općenitiji Legendre-Jacobijevi simboli, uz 
zadržavanje istih pravila računanja kao i za obične Legendreove simbole. 
Posebno je značajno što uz Jacobijevo uopćenje, zakon kvadratnog reciprociteta 
(n|m) =(m|n):- (1) DODA važi za ma kakve neparne brojeve m i n. Mada se u 
literaturi često navodi da je NZD(m,n) = 1 također neophodan uvjet za važenje 


! Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), njemački matematičar. Bavio se teorijom determinanti, teorijom 
eliptičkih funkcija, te teorijom brojeva. 
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zakona kvadratnog reciprociteta, uz definiciju Legendreovih simbola kakvu smo 
prihvatili ovdje prema kojoj je (a| p) = 0 ukoliko je a djeljiv sa p, svakako vrijedi 
(n|m) =(m|n) =0 kad god je NZD(m,n) = 1. Odavde slijedi da zakon kvadratnog 
reciprociteta vrijedi i bez ovog ograničenja. 

Bitno je primijetiti da pri računanju izraza poput (ZL ONE g Denisu 
itd. nije potrebno zaista izvoditi operaciju stepenovanja, s obzirom da rezultat 
može biti samo 1 ili —1 ovisno da li je eksponent paran ili neparan, što nije teško 
utvrditi. Konkretnije, ukoliko su m i n neparni cijeli brojevi, nije teško izvesti 
sljedeće zaključke: 


(1)? 2 —1 ako je mod(m,4) =1 
1 u suprotnom 


(-1)0%-0/8 _]—1 ako je mod(m,8) =3 ili mod(m,8) =5 
Ed u suprotnom 


(crjeveva = —1 ako je mod(m,4) =31 mod(n,4) =3 
1 u suprotnom 


Na osnovu izloženih pravila i analize ranije prikazano primjera računanja 
Legendreovih simbola, nije teško formulirati efikasan opći algoritam za 
računanje Legendreovih i Legendre-Jacobijevih simbola. Ovdje je prikazan 
takav algoritam, poznat pod nazivom Jacobijev algoritam. Prikaz je dat u formi 
lako razumljivog pseudokoda koji je direktno prevodiv u većinu proceduralnih 
programskih jezika. Na ulazu su poznati a i m, a na izlazu jet=(a|m): 


tel 
if a < 0 then 
a 4-a 
if mod(m, 4) = 1 then t& —t 
while a +0 do 
while mod(a, 2) = 0 do 
a — al2 
if (mod(m, 8) = 3) v (mod(m, 8) = 5) then ft —t 
veta; asem, mev 
if (mod(a, 4) = 3) A (mod(m, 4) = 3) then te —t 
a > mod(a, m) 
ifmze1thent0 


Legendre-Jacobijev simbol (a|m) još uvijek nije definiran za parne ili 
negativne vrijednosti m. Postoji i uopćenje Legendre-Jacobijevevog simbola na 
proizvoljne prirodne brojeve m, koje se naziva Kroneckerov simbol. Radi 
kompletnosti, recimo da prema ovom uopćenju imamo (a|m) = (a|m/2)(a|2) za 
a parno, uz dodatnu definiciju (a|2) = (2|a). Pored toga, za negativne vrijednosti 
m imamo (a|m) =(a|-m)sgn a. Mada Kroneckerovi simboli imaju primjenu u 
nekim oblastima algebre, za njih više ne vrijedi zakon kvadratnog reciprociteta i 
nisu od interesa za razmatranja koja se ovdje provode. 


Nije na odmet ponovo istaći da činjenica da je (a|m) = 1 samo u slučaju kada 
je m prost broj govori da je a kvadratni ostatak po modulu m. Naravno da je 
uopćenje Legendreovog simbola moglo ići u drugom smjeru, tako da se uzme da 
(a|m) = 1 prosto znači da je a kvadratni ostatak po modulu m, kakav god da je m. 
Međutim, za takvo uopćenje ne bi više vrijedila ista pravila računanja kao i za 
Legendreove simbole. Kako se za praktične potrebe pokazalo važnijim sačuvati 
pravila računanja nego izvorni smisao Legendreovih simbola, uopćavanja nisu 
išla u ovom pravcu. 


Mogućnost efikasnog računanja Legendreovih simbola, zajedno sa Eulerovim 
kriterijem, daje još jedan efikasan randomizirani probabilistički test prostosti, 
koji može poslužiti kao alternativa Miller-Rabinovom testu. Naime, prema 
Eulerovom kriteriju, ukoliko je broj p prost, za svaki cijeli broj b mora vrijediti 
bra (b|p) (mod p). Pored toga, poznato je da ako broj p nije prost, ova 
kongruencija neće vrijediti barem za polovicu brojeva u opsegu od 0 do p-1. 
Stoga, možemo slučajno odabrati broj b iz ovog opsega, i provjeriti da li je 
Eulerov kriterij zadovoljen. Ukoliko nije, odmah znamo da broj p nije prost. U 
suprotnom, za broj p kažemo da je Eulerov pseudoprosti broj po bazi b. On 
može ali i ne mora biti prost, pri čemu je vjerovatnoća da je on zaista prost veća 
od 0.5. Ukoliko test ponovimo n puta sa različitim slučajno odabranim brojevima 
b iz opsega od 0 do p-1 i svaki put Eulerov kriterij bude zadovoljen, 
vjerovatnoća da je p zaista prost postaje veća od 1—0.5", što rapidno teži jedinici 
s porastom n (recimo, već za n = 10 dobijamo vjerovatnoću preko 99.9 %). Ovaj 
test naziva se Solovay '-Strassenov" test. 


Razmotrimo sada uvjete rješivosti kongruencije x“=a(mod m) u općem 
slučaju, tj. bez pretpostavke da je m prost broj. Neka je NZD(a, m) = 1. Ukoliko 
m prikažemo u obliku m = 2" p;™ p,%... px * gdje su p; i= 1..k međusobno različiti 
prosti brojevi različiti od 2, može se pokazati da je navedena kongruencija 
rješiva ako i samo ako vrijedi (a|p;)=1, i=1..k uz dopunski uvjet a= 1 (mod 4) 
ukoliko je &=2, odnosno a= 1 (mod 8) ukoliko je a23. Ukoliko su ovi uvjeti 
ispunjeni, broj tipičnih rješenja kongruencije je 2" za a=0 ili a=1,2*“' za a=2 
i 2"? za a23. Ukoliko je NZD(a,m) = d # 1, kongruencija je rješiva ako i samo 
ako vrijedi NZD(a/q",m/d) = 1 i ako je rješiva kongruencija y“ = a/q" (mod m/d), 
gdje su p i q prirodni brojevi takvi da je d = pq? pri čemu se u rastavi broja p na 
proste faktore ne javlja niti jedan prosti faktor sa eksponentom većim od 1. 
Ukoliko su ovi uvjeti ispunjeni, broj tipičnih rješenja polazne kongruencije 
iznosi nq, gdje je n broj tipičnih rješenja kongruencije y? = a/g" (mod m/d). 


Interesantno je naglasiti da je razmještaj kvadratnih ostataka i neostataka za 
većinu modula m vrlo nepravilan, tako da nije moguće uočiti nikakvu jasnu 
zakonitost. Ovo je ilustrirano na sljedećoj slici, na kojoj su prikazane vrijednosti 
Legendreovih simbola (n|p) za vrijednosti n od 1 do p-1 uzp=100. Na ovoj 
činjenici se zasnivaju izvjesni kriptografski protokoli, kao i algoritmi za 


! Robert M. Solovay (1938—), američki matematičar. Bavi se teorijom skupova. 
2 Volker Strassen (1936—), njemački matematičar. Bavi se analizom algoritama. 
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generiranje prividno slučajnih brojeva. Također, može se pokazati da ukoliko je 
p prost broj, tada među brojevima u opsegu od 1 do p-1 postoji tačno (p—1)/2 
kvadratnih ostataka i isto toliko kvadratnih neostataka. Slijedi da vjerovatnoće 
da nasumice izabrani broj u opsegu od 1 do p—1 bude kvadratni ostatak odnosno 
neostatak po modulu p iznose tačno 50 %. 


(n|101) 


Sve do sada govorili smo samo o rješivosti kvadratnih kongruencija. Sada 
ćemo preći na postupke za njihovo rješavanje. Mada sam postupak njihovog 
rješavanja nikada nije pretjerano složen, postupak drastično ovisi o strukturi 
modula m, tako da je potrebno koristiti različite postupke za različite oblike 
modula. Stoga je potrebno opisati veći broj različitih postupaka. Razmotrimo 
prvo kako se rješava kongruencija x° = a(mod p) gdje je p prost broj različit od 
2. Pri tome ćemo pretpostaviti da je kongruencija zaista rješiva. Ona tada ima 
dva tipična rješenja, pri čemu ukoliko je x, jedno tipično rješenje, drugo tipično 
rješenje je dato kao xx = p—x;. Lagrange je primijetio da se ova kongruencija 
veoma lako rješava ukoliko vrijedi mod(p,4) = 3, što je čest slučaj u praktičnim 
primjenama. Naime, nije teško pokazati da je tada jedno njeno tipično rješenje 
dato jednostavnom formulom x=mod(a“*"'*,p). Na primjer, jedno tipično 
rješenje kongruencije x“=7(mod 19), za koju možemo lako provjeriti da je 
rješiva, dato je kao x =mod(7*, 19) = 11, tako da je njeno drugo tipično rješenje 
x=19-11=8. Sva ostala rješenja su, naravno kongruentna sa jednim od ova 2 
rješenja (primijetimo da se sva rješenja mogu kompaktno zapisati u obliku 
x =+8 (mod 19)). Legendre je uopćio Lagrangeovu formulu na kongruencije 
istog tipa kod kojih je mod(p, 8) = 5, tako da su one također veoma lako rješive. 
Naime, pokazuje se za takve kongruencije jedno njihovo tipično rješenje iznosi 
ili x= mod(a®*8, p), ili x= mod(at/%.20-D/4 p). Pri tome, postoje relativno 
jednostavni uvjeti pod kojim vrijedi prva odnosno druga formula, ali je tehnički 
jednostavnije prosto izračunati obje vrijednosti i provjeriti koja od njih zaista 
zadovoljava kongruenciju. Recimo, za (rješivu) kongruenciju x*“= 13 (mod 61) 
jedno tipično rješenje je ili x=mod(13%,61) =47, ili x= mod(13%-2",61) =29. 
Direktnim provjeravanjem zaključujemo da je samo x=47 zaista rješenje ove 
kongruencije, tako da je njeno drugo tipično rješenje x=61—47 = 14. 


Situacija je znatno složenija ukoliko je p prost broj različit od 2 za koji ne 
vrijedi niti mod(p, 4) =3, niti mod(p, 8) = 5 (lako se vidi da u tom slučaju mora 
vrijediti mod(p,8) = 1). Za taj slučaj, ne postoji nikakva jednostavna formula 
koja bi direktno davala rješenja kongruencije x“ = a (mod p), kao što je to bilo u 
prethodnim slučajevima. Bez obzira na to, i u ovom slučaju postoje efikasni 


; Joseph Louis Lagrange (1736-1813), italijansko-francuski matematičar i astronom. Bavio se mehanikom, 
matematičkom analizom i teorijom brojeva. 


273 


algoritmi za nalaženje rješenja. Dva najpoznatija takva algoritma su Tonelli ' 
algoritam i Cipolla* algoritam. Oba ova algoritma rade za bilo koji prost broj p 
različit od 2, ali je u slučaju mod(p,8)#1 znatno jednostavnije koristiti već 
opisane Lagrangeove odnosno Legendreove formule. Interesantno je da su oba 
navedena algoritma randomizirani (odnosno zasnovani su na primjeni slučajnih 
brojeva), ali nisu probabilistički, odnosno garantirano daju tačno rješenje 
(jedino što trajanje računanja ovisi od sreće pri izboru slučajnih brojeva). 
Također je interesantno da za isti problem do danas nisu poznati efikasni posve 
deterministički algoritmi, tj. algoritmi koji nisu randomizirani. 


Pređimo na opis Tonelli algoritma za rješavanje kongruencije x“ = a (mod p) 
gdje je p prost broj različit od 2. Prema ovom algoritmu, koji se zasniva na 
nekim rezultatima iz teorije grupa, prvo je potrebno naći bilo koji kvadratni 
neostatak g po modulu p, tj. broj g za koji vrijedi (g|p)=—1. Upravo se u ovom 
dijelu algoritma javlja randomiziranost. Naime, za ovaj na prvi pogled 
jednostavan zadatak ne postoji nikakav poznat efikasan deterministički 
postupak, s obzirom da su kvadratni ostaci i neostaci veoma nepravilno 
raspoređeni. Traženje zasnovano na testiranju uzastopnih brojeva redom od 1 
naviše nije dobra ideja, s obzirom da se može desiti da u velikom bloku 
uzastopnih brojeva nema kvadratnih neostataka. Mnogo bolja ideja je nasumice 
izabrati broj g između 1 i p-1 i testirati da li je (e|p)=—1. Kao što smo već 
rekli, vjerovatnoća da pogodimo iznosi 50%, što je prilično dobro. Ukoliko 
nismo pogodili, biramo novu slučajnu vrijednost g, i ponavljamo test. Prema 
zakonima vjerovatnoće, broj g sa traženim svojstvima u prosjeku bi trebao da 
bude nađen u prilično malom broju pokušaja. Zapravo, postoje jake indicije (ali 
ne i dokazi) da takav broj g mora postojati u opsegu od 2 do 2 In? p (ukoliko je ta 
hipoteza istinita, to garantira da se broj g sigurno može naći efikasno, bez 
oslanjanja na vjerovatnosne zakone). Nakon što je takav g nađen, algoritam 
nastavlja posve deterministički, prema sljedećem pseudokodu: 


te(p-1)/2%; ve 1; wa; hinv(g,p) 
while _mod(t,2) = 0 do 
t&t/2; h mod(h', p) 
if mod(w', p) #1 then 
v e mod(v:g, p), w < mod(w :- h, p) 
g > mod(g“, p) 
x < mod(v:w*b/2, p) 


Oznaka inv(g, p) predstavlja inverzni element za operaciju množenja od g po 
modulu p (koji nalazimo pomoću Euklidovog algoritma), odnosno h = inv(g, p) 
zapravo znači [h],=([g] mie Po završetku algoritma, x sadrži jedno od traženih 
rješenja (drugo rješenje je naravno p—x). 


! Alberto Tonelli (1849-1921), italijanski matematičar. Bavio se teorijom brojeva, matematičkom analizom i 
topologijom. 
Michele Cipolla (1880-1947), italijanski matematičar. Bavio se teorijom brojeva. 
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Prikaz Tonelli algoritma koji je ovdje dat donekle se razlikuje od prikaza koji 
se obično daju u literaturi, u smislu da je prilagođen za efikasnu implementaciju 
na računaru u proceduralnim programskim jezicima. Također, ponegdje se u 
literaturi Tonelli algoritam susreće pod imenom Adleman-Manders -Miller 
(AMM) algoritam, mada je Tonelli algoritam samo specijalan slučaj znatno 
generalnijeg AMM algoritma, koji je namijenjen za rješavanje kongruencija 
višeg reda oblika x"=a (mod p), tj. za nalaženje diskretnog n-tog korijena (za 
n =2 dobija se upravo Tonelli algoritam). U literaturi se još može naći i neznatno 
optimizirana verzija Tonelli algoritma, poznata kao Shanks“-Tonelli algoritam, 
koji ovdje nećemo opisivati. 


Tonelli algoritam je obično vrlo efikasan, osim u slučaju kada je broj p_1 
djeljiv sa velikim stepenom dvojke, recimo sa 2", jer se tada petlja u algoritmu 
izvršava s puta. U takvim slučajevima pogodniji je Cipolla algoritam. Ovaj 
algoritam zasnovan je na nekim rezultatima iz oblasti diskretne matematike 
poznate pod nazivom teorija konačnih polja i obično se prezentira u vrlo 
kompaktnoj formi, u kojoj se koristi aritmetika nad polinomima i iz koje nije 
direktno vidljiv način za njegovu efikasnu implementaciju na računaru. Ovdje će 
biti prikazana njegova “prečišćena“ verzija, pogodna za neposrednu računarsku 
implementaciju i koja koristi samo elementarne operacije. Prema Cipolla 
algoritmu, prvo je potrebno naći broj g takav da je (g'—4a| p)=-1, što je, kao i 
kod Tonelli algoritma, najbolje izvesti slučajnim pogađanjem, jer je očekivani 
broj pogađanja mali. Nakon toga, jedno rješenje tražene kongruencije dobija se 
po formuli x = mod(vi12:(p+1)/2, p) pri čemu su v;,i = 1..(p+1)/2 elementi 
niza koji se rekurzivno računa prema formuli 
if 


mod(mod(v; mo ,D)-2mod(a'“*,p), p) za i parno 


(D2 p), p) zai neparno 


mod(mod V ;-y2V a+ P) — g mod(a 
uz početne vrijednosti vı = g i v, = mod(g"—2a, p). Bitno je uočiti da je priroda 
ove rekurzivne formule takva da je potrebno izračunati znatno manje od (p+1)/2 
vrijednosti niza vx da bi se našla vrijednost v(,,+1nn2 koja nam je jedina potrebna za 
nalaženje rješenja (konkretnije, broj različitih vrijednosti vx koje je potrebno 
izračunati približno je proporcionalan sa log, p). 


> Primjer: Riješiti kongruenciju x{ = 32 (mod 41) pomoću Tonelli algoritma i 
pomoću Cipolla algoritma. 


Kongruencija je rješiva, jer je 41 prost broj i (32/41) = 1. S obzirom da je 
mod(41,8) =1, nije moguće koristiti ranije opisane olakšice. Stoga, primijenimo 
Tonelli algoritam. Prvo pronađimo neku vrijednost g za koju vrijedi (g |41) =-1. 
Slučajnim odabirom nalazimo da je g=3 jedna takva vrijednost. Algoritam 


! Kenneth L. Manders, američki matematičar i filozof. Bavi se historijom i filozofijom matematike. 
? Daniel Shanks (1917-1996), američki matematičar. Bavio se numeričkom analizom i teorijom brojeva. Prvi 
izračunao 100000 cifara broja 1. 
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započinje postavkom početnih vrijednosti t=(41-1)/2=20, v=1, w=32 i 
h=14, jer je (3) { ={14141. Kako je t parno, ulazimo u petlju, u kojoj postaje 
t=20/2=10 i h = mod(14",41) = 32. Kako je mod(32'",41) = 40 + 1, korigiramo 
vrijednosti v i w koje postaju v = mod(1-3,41)=3 i w = mod(32-32,41) =40. 
Vrijednost g bezuvjetno korigiramo na g = mod(3?,41) =9. Kako je t i dalje 
paran broj, ponovo ulazimo u petlju, u kojoj vršimo korekcije t=10/2=5 i 
h = mod(32“, 41) =40. Kako je mod(40*, 41)=40#1, ponovo ćemo korigirati 
vrijednosti za v i w koje postaju v = mod(3:9,41)=27iw =mod(40-40,41)=1, 
dok vrijednost g bezuvjetno korigiramo na g = mod(9, 41) = 40. Kako t više nije 
parno, petlja se prekida, i računamo x = mod(27:1*,41)=27, što predstavlja 
jedno tipično rješenje tražene kongruencije, dok je drugo rješenje, kao i uvijek, 
dato kao x = 41—27= 14. 


Demonstrirajmo sada rješavanje iste kongruencije pomoću Cipolla algoritma. 
Prvo trebamo naći takvo g za koje je (g'-4a|p)=(g—128|41)=—1. Slučajnim 
isprobavanjem nalazimo da je g=17 jedna takva vrijednost. Prema Cipolla 
algoritmu, jedno tipično rješenje konguencije može se dobiti pomoću formule 
x = mod(Vaqp+12:(P+1)/2, p) = mod(v»,:21,41). Ostaje da se izračuna vrijednost 
va. Imamo v;=17 i v»=mod(g“—-2a,p) = mod(377, 41) = 20, te računanje dalje 
nastavljamo kao što slijedi: 


v3 = mod(mod(v,v»,p)—- g : mod(a, p), p) = mod(-532,41) = 1 
vs = mod(mod(v2v3,p)- g: mod(a“,p), p) = mod(-660, 41) = 37 
vs = mod(mod(v3",p)-2 +mod(a*,p), p) = mod(-17, 41) = 24 
Vio = mod(mod(vs“, p)-2 -mod(a", p), p) = mod(—48, 41) = 34 
Vir = mod(mod(vsvs, p) — g- mod(a", p), p) = mod(-517, 41) = 16 
va; = mod(mod(viovii,p)-g+ mod(a"", p), p) = mod(—669, 41) = 28 


Konačno, imamo x = mod(28-21,41) = 14, što je zaista jedno tipično rješenje ove 
kongruencije. Drugo tipično rješenje dobijamo kao x = 41—14=27. 


Razmotrimo sada kako se rješavaju kongruencije x*= a (mod m) kod kojih je 
modul m oblika m = p*, gdje je p prost broj različit od 2, a k prirodan broj. Ove 
kongruencije, ukoliko su rješive, također imaju dva tipična rješenja. Za njihovo 
rješavanje, prvo je potrebno riješiti kongruenciju x“=a(modp), što znamo 
uraditi. Neka je jedno njeno rješenje x=x;, i neka je [A], =(2x,),)'. Tada su 
tipična rješenja polazne kongruencije x=x i X=p-—xx, pri čemu se vrijednosti 
x, i=1..k računaju po rekurzivnoj formuli x; = mod(X;_1— h- (x-a), p^. Ovaj 
način rješavanja slijedi iz jednog općeg rezultata iz teorije polinoma poznatog 
pod nazivom Henselova'! lema, o kojem ćemo govoriti kasnije. 


! Kurt Hensel (1861-1941), njemački matematičar. Bavio se teorijom brojeva. Poznat po uvođenju p-adskih 
brojeva. 
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> Primjer: Riješiti kongruenciju x* = 27 (mod 1331). 


Kako je 1331 = 11", za rješavanje ove kongruencije prvo je potrebno riješiti 
kongruenciju x = 27 (mod 11). S obzirom da je modul mali broj, jedno rješenje 
ove kongruencije x = 4 najlakše je pronaći isprobavanjem. Dakle, imamo x, = 4. 
Dalje, kako je ([8] D = [7], imamo h =7. Prema navedenoj rekurzivnoj formuli 
slijedi x», = mod(4-7 - (47-27), 11°) = 81 i x3 = mod(81-7- (81°-27), 11°) = 928. 
Dakle, tipična rješenja zadane kongruencije glase x = 928 i x = 1331-928 = 403. 


Do sada je prikazano kako se rješavaju kvadratne kongruencije u kojima je 
modul stepen bilo kojeg prostog broja osim dvojke (broj 2 je specijalan slučaj za 
kvadratne kongruencije iz dva razloga, prvo što je to jedini parni prosti broj, a 
drugo što se radi o kongruencijama drugog stepena). Razmotrimo sada rješavanje 
kongruencija u kojima je modul oblika m=2", tj. kongruencija x{= a (mod 2"). 
Bez umanjenja općenitosti ćemo pretpostaviti da je a neparan broj, jer je u 
suprotnom NZD(a, 2") # 1. Prvo ćemo analizirati specijalne slučajeve za k=1, 
k=2ik=3. Kongruencija x{ = a (mod 2) je trivijalna, jer ona za svaki neparan 
broj a ima jedinstveno tipično rješenje x=1. Dalje, lako je uvidjeti da je 
kongruencija x“= a (mod 4) rješiva samo ako je a=1 (mod 4) pri čemu su njena 
tipična rješenja x= 1 i x= 3, dok je kongruencija x“ = a (mod 8) rješiva samo ako 
je a= 1 (mod 8), i tada su njena tipična rješenjax=1,x=3,x=51x=7. Može se 
pokazati da su pod istim uvjetom rješive i kongruencije oblika x° = a (mod 2") za 
k>3 i da pod tim uvjetom one također imaju četiri tipična rješenja. Sama 
rješenja nalazimo ovako. Pretpostavimo da smo prvo našli tipična rješenja 
kongruencije x= a (mod 2*'). Poredajmo njena rješenja po veličini. Među njena 
dva najmanja rješenja, pokazuje se da će jedno od njih (nazovimo ga xo) biti 
ujedno biti i rješenje kongruencije x“ = a (mod 2*). Time smo našli jedno tipično 
rješenje ove kongruencije, dok preostala tri tipčna rješenja glase 2"—xg, 2" +xo i 
2 _xo. Time možemo rekurzivno riješiti kongruenciju za proizvoljnu vrijednost 
k, polazeći od poznatih rješenja za k = 3. 


> Primjer: Riješiti kongruenciju x” = 41 (mod 128). 


Kongruencija je rješiva, jer je 41 = 1 (mod 8). Krenimo od poznatih rješenja 
x=1ix=3 kongruencije x“ =41 (mod 8). Provjerom utvrđujemo da rješenje x = 3 
zadovoljava i kongruenciju x? = 41 (mod 16), tako da njena preostala tri tipična 
rješenja glase x=16-3=13, x=8+3=11 i x=8-3=5. Među njima, rješenje 
x=3 zadovoljava i kongruenciju x“ = 41 (mod 32), tako da su njena preostala tri 
tipična rješenja x=32-3=29,x=16+3=191ix=16—3=13. Od ova 4 rješenja, 
rješenje x=13 zadovoljava i kongruenciju x{ = 41 (mod 64), odakle nalazimo i 
njena preostala tipična rješenja x=64-13=51,x=32+13=451ix=32-13=19. 
Konačno, rješenje x= 13 zadovoljava i polaznu kongruenciju x“ = 41 (mod 128), 
tako da njena preostala tipična rješenja glase x=128—13=115,x=64+13=77i 
x=64-13=51. 


Preostaje još da razmotrimo opći slučaj kongruencije x{ = a (mod m) gdje je 
modul m ma kakav složen broj. Prikažimo m u obliku m = 2*p;™ p,%.. px * gdje 
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su p; i= 1..k međusobno različiti prosti brojevi različiti od 2. Na osnovu općih 
osobina relacije kongruencije, slijedi da je ova kongruencija ekvivalentna 
sistemu kongruencija x{= a (mod 2") i x*=a (mod pj“) za sve i=1..k. Jasno je 
da je polazna kongruencija rješiva samo ako su sve ove kongruencije rješive 
same za sebe. Ukoliko svaku od ovih kongruencija riješimo samu za sebe (što 
znamo uraditi, jer su njihovi moduli prosti brojevi ili njihovi stepeni), na kraju 
dobijamo sisteme linearnih kongruencija sa uzajamno prostim modulima, koji se 
mogu lako riješiti pomoću kineske teoreme o ostacima. Time se dobijaju rješenja 
polazne kongruencije. Ovo će biti ilustrirano kroz konkretan primjer, koji ujedno 
rezimira većinu tehnika o kojima je na ovom mjestu bilo govora. 


> Primjer: Naći sve diskretne kvadratne korijene broja 2871 po modulu 17325. 


Problem se svodi na rješavanje kongruencije x{= 2871 (mod 17325). Prvo što 
treba primijetiti je da je NZD(2871, 17325) =99 + 1, tako da trebamo primijeniti 
tehniku opisanu u uvodnim razmatranjima da modul učinimo relativno prostim 
sa brojem sa desne strane kongruencije. Kako je 99 = 11-3*, uvešćemo smjenu 

=11- 3 -y odnosno x=33y, nakon koje polazna kongruencija dobija oblik 
1089)" = 2871 (mod 17325) što se, nakon dijeljenja sa 99, svodi na kongruenciju 
11y=29(mod 175). Smjena y? =z daje linearnu kongruenciju 11 z=29 (mod 175) 
čijim rješavanjem dobijamo z= 114(mod 175), što s obzirom na smjenu y\=z 
daje kvadratnu kongruenciju y’ =114 (mod 175) za koju vrijedi NZD(114, 175)= 1. 
Preostaje da riješimo ovu kongruenciju. 


Kako je 175 = 5°-7, kongruencija y'= 114 (mod 175) ekvivalentna je sistemu 
kongruencija y = 114(mod 5%) i y'=114 (mod 7). Obje ove kongruencije se lako 
rješavaju primjenom prethodno opisanih tehnika (pri relativno malim modulima 
najbolje je koristiti tehnika isprobavanja). Tako, rješavanjem prve kongruencije 
dobijamo rješenja y=8 (mod 25) ili y=17 (mod 25), dok druga kongruencija daje 
rješenja y=3 (mod 7) ili y=4(mod 7). Kako obje kongruencije moraju vrijediti 
istovremeno, to daje ukupno četiri mogućnosti za y: 


y=8(mod 25) iy=3 (mod 7) 
y=8(mod 25) i y=4 (mod 7) 
y=17 (mod 25) i y=3 (mod 7) 
y=17 (mod 25) i y=4 (mod 7) 


Dobili smo 4 nezavisna sistema linearnih kongruencija, od kojih se svaki za 
sebe lako rješava pomoću kineske teoreme o ostacima. Njihovo rješavanje daje 
rješenja y= 108 (mod 175), y=158 (mod 175), y=17 (mod 175) i y=67 (mod 175) 
respektivno. S obzirom da je x=33 y, ova rješenja postaju x=3564 (mod 5775), 
x=5214 (mod 5775), x=561 (mod 5775) i x=2211 (mod 5775), što predstavlja sva 
rješenja polazne kongruencije. Traženi kvadratni korijeni su njena tipična 
rješenja, odnosno ona rješenja koja leže u opsegu od 0 do 17324, odakle slijedi 
12 različitih vrijednosti za diskretni kvadratni korijen broja 2871 po modulu 
17325. To su, sortirano po veličini, 561, 2211, 3564, 5214, 6336, 7986, 9339, 
10989, 12111, 13761, 15114 i 16764. 
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Primijetimo da opisani postupak rješavanja kongruencije x{= a (mod m) 
zahtijeva poznavanje rastave broja m na proste faktore. S druge strane, Rabinova 
teorema tvrdi da se svaki eventualni algoritam za rješavanje ove kongruencije 
može prepraviti u algoritam koji bi vršio rastavu broja m na proste faktore. 
Drugim riječima, problem rješavanja kvadratne kongruencije je u općem slučaju 
jednako težak kao i problem rastave njenog modula na proste faktore. Kako do 
danas nisu poznati univerzalni i efikasni postupci za rastavu velikih brojeva na 
proste faktore, slijedi da u općem slučaju ne postoji poznat efikasan algoritam za 
računanje diskretnog kvadratnog korijena po modulu m u slučaju kada je m 
veoma veliki složen broj. Međutim, ukoliko neko slučajno zna proste faktore 
broja m (recimo, ukoliko je on kreirao broj m množeći nekoliko velikih prostih 
brojeva), on može izračunati diskretni kvadratni korijen po modulu m efikasno, 
bez obzira što niko drugi nije u stanju to uraditi. Upravo je ova činjenica od 
presudnog značaja za moderne kriptografske postupke o čemu ćemo govoriti na 
kraju ovog poglavlja. 


Već je rečeno da kvadratne kongruencije imaju velike primjene u praksi. 
Unutar same teorije brojeva, rješavanje kvadratnih kongruencija javlja se kao 
jedna od etapa u mnogim naprednim algoritmima teorije brojeva, kao na primjer 
u algoritmu kvadratnog sita (engl. guadratic sieve) za faktorizaciju brojeva, koji 
je jedan od najefikasnijih poznatih algoritama za faktorizaciju velikih brojeva. 
Izvan same teorije brojeva, pored već spomenutih primjena u kriptografiji, 
rješavanje kvadratnih kongruencija koristi se i u akustici, prilikom projektovanja 
svodova akustičnih dvorana. 


5.14" Kongruencije višeg reda 


Mada su za praktične primjene najznačajnije kongruencije prvog i drugog 
reda (tj. linearne i kvadratne kongruencije), radi potpunosti izlaganja ukratko 
ćemo se osvrnuti i na kongruencije višeg reda. Pod kongruencijom n-tog reda 
podrazumijevamo relaciju oblika a,x" +... + ax" +41X +d0 =0(mod m), pri čemu 
smatramo da je x nepoznata veličina, dok su sve ostale veličine poznate. Ovu 
kongruenciju možemo kompaktno zapisati u obliku f(x) = 0 (mod m), pri čemu je 
f(x) polinom definiran kao f(x) = anx" +... + 42X +41X + dọ, 


Odmah na početku treba istaći da za rješavanje kongruencija višeg reda od 2 
u općem slučaju nisu poznati nikakvi efikasni algoritmi. Pri tome, za razliku od 
Diofantovih jednačina, za rješavanje kongruencija nekakvi algoritmi u načelu 
uvijek postoje (ako ništa drugo, rješenje je principijelno moguće naći grubom 
silom, jer je broj mogućnosti koje treba ispitati uvijek konačan), ali je njihova 
upotrebna vrijednost upitna za veće vrijednosti modula m. Ukoliko je modul m 
relativno mali broj, rješenje se lako može pronaći isprobavanjem. U nastavku 
ćemo pokazati kako se mogu naći rješenja kongruencija višeg reda u slučajevima 
kada m nije posve mali, ali ima relativno male proste faktore. 

Neka je poznat prikaz modula m u obliku m= p" p”... px* pri čemu su 
pi, i= 1..k međusobno različiti prosti brojevi. Na isti način kao i kod kvadratnih 
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kongruencija, zaključujemo da je kongruencija f(x) = 0 (mod m) ekvivalentna sa 
sistemom kongruencija f(x) =0 (mod p;"'), i=1..k. Ukoliko uspijemo riješiti 
svaku od ovih kongruencija, rješenje polazne kongruencije možemo naći pomoću 
kineske teoreme o ostacima, kao u slučaju kvadratnih kongruencija. Rješavanje 
isprobavanjem ne dolazi u obzir ukoliko su eksponenti œ; veliki, čak i ukoliko su 
sami prosti faktori p; mali. Zbog toga je jako značajna činjenica da je moguće 
dobiti rješenja kongruencije oblika f(x) = 0 (mod př) polazeći od poznatih rješenja 
kongruencije oblika f(x) =0 (mod p). U nastavku će biti izložen postupak kako 
se to može izvesti. 


Neka je dat polinom f(x) = a,X" +a,1X"!+...+ aX +a;x+ a. Za izlaganja 
koja slijede potrebno je pozvati se na neke pojmove iz matematičke analize. 
Preciznije, potreban nam je pojam izvoda polinoma. Pri tome je dovoljno znati 
da je izvod polinoma f(x) ponovo polinom f'(x) koji se može predstaviti izrazom 
FO =na,xX'+(n—-1)a,X"2+..+2a,xx+a. Osnov za rješavanje kongruencija 
oblika f(x) = 0 (mod p*) daje tzv. Henselova lema. Neka je poznato neko rješenje 
x=x kongruencije f(x) =0(mod p"'). Henselova lema tvrdi da pod uvjetom 
mod( f’ (xo), p) £0, ovom rješenju odgovara tačno jedno rješenje kongruencije 
f(X) =0 (mod p"), koje je dato formulom x = mod(xg—h - f(xo), P"), pri čemu je 
[A], = (Lf Œo) BA (za upućene u metode numeričke matematike, interesantno je 
napomenuti da je Henselova lema zapravo diskretna varijanta Newtonovog 
metoda tangente). Međutim, ukoliko je mod(f’ (xo), p) =0, tada rješenju x = xo 
ne odgovara niti jedno rješenje kongruencije fo = (0 (mod př), osim ako je pored 
toga ispunjen i dodatni uvjet mod(f(x),p)=0. U tom specijalnom slučaju, 
rješenju x = xo odgovara p različitih rješenja kongruencije f(x) = 0 (mod p*) koja 
se mogu izraziti u obliku X=x+tp*, te {0,1,..., p_1}. 


Henselova lema daje osnovu da se formira rekurzivni postupak za rješavanje 
kongruencije f(x) =0(mod př) polazeći od poznatih rješenja kongruencije 
f(x) =0 (mod p). Neka je x=x,; jedno takvo rješenje. Ukoliko pri tome vrijedi 
mod( f'(x), p) £0, primjenom Henselove leme k puta uzastopno zaključuje se 
da tom rješenju odgovara tačno jedno rješenje x = x, polazne kongruencije, koje 
se može dobiti pomoću rekurzivne formule x; = mod(x;1—h -f(x_1), pì, pri čemu 
je [hl,=(Lf aD]. U slučaju da ovaj uvjet nije ispunjen, rješenja polazne 
kongurencije je ponovo moguće dobiti postupnom primjenom Henselove leme, 
prateći u svakom koraku šta ona tačno tvrdi, ali u tom slučaju nije moguće 
izvesti jednostavnu rekurzivnu formulu koja bi direktno davala rješenja kao u 
prethodnom slučaju. Ovo će biti jasnije iz primjera koji slijede. 


> Primjer: Riješiti kongruenciju x'—3x{+5x"+5x—1 = 0 (mod 2401). 


Ovdje je f(x) =xf-3 x +5x+5x-1 i f'(x) =4x—9x+10x+5. S obzirom da 
je 2401 =7f, prvo treba riješiti kongruenciju x'—3x+5x+5x—1=0 (mod 7), 


! Isaac Newton (1643—1727), britanski fizičar, matematičar, astronom i teolog (mada je danas poznat po 
naučnim radovima, ipak je više pisao o teologiji nego o nauci). Dao temelje infinitezimalnom računu. Pored 
toga, bavio se optikom i mehanikom. 
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čija tipična rješenja x= 1,x=2 i x= 5 lako nalazimo isprobavanjem. Pođimo od 
rješenja x= 1. Imamo f'(1) = 10, mod(f'(1),7)=3#01 ((101;) = [5], tako da 
primjena rekurzivne formule počev od x,= 1 daje x, = mod(1—5 -f(1), 7 = 15, 
x = mod(15—5 -f(15),7?) =64 i xy=mod(64—5 -f(64), 7^) = 1093. Slijedi da je 
x = 1093 jedno tipično rješenje polazne kongruencije. Pređimo sada na rješenje 
x=2. Kako je f'(2)=21, mod(f'(2),7)=0, (2) =21 i mod(f'(2),7%) =21 #0, 
ovom rješenju ne odgovara niti jedno rješenje polazne kongruencije. Konačno, 
za rješenje x= 5 imamo f'(5) = 330, mod(f'(5),7)=1#0 i ([330])" = [1];, pa 
primjena rekurzivnog postupka počev od xı = 6 daje x, = mod(5- 1 -f(5),7%) = 47, 
x3 = mod(47-1 -f(47), 7°) = 292 i xa = mod(292—1 -f(292), 7") = 635. Zaključujemo 
da su x=635 i x= 1093 jedina tipična rješenja polazne kongruencije, odnosno 
sva rješenja mogu se prikazati u obliku x = 635 (mod 343) i x = 1093 (mod 292). 


> Primjer: Riješiti kongruenciju x*+2x"+x+2 = 0 (mod 125). 


U ovom primjeru imamo f(x) =x%+2x"+x+2 i f'(x)=3x+4x+1. Kako je 
125 = 5°, prvo treba rješiti kongruenciju x*+2x"+x+2 =0 (mod 5). Isprobavanjem 
nalazimo tipična rješenja x=2 i x=3. Ukoliko pođemo od rješenja x = 2, imamo 
f’ (2)=21, mod(f'(2),5)=1 40 i (2115) =[1], tako da rekurzivni postupak 
počev od x,=2 daje xx=mod(2-1 -f(2),5)=7 i x;= mod(7—1 -f(7),5%) = 57. 
Tako dobijamo x = 57 kao jedno tipično rješenje polazne kongruencije. Što se tiče 
rješenja x=3, za njega imamo f'(3)=40 i mod(f'(3),5) =0, tako da opisani 
rekurzivni postupak nije primjenljiv. Međutim kako je f(3) = 50 i mod(f(3), 5) = 0, 
prema Henselovoj lemi ovom rješenju odgovara 5 različitih rješenja kongruencije 
X +2X+x+2=0 (mod 55 koja se mogu izraziti kao x=3+5t, te {0, 1,2,3,4}. 
Eksplicitno raspisano, ova rješenja glase x= 3, x = 8, x = 13, x= 18 i x= 23. Jasno 
je da za sva ova rješenja vrijedi mod( f’ (x), 5) =0. Za rješenja x=3, x=8 i x= 13 
vrijedi mod(f (x), 5°) #0, odakle slijedi da njima ne odgovara niti jedno rješenje 
kongruencije x’+2x°+x+2=0 (mod 5°, tj. polazne kongruencije. Međutim, za 
rješenja x = 18 i x = 23 imamo mod( f(x), 5°) = 0, tako da prema Henselovoj lemi 
svakom od njih odgovara po 5 rješenja polazne kongruencije, koja se mogu 
izraziti u obliku x= 18 +25t i x=23+251, gdje je te {0, 1,2,3,4}. Stoga polazna 
kongruencija ima 11 tipičnih rješenja koja, sortirano po veličini, glase x= 18, 
x=23,x=43,x=48,x=57,x=68,x=73,x=93,x=98,x=1181x= 123. 


Vidjeli smo da se rješavanje svih kongruencija višeg reda uvijek može svesti 
na slučaj kada je modul prost broj. Recimo stoga za kraj šta se može reći O 
rješavanju kongruencija oblika f(x) =0 (mod p) kod kojih je modul p prost broj. 
Već je rečeno da je, u slučaju kada je modul p razumno mali broj, najbolje 
koristiti tehniku isprobavanja. Međutim, u slučaju kada je p velik, ovakvo 
rješavanje ne dolazi u obzir. Za neke specijalne oblike polinoma f(x) postoje 
efikasni algoritmi, poput već pomenutog AMM algoritma za slučaj f(x) =x"— a 
(koji se može efikasno primjenjivati ukoliko n nije pretjerano velik). Međutim, 
do sada nisu nađeni algoritmi koji bi u općem slučaju bili prihvatljivi pri velikim 
vrijednostima p čak i ako se ograničimo na polinome f(x) posve niskog (recimo 
trećeg) stepena. Većina općih algoritama svodi se na to da se pokuša izvršiti 


Jaktorizacija polinoma f(x) u modularnoj aritmetici, odnosno da se za zadani 
polinom f(x) pokušaju naći polinomi f(x), f(x), ..., f(x) čiji su stepeni niži od 
stepena polinoma f(x), takvi da vrijedi f(x) = fix) Jx) ... f(x) (mod p). Uspijemo 
li u tome, tada je skup rješenja kongruencije f(x) =0 (mod p) jednak uniji 
skupova rješenja svake od kongruencija f;(x) = 0 (mod p) za i= 1..k (primijetimo 
da ova konstatacija ne vrijedi ukoliko p nije prost broj, jer u tom slučaju postoje 
faktori nule, tako da produkt može biti nula čak i ukoliko su faktori različiti od 
nule). Ukoliko pri tome uspijemo postići da su svi polinomi f(x), i= 1..k prvog 
ili drugog reda, rješenje kongruencije se lako nalazi. 


Najpoznatiji algoritmi za faktorizaciju polinoma u modularnoj aritmetici su 
Berlekamp' algoritam i Cantor"-Zassenhaus? (CZ) algoritam. Ovi algoritmi se 
zasnivaju na dosta složenom matematskom aparatu, tako da ih na ovom mjestu 
ne možemo opisivati. Mada je njihova efikasnost prilično dobra u velikom broju 
slučajeva, uvijek je moguće konstruisati polinome koje ovi algoritmi nisu u 
stanju faktorizirati u razumnom vremenu. Stoga je problem efikasnog rješavanja 
kongruencija reda višeg od 2 u općem slučaju još uvijek otvoren i aktuelan 
problem, čak i u slučaju kada je modul prost broj. Ova činjenica se također može 
iskoristiti za potrebe izvjesnih kriptografskih protokola. 


5.15 Neke primjene teorije brojeva u kriptografiji 


Kriptografija je nauka koja se bavi obezbjeđivanjem tajnog prenosa 
informacija. Ona ovaj zadatak obavlja putem transformacije podataka koji se 
prenose. Osnovna ideja je u biti posve jednostavna: pošaljilac umjesto poruke x 
šalje poruku y=E(x) gdje je E neka transformacija (funkcija), koja se naziva 
funkcija enkripcije. Poruka x naziva se izvorna poruka, dok je y šifrirana ili 
kodirana poruka. Primalac prima šifriranu poruku y i iz nje rekonstruira 
originalnu poruku koristeći pravilo x= D()), gdje je D tzv. funkcija dekripcije. 
Jasno je da mora vrijediti D(E(x)) = x, odnosno funkcija D mora biti inverzna 
funkcija funkcije E. 


Najstariji postupci šifriranja oslanjali su se isključivo na tajnost funkcija E i 
D, koje su bile poznate samo pošaljiocu i primaocu poruke. Međutim, takvi 
postupci postaju potpuno neupotrebljivi ukoliko se funkcije E i D otkriju. Zbog 
toga se svi moderni kriptografski postupci zasnivaju na boljoj ideji: pošaljilac 
šifriranu poruku kreira pomoću pravila y = E(x, k) dok primalac dešifrira poruku 
pomoću pravila x=D(y,k). Ovdje su funkcije E i D javne, odnosno poznate 
svima, dok je k određena tajna informacija koja se naziva ključ i koja smije biti 
poznata samo pošaljiocu i primaocu poruke. Naravno, za funkcije E i D pri 
ovakvom načinu šifriranja mora vrijediti uvjet D(E(x,k),k) =x. Jasno je da je 
ovakav postupak šifriranja siguran sve dok neko ne sazna ključ. Međutim, čak i 


l Elwyn Berlekamp (1940-), američki matematičar i inženjer. Bavi se teorijom informacija, teorijom kodiranja 
1 teorijom Igara. 
David G. Cantor (1935-), britansko-američki matematičar i fizičar. 
Hans Julius Zassenhaus (1912-1991), njemački matematičar. Bavio se algebrom. 
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ukoliko neko sazna ključ, dovoljno je samo promijeniti ključ, nakon čega se isti 
postupak i dalje može koristiti. 


Kod opisanog metoda, koji se zove šifriranje tajnim ključem (engl. private 
key encription), javlja se problem što ključ k moraju poznavati kako pošaljilac, 
tako i primalac. Ukoliko su pošaljilac i primalac fizički razdvojeni, javlja se 
problem kako da bezbijedno razmijene informaciju o ključu. Interesantno je da 
postoje relativno jednostavni načini da se taj problem riješi, koje zajednički 
nazivamo protokoli razmjene ključeva. Opća ideja ovih protokola je sljedeća. 
Potrebno je pronaći dvije funkcije P i 'P koje se lako računaju i za koje vrijedi 
P(P(x), y) = P(P( y), x), pri čemu se za funkciju P postavlja dopunski zahtjev da 
se njena inverzna funkcija P~ veoma teško računa, što zapravo znači da ukoliko 
poznajemo samo &(x) i ništa drugo, nema načina da u razumnom vremenu 
odredimo vrijednost x uz pomoć tehnologije koja nam je danas na raspolaganju. 
Funkcije koje ispunjavaju taj uvjet nazivamo jednosmjerne funkcije (engl. one 
way functions). Ideja je sada vrlo jednostavna. Neka dvije osobe A i B treba da 
se dogovore oko vrijednosti ključa k. Osoba A izabere nasumice neku vrijednost 
a, izračuna P(a) i pošalje javnim putem izračunatu vrijednost osobi B. Osoba B 
izabere nasumice neku vrijednost b, izračuna ®(b) i pošalje javnim putem 
izračunatu vrijednost osobi A. Osoba A sada zna a i ®(b), te može izračunati 
vrijednost 'P(P(b),a). S druge strane, osoba B sada zna b i (a), te može 
izračunati vrijednost ¥(®(a), b). Zbog postavljenih zahtjeva na funkcije ® i Y, 
imamo 'P(P(b), a) = V(Đ(a),b), tako da su krajnje vrijednosti koje su dobile 
osobe A i B jednake. Upravo ta vrijednost se uzima za dogovorenu vrijednost 
ključa k. Dakle, osoba A računa ključ po formuli k = 'P(P(b), a), dok osoba B 
računa ključ po formuli k = 'P(P(a),b). S obzirom da se u javnosti distribuiraju 
samo vrijednosti P(a) i P(b), a da je poznavanje vrijednosti a i b neophodno za 
računanje ključa, neko ko prisluškuje tok komunikacije mogao bi izračunati 
ključ samo ukoliko bi bio u stanju da iz vrijednosti (a) i P(b) izračuna 
vrijednosti a i b. Međutim, kako je P jednosmjerna funkcija, ovo nije moguće 
izvesti u razumnom vremenu. Dakle, mada svaka osoba koja je prisluškivala 
komunikaciju principijelno posjeduje neophodne informacije na osnovu kojih je 
moguće izračunati ključ, ona to nije u stanju izvesti. Drugim riječima, jedino 
osoba A odnosno osoba B, koje posjeduju vrijednosti a odnosno b, mogu 
izračunati ključ u razumnom vremenu. 


Ostaje problem kako odabrati funkcije P i Y sa traženim svojstvima. Teorija 
brojeva daje mnogo mogućih odgovora na ovo pitanje. Najpoznatiji je tzv. 
Diffie'-Hellmanov" protokol razmjene ključeva, kod kojeg je P(x) = mod(g“,p) 
i 'P(x,y) = mod(x",p) gdje je p neki veliki prost broj, a g neki broj takav da je 
[g], primitivna klasa ostataka (primitivni korijen) po modulu p. Stoga, prema 
ovom protokolu, osobe A i B prvo treba da se dogovore o brojevima p i g, čime 
su određene funkcije P i Y. Bitno je istaći da se i ovaj dogovor može obaviti 
javno (cilj protokola zapravo i jeste u tome da se niti jedna razmjena informacija 


I Balley Whitfield Diffie (1944—), američki inženjer. Bavi se kriptografijom. 
2 Martin Hellman (1945—), američki inženjer. Bavi se kriptografijom. 
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ne treba obavljati u tajnosti). Nakon toga, osoba A bira slučajni broj a u opsegu 
od 0 do p-1, računa vrijednost &=mod(g“,p) i šalje tu vrijednost osobi B. 
Osoba B također bira slučajnu vrijednost b u opsegu od 0 do p-1, računa 
vrijednost B = mod(g“,p) i šalje tu vrijednost osobi A. Osoba A sada računa ključ 
k po formuli k = mod(B“, p), dok osoba B računa ključ po formuli k = mod(o“, p). 
Da obje formule daju istu vrijednost za k, slijedi iz lanca identiteta u modularnoj 


aritmetici ([B])“= ([g1)“=([g19»“ = ([g1p)9=([0],). 


Razmotrimo sada šta može učiniti osoba koja prisluškuje razmjenu ključeva 
po Diffie-Hellmanovom protokolu. Takva osoba direktno može saznati samo 
vrijednosti p, g, X i B. Međutim, za računanje ključa, potrebno je još znati bilo 
vrijednost a, bilo vrijednost b. Prisluškivač može odrediti ove vrijednosti samo 
ukoliko je u stanju riješiti bilo jednačinu mod(g“,p) = a po nepoznatoj a, bilo 
jednačinu mod(g", p) = B po nepoznatoj b. Obje jednačine su iste vrste i mogu se 
zapisati u obliku ([g],)“ = [&], odnosno ([g] BE = [B],. Formalno gledano, rješenja 
ovih jednačina glase a=ind,[Q],ib=ind,[B],, gdje oznaka “ind” predstavlja 
diskretni logaritam o kojem smo ranije govorili. Međutim tom prilikom smo 
također rekli da do danas nisu poznati algoritmi pomoću kojih je u razumnom 
vremenu moguće računati diskretne logaritme kad god je modul dovoljno velik. 
Na taj način nam teorija brojeva pruža siguran način za razmjenu ključeva. 


Ilustrirajmo Diffie-Hellmanov protokol na jednom konkretnom primjeru. 
Neka su osobe A i B izabrale prost broj p=8237 (ovo je samo primjer za 
ilustraciju; u praktičnim primjenama, za postizanje dovoljne sigurnosti, broj p 
treba imati više desetina pa i stotina cifara). Provjerom lako nalazimo da je 
[212237 primitivna klasa ostataka po modulu 8237, tako da možemo uzeti g=2. 
Osoba A sada nasumice bira broj a u opsegu od 0 do 8236, recimo a=3511,1 
računa vrijednost a = mod(2?'', 8237) = 516, koju šalje osobi B. Isto tako, osoba 
B bira slučajan broj b u istom opsegu, recimo b = 1394, i računa vrijednost 
B = mod(2'?*, 8237) = 5529, koju šalje osobi A. Osoba A sada može izračunati 
ključ k po formuli k = mod(5529%'!, 8237) = 7953. Potpuno istu vrijednost ključa 
može dobiti i osoba B, ali prema formuli k = mod(516'?“,8237) = 7953. Na taj 
način, osobe A i B su se usaglasile oko vrijednosti ključa, a da pri tome nisu 
javno razmijenili nikakve informacije na osnovu kojih bi treća osoba mogla u 
razumnom vremenu izračunati ključ. Naravno, pošto je u razmotrenom primjeru 
ključ p sasvim mali za kriptografske svrhe, na osnovu poznatih vrijednosti & i B 
bi se relativno lako mogle naći vrijednosti a i b, recimo grubom silom uz pomoć 
računara (za šta ne bi trebalo više od nekoliko sekundi). 


Vratimo se ponovo na opći problem šifriranja i dešifriranja sa ključem. Neka 
se šifriranje obavlja pomoću pravila y=E(x,k) a dešifriranje pomoću pravila 
x=D(y,k), gdje su E i D funkcije enkripcije i dekripcije respektivno, dok je k 
ključ. Vidjeli smo da je osnovni problem pri upotrebi ovakvog metoda šifriranja 
kako osigurati tajnost ključa k. Mada se ovaj problem može relativno uspješno 
riješiti korištenjem nekog od protokola razmjene ključeva, situacija postaje 
znatno komplikovanija ukoliko je vrijednost ključa potrebno distribuirati između 
većeg broja osoba. Iako postoje poopćenja protokola poput Diffie-Hellmanovog 
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protokola za slučaj razmjene zajedničke vrijednosti ključa između n osoba gdje 
je n proizvoljan prirodan broj, situacija bi bila znatno jednostavnija kada bi se 
ključ mogao slobodno distribuirati u javnost. Stoga je prirodno postaviti pitanje 
da li je ikako moguće ključ također učiniti javnim. 


Na prvi pogled, odgovor na prethodno postavljeno pitanje je odrečan, s 
obzirom da se iz poznatog ključa X i šifrirane informacije y primjenom funkcije 
D neposredno dobija izvorna informacija x. Stoga je prilično iznenađujuće da je 
problem ipak rješiv, i to na relativno jednostavan način. Ideja se zasniva na 
upotrebi jednosmjernih funkcija. Naime, pretpostavimo da su funkcije E i D 
takve da je vrijednost E(x,k) lako izračunati na osnovu poznatih x i k, dok je 
vrijednost D(y,k) na osnovu poznavanja samo y i k praktično nemoguće izračunati 
i u kakvom razumnom vremenu uz pomoć tehnologije koja nam je danas na 
raspolaganju (drugim riječima, funkcija dekripcije D je jednosmjerna funkcija). 
Tada je lako moguće kreirati šifriranu poruku y=E(x,k) na osnovu izvorne 
poruke x, dok je izvornu poruku x= D(y,k) praktično nemoguće rekonstruisati iz 
šifrirane poruke y, bez obzira što su i funkcija D i ključ k poznati. Doduše, u tom 
slučaju niko ne bi bio u stanju dešifrirati poruku. Međutim, pretpostavimo da 
postoji efikasan algoritam za računanje D(y,k) pod uvjetom da se znaju neke 
dopunske informacije o ključu k, koje nije moguće na efikasan način odrediti iz 
poznavanja k, i pretpostavimo da samo primalac poruke (i niko drugi) zna te 
dopunske informacije. Tada samo primalac poruke može dešifrirati poruku, bez 
obzira što su funkcije E i D kao i ključ k poznati svima. Za funkcije D sa takvim 
svojstvom kažemo da su jednosmjerne funkcije sa tajnim prolazom (engl. 
trapdoor one way functions), dok se postupak šifriranja zasnovan na upotrebi 
takvih funkcija naziva šifriranje javnim ključem. 


Ostaje pitanje kako je moguće da samo primalac poruke zna dopunske 
informacije neophodne za efikasno računanje D(y,k). Međutim, to uopće nije 
osobito teško. Na primjer, neka efikasan algoritam za računanje D(y, X) zahtijeva 
poznavanje rastave broja k na proste faktore. Primalac poruke može uzeti dva 
ogromna prosta broja p i q koji imaju, recimo, 100 cifara i kreirati broj k=pq. 
Tada primalac zna proste faktore od k, ali niko drugi ko poznaje samo k ne može 
odrediti p i q, jer ne postoji nikakav postupak kojim se tako veliki prosti faktori 
tako velikog broja mogu naći u razumnom vremenu, čak i uz pomoć najbržih 
postojećih računara. Dakle, u tom slučaju samo je primalac (i niko drugi) u 
stanju da dešifrira poruku. 


Kao jedan konkretan primjer šifriranja javnim ključem možemo navesti 
Rabinov kriptosistem, koji se direktno zasniva na prethodno opisanoj ideji. Neka 
je E(x,k) = mod(x“, k). Tada za funkciju D mora vrijediti mod(D(y, k)', k) = x, što 
se može zapisati i kao ([D(y, kl)? = [x]x. Dakle, D(y, k) je diskretni kvadratni 
korijen iz x po modulu k. Međutim, ranije smo vidjeli da je za potrebe efikasnog 
računanja kvadratnog korijena po modulu k nužno poznavanje prostih faktora 
broja k. Ukoliko je k ogroman broj, niko ne može u razumno vrijeme odrediti 
proste faktore broja k znajući samo njega, ali neko ko poznaje faktore broja k 
(npr. neko ko je kreirao broj k po formuli k=pq gdje su p i q izabrani veliki 
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prosti brojevi) može efikasno izračunati D(y,k). Ukoliko je taj neko upravo 
primalac poruke, samo je on u stanju dešifrirati poruku. Da bi se računanje D(y, k) 
učinilo što lakšim (za onog ko poznaje p i g), p i g se obično biraju tako da 
vrijedi mod(p, 4) = mod(g,4) = 3 (brojevi koji su produkt dva takva prosta broja 
nazivaju se Blumovi ' brojevi, odnosno k je obično Blumov broj). 


Mada je Rabinov kriptosistem veoma jednostavan, njegov osnovni nedostatak 
je što funkcija D nije jednoznačna. Zaista, svaki broj koji uopće ima diskretni 
kvadratni korijen po modulu k = p q ima po tom modulu četiri različita kvadratna 
korijena. Odavde slijedi da se iz svake šifrirane poruke y mogu rekonstruisati 
četiri različita kandidata x za izvornu poruku, od kojih naravno samo jedna može 
biti prava poruka koja je zaista poslana. Stoga je za praktičnu primjenu 
Rabinovog kriptosistema potrebno ugraditi i neku strategiju kojom se prepoznaje 
prava poruka između četiri moguće poruke (to se obično postiže ugradnjom 
izvjesnih signatura u izvornu poruku, čije odsustvo sigurno znači da se ne radi o 
pravoj poruci). Zbog opisanih komplikacija, Rabinov kriptosistem se rijetko 
koristi u praksi. 


Od svih postupaka šifriranja javnim ključem, danas se najviše koristi 
postupak poznat pod nazivom RSA kriptosistem, čije je ime akronim imena 
autora R. Rivesta“, A. Shamira? i L. Adlemana. U ovom postupku, za šifriranje 
se koristi formula y = mod(x“, m), pri čemu je NZD(a, o(m)) = 1. Ovdje je ključ 
par (a,m). Bitno je uočiti da Rabinov kriptosistem nije specijalan slučaj RSA 
kriptosistema za a=2, s obzirom da uvjet NZD(a, Q(m))=1 kod Rabinovog 
kriptosistema nije ispunjen. Može se pokazati da formula za dešifriranje kod 
RSA kriptosistema glasi x=mod(y",m) pri čemu je b rješenje linearne 
kongruencije ab=1 (mod Q(m)) po nepoznatoj b (drugim riječima, [blg je 
inverzni element za množenje klase ostataka [a],). Računanje (m) nije 
moguće obaviti u razumnom vremenu bez poznavanja prostih faktora od m, tako 
da samo onaj ko poznaje proste faktore od m može dešifrirati poruku 
(podrazumijeva se da je m veliki broj), s obzirom da se samo rješavanje linearne 
kongruencije može obaviti efikasno Euklidovim algoritmom. Poruka koja se 
šifrira RSA postupkom mora biti u opsegu od 0 do m—1. Ukoliko to nije slučaj, 
izvorna poruka se dijeli u blokove čija vrijednost leži u navedenom opsegu, 
nakon čega se svaki od blokova šifrira zasebno. 


Ilustrirajmo RSA postupak na jednom konkretnom primjeru. Neka je primalac 
poruke izabrao proste brojeve p=29 iq=37 i kreirao broj m =p q = 1073 (ovi 
brojevi su premali za praktičnu primjenu, ali mogu poslužiti kao ilustracija). 
Primalac lako može izračunati vrijednost o(m) =(p—1)(q-1) =1008. Primalac 
dalje treba izabrati broj a takav da je NZD(a, Q(m))=1, što se može efikasno 
obaviti nasumičnim izborom a i provjerom da li je NZD(a, Q(m))=1 pomoću 
Euklidovog algoritma (takav broj a uvijek se može naći u relativno malo 


! Manuel Blum (1938—), venecuelansko-američki naučnik. Bavi se teorijom kompleksnosti, kriptografijom i 
ostalim oblastima teorijske kompjuterske nauke. 

? Ron Rivest (1947—), američki naučnik. Bavi se kriptografijom i teorijskom kompjuterskom naukom. 

3 Adi Shamir (1952—), izraelski naučnik. Bavi se kriptografijom. 
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pokušaja, s obzirom da prema teoriji vjerovatnoće vjerovatnoća da dva nasumice 
izabrana broja budu uzajamno prosti iznosi čak 6/1 =60.8 %). Na primjer, a=5 
je takav broj, jer je NZD(5, 1008) = 1. Sada primalac može javno objaviti ključ 
(a,m) = (5, 1073). Također, s obzirom da vrijednost b koja je neophodna za 
dešifriranje ne zavisi od poruke koja se šifrira, primalac može odmah izračunati 
vrijednost b iz kongruencije 55=1 (mod 1008), čije se rješenje b=605 može 
efikasno naći pomoću Euklidovog algoritma. Naravno, izračunatu vrijednost b 
pošaljilac čuva u tajnosti. Neka sada pošaljilac želi da pošalje poruku x= 8. On 
tada računa šifriranu poruku y = mod(8", 1073) = 578 (što smo vidjeli da se može 
izračunati efikasno) i šalje je primaocu. Primalac sada lako računa izvornu 
poruku koristeći formulu x= mod(578%, 1073)=8 (što se također izvodi 
efikasno). Pri tome, niko osim primaoca nije u mogućnosti da izračuna x, s 
obzirom da niko drugi ne može u razumnom vremenu izračunati vrijednost b. 
Zaista, za računanje vrijednosti b, potrebno je prvo izračunati vrijednost (m), 
što se može izvesti u razumnom vremenu samo uz poznavanje faktora broja m 
(naravno, ovo vrijedi samo ukoliko je m dovoljno velik). 


Primjer RSA postupka ukazuje na drugi način na koji možemo gledati 
postupke kriptografije sa javnim ključem. Naime, možemo smatrati da se pri 
takvim postupcima koriste dva ključa, tzv. javni ključ (ili ključ za enkripciju) k, 
i tzv. tajni ključ (ili ključ za dekripciju) k,, pri čemu se šifriranje vrši prema 
formuli y=E(x,k,), a dešifriranje prema formuli x=D(y,k,). Pri tome, za 
funkcije E i D kao i za ključeve ke i ką mora vrijedniti relacija D(E(x, ke), ka) = x. 
Recimo, kod RSA postupka možemo uzeti da par (a, m) predstavlja javni ključ, a 
par (b,m) tajni ključ. Zbog ovakvog načina posmatranja, postupci šifriranja sa 
javnim ključem se ponekad nazivaju i asimetrični kriptosistemi (u smislu da se 
za šifriranje i dešifriranje koriste različiti ključevi), za razliku od postupaka 
šifriranja sa tajnim ključem, koji se nazivaju i simetrični kriptosistemi (u smislu 
da se isti ključ koristi i za šifriranje i za dešifriranje). Jasno je da je zbog relacije 
D(E(x, ke), ka) = x, koja mora biti ispunjena za sve vrijednosti x, u principu uvijek 
moguće izračunati tajni ključ k, iz javnog ključa k,. Međutim, za praktičnu 
primjenljivost kriptosistema, ova mogućnost ne smije biti izvodljiva ni u 
kakvom razumnom vremenu. Tipično, oba ključa ke i ką primalac poruke računa 
iz nekih samo njemu poznatih pomoćnih informacija, ali samo ključ k, objavljuje 
u javnosti, dok ključ k4 čuva za sebe. Prednost ovakvog načina posmatranja je u 
tome što se pri ovakvom pristupu, funkcija D izražava znatno jednostavnijim 
izrazima (recimo, kod RSA postupka, D i E su praktično iste funkcije). Bez 
obzira na to, matematički posmatrano, ovakav način posmatranja je u potpunosti 
ekvivalentan ranije razmotrenom pristupu, u kojem se pojam tajnog ključa 
nigdje ne pominje eksplicitno. 


Obratimo pažnju da je kod šifriranja sa javnim ključem postupak šifriranja 
jednosmjeran, odnosno pošaljilac i primalac ne mogu zamijeniti uloge, s obzirom 
da primalac zna informacije koje pošaljilac ne zna (niti ih zna iko drugi). 
Međutim, ovaj problem se lako prevazilazi ukoliko se koriste dva ključa ka i kg, 
pri čemu osoba A zna dodatne informacije o ključu ka, a osoba B zna dodatne 
informacije o ključu kp. Tada, kada osoba A šalje poruku x osobi B, ona šalje 
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šifriranu poruku y = E(x, kg) koju B dešifrira kao x = D(y, kg), što može uraditi s 
obzirom da zna dodatne informacije o ključu kg. S druge strane, kad osoba B 
šalje poruku x osobi A, ona šalje šifriranu poruku y= E(x,k,) koju A dešifrira 
kao x=D(y, ka), što može uraditi s obzirom da zna dodatne informacije o ključu 
ka. Alternativno, ukoliko postupak šifriranja posmatramo na asimetričan način, 
tada možemo uzeti da osoba A posjeduje javni ključ ka, i tajni ključ k,,, dok 
osoba B posjeduje javni ključ kge i tajni ključ kga. Osoba A tada šifrira poruku x 
po formuli y = E(x, kge), koju B dešifrira po formuli x = D(y, kga). Slično, osoba B 
šifrira poruku x po formuli y = E(x, kae), koju A dešifrira po formuli x = D(y, kaa). 


Sada smo u mogućnosti da opišemo jednu revolucionarnu novinu koju pruža 
šifriranje javnim ključem, koja je posve neizvodljiva pri šifriranju tajnim 
ključem. Pretpostavimo da osoba A pored šifrirane poruke y pošalje osobi B i 
poruku z = E(D(x, ka), kg), koju A može kreirati efikasno, s obzirom da zna 
dopunske informacije o ključu ką. Alternativno, ukoliko stvari posmatramo sa 
asimetričnog aspekta, z ćemo računati kao z = E(D(x, kag),kg,). Po prijemu 
poruke z, osoba B može efikasno izračunati vrijednost E(D(z, kg), ka) odnosno 
E(D(Z, kga), Kae), pri čemu se kao rezultat treba dobiti x, jer je 


E(D(z, kg), ka) = E(D(E(D(x, ka), kg), kg), ka) = E(D(x, ka), ka) =x 
odnosno 


E(D(Z, kge), kaa) = E(D(E(D(x, kaa), Ke), kpa), kae) = EDC, kaa), kae) =x 


S obzirom da se pretpostavlja da je osoba B prethodno dešifrirala poruku x, ona 
može provjeriti da li je zaista E(D(x, ka), ką) =x odnosno E(D(x, kaa), kae) =x. 
Međutim, nakon što se osoba B uvjeri da je ova relacija zadovoljena, ona može 
sa sigurnošću tvrditi da je poruka x zaista stigla od osobe A (a ne eventualno od 
neke treće osobe C koja se lažno predstavlja kao osoba A), s obzirom da niko 
drugi nije u stanju efikasno izračunati z na osnovu x. Stoga se poruka z naziva 
digitalni potpis (engl. digital signature) poruke x. Postojanje digitalnih potpisa 
je vjerovatno jedna od najfascinantnijih posljedica tehnika šifriranja sa javnim 
ključem, koja je unijela sasvim nova gledišta u modernu kriptografiju. 


U praksi se digitalni potpisi računaju neznatno drugačije. Naime, gore 
opisani digitalni potpis dug je koliko i sama poruka koja se prenosi. Stoga se 
digitalni potpis najčešće računa po modificiranoj formuli z = E(D(H(x), ka), kg), 
gdje je H neka javno dogovorena funkcija za koju vrijednosti H(x) leže u znatno 
užem opsegu nego što je opseg vrijednosti koje x može uzimati. Takva funkcija 
obično se naziva funkcija raspršenja ili heš (engl. hash) funkcija, dok se 
vrijednost H(x) naziva otisak prsta (engl. fingerprint) poruke x ili “provarena?? 
poruka (engl. message digest). Recimo, jednostavan primjer takve funkcije H je 
H(x) = mod(x, m), koja generira samo vrijednosti H(x) u opsegu od 0 do m-1 (pri 
čemu je m zadani parametar, koji određuje veličinu “otiska prsta“). Na mjestu 
prijema, provjera potpisa vrši se testiranjem da li je E(D(z, kp), ka) = H(x), kako 
bi trebalo biti. 
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S obzirom da funkcija H sa navedenim svojstvima ne može biti injektivna, za 
svaku poruku x uvijek postoje poruke x', x" itd. sa istim otiskom prsta, tj. za koju 
je Hx)=H(x)=H(x") =... što otvara mogućnost da se podmetne lažna poruka 
sa istim potpisom. Stoga, da bi funkcija H bila sigurna za kriptografske 
primjene, ona mora biti takva da ne postoji efikasan algoritam kojim se na 
osnovu poznate poruke x može konstruisati ijedna poruka x za koju je 
H(x) = H(x), niti da se za poznatu vrijednost h može konstruisati neka poruka x 
za koju vrijedi H(x) = h (jednostavni primjer funkcije H koji je maloprije naveden 
ne ispunjava ove sigurnosne kriterije). Postoje brojne funkcije H sa traženim 
svojstvima, pri čemu se najčešće koristi funkcija H poznata pod kodnim imenom 
MDS5 (Message Digest ver. 5). Ova funkcija ne može se prikazati jednostavnom 
formulom, ali je moguće prikazati algoritam za njeno računanje, koji ovdje 
nećemo navoditi. 


Teorija brojeva se masovno koristi i za konstrukciju protokola pomoću kojih 
neka osoba koja poznaje neke tajne informacije može ubijediti druge da poznaje 
te informacije, bez otkrivanja i najmanje količine tih informacija. Takvi 
protokoli nazivaju se ubjeđivanja bez otkrivanja znanja (engl. zero knowledge 
proofs). Ovdje je upotrijebljena riječ “ubjeđivanja“ a ne “dokazi”, jer se više radi 
o ubjeđivanju sagovornika u posjedovanje informacija, nego o klasičnom dokazu 
u matematičkom smislu. Opisaćemo primjer jednog takvog protokola. Neka je 
jedino osobi A povjerena tajna šifra u vidu dva velika prosta broja p i q i neka je 
u javnosti objavljeno da je osoba A ona osoba koja zna proste faktore broja 
n = pq (naravno, u javnost je dat samo broj n, a ne i faktori p i q). Pokazaćemo 
kako je osoba A u stanju ubijediti neku drugu osobu (koju ćemo nazvati 
ispitivač) da je baš ona ta osoba, a da pri tome ne otkrije same brojeve p i q. 
Osoba A će narediti ispitivaču da izabere slučajan prirodan broj x manji od n i da 
ga saopći. Nakon toga, osoba A će izračunati diskretni kvadratni korijen iz x po 
modulu n ukoliko on postoji (bolje rečeno, jedan od korijena, pošto ih ima više) i 
saopćiće ispitivaču rezultat y, ili informaciju da diskretni kvadratni korijen ne 
postoji. Ispitivač sada lako može provjeriti da li je rezultat dobar, tj. da li je 
mod(y,n) =x. Međutim, već je rečeno da računanje diskretnog kvadratnog 
korijena po modulu n zahtijeva poznavanje faktora broja n, tako da ako je neka 
osoba zaista u stanju izračunati y, ona mora znati p i q, odnosno ona mora biti 
osoba A. Naravno, moglo se desiti da je neka osoba koja se lažno predstavlja 
kao A slučajno pogodi vrijednost y, iako je vjerovatnoća za tako nešto veoma 
mala. Međutim, ako se opisani protokol ponovi više puta sa različitim nasumice 
odabranim vrijednostima x i ako ispitivana osoba svaki put uspješno odredi 
diskretni kvadratni korijen iz x po modulu n, svaka sumnja da se ne radi o osobi 
A praktično nestaje. Dakle, osoba A je u stanju ubijediti proizvoljnog ispitivača 
da je baš ona ta osoba koja poznaje tajne informacije, bez otkrivanja ikakvih 
informacija kako te tajne informacije glase. 


U navedenom primjeru protokola dokaza bez otkrivanja znanja, tajna 
informacija sastojala se samo od dva prosta broja. Opisani protokol se lako može 
generalizirati za dokazivanje poznavanja proizvoljne skupine podataka bez 
njihovog otkrivanja. Nije teško naslutiti kakve ovo mogućnosti otvara u 
savremenoj elektronskoj komunikaciji. 
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Zadaci uz Poglavlje 5. 


Testirajte broj 367112152728588798300 na djeljivost sa brojevima 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
11, 13, 25, 37 1 101 bez stvarnog obavljanja dijeljenja. 


Nađite sve proste brojeve manje od 100. 

Koristeći Lucas-Lehmerovov test, pokažite da broj M,;=2"—1 nije prost, a da broj 
M;3=29-— 1 jeste. 

Nađite prvih 5 savršenih brojeva. 


Pronađite sve brojeve n manje od 100 za koje se poligon sa n stranica može konstruisati 
samo pomoću linijara i šestara. 


Uz pretpostavku da postoji svega 5 Fermatovih prostih brojeva, pronađite sve neparne 
brojeve n za koje se poligon sa n stranica može konstruisati samo pomoću linijara i šestara. 


Izračunajte vrijednosti 441085995), P(441085995) i c(441085995). 


Izračunajte najveći zajednički djelilac (NZD) i najmanji zajednički sadržilac (NZS) za 
brojeve 4840, 1188, 4004 i 2992, koristeći naivni postupak zasnovan na rastavi svih 
brojeva na proste faktore. Zatim provjerite dobijeni rezultat korištenjem Euklidovog 
algoritma. 


Ukoliko su p, q, ri s cijeli brojevi, izvedite formule za NZD(p/q, rís) i NZS(p/q, r/s) u 
kojima se kao argumenti funkcija NZD odnosno NZS javljaju samo cijeli brojevi. 


Izračunajte na što jednostavniji način sumu kvadrata prvih 20 Fibonaccijevih brojeva. 
Izračunajte 50-ti Fibonaccijev broj koristeći što je god moguće manje računanja. 


Dokažite da je najgori slučaj za Euklidov algoritam računanje NZD za dva susjedna 
Fibonaccijeva broja. 

Koristeći prošireni Euklidov algoritam, izrazite najveći zajednički djelilac sljedećih parova 
brojeva kao njihovu linearnu kombinaciju: 

a) 2101155 b) 991459 c) 1731311 


Koristeći prošireni Euklidov algoritam, izrazite najveći zajednički djelilac sljedećih trojki 
brojeva kao njihovu linearnu kombinaciju: 
a) 345, 2301215 b) 35, 75113 c) 103, 302 i 201 


Koristeći prošireni Euklidov algoritam, izrazite najveći zajednički djelilac sljedećih 
četvorki brojeva kao njihovu linearnu kombinaciju: 
a) 3080, 2310, 2618 i 3344 b) 2310, 2730, 1980 i 1482 


Riješite sljedeće Diofantove jednačine: 

a) 14x+38y=100 b) 13x+21y=15 c)3x+27y=1 

Riješite sljedeće Diofantove jednačine u skupu prirodnih brojeva (tj. izdvojite samo ona 
rješenja koja su prirodni brojevi); 

a) 9x+15y=210 b) 15x+27 y= 333 c)9x-4y=3 

d) 2x+5y=4 


Pronađite sve načine kako se memorija od 256 MB može realizirati ukoliko su na 
raspolaganju samo memorijski čipovi kapaciteta 10 MB i kapaciteta 16 MB (naravno, 
ovdje nas zanima samo broj upotrijebljenih čipova, a ne i način povezivanja). 


Pronađite sve načine na koje se iznos od 48 KM može isplatiti korištenjem samo kovanica 
od 2 KM i 5 KM. 


Riješite Diofantovu jednačinu 66 x+ 70 y +45 z = 92. 
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Nađite opće rješenje sljedećih Diofantovih jednačina, a nakon toga izdvojite ona rješenja 
koja su prirodni brojevi: 

a) 14x+28y+21z=91 b) 6x+10y+4z=50 c) 3x+2y+4z=11 

Za slanje nekog paketa potrebno je platiti poštarinu od 2,5 KM, a na raspolaganju su samo 
poštanske markice vrijednosti 20, 30 odnosno 60 feninga. Pronađite sve načine na koje je 
moguće nalijepiti markice u traženom iznosu poštarine. 

Nađite opće rješenje sljedećih Diofantovih jednačina: 

a) 2x+5y+4z+3u=5 b) 105x+30y+70z+42u=1 

Riješite Diofantovu jednačinu 15x+6y+10z2+21u+35v=1. 

Riješite sljedeće sisteme Diofantovih jednačina: 

a) x+y+z= 100, x+8y+50z= 156 


b) 2x+3y+z= 100, x+6y+21z= 121 
c) x+y+z+u= 100, x+2y+3z+4u=300,x+4y+9z2+16u= 1000 


Neka avio kompanija prodaje 3 vrste karata za određeni let po cijeni 78 EUR za ekonomsku 
klasu, 110 EUR za poslovnu klasu i 140 EUR za prvu klasu. Ukoliko je 69 putnika platilo 
ukupno 6548 EUR za karte na tom letu, odredite koliko je karata svake vrste prodato. 


Izračunajte o(441085995) na razne načine. 
Znajući da je Q(2517022337) = 2516921940, rastavite broj 2517022337 na proste faktore. 


Izračunajte sljedeće elemente u modluarnoj aritmetici: 


a) ([4lo7" b) ([7l9)" c) (2114): DIR)! e) BSlao)' 
Nađite sve faktore nule po modulu 60. 


Izračunajte sljedeće elemente u modluarnoj aritmetici (iskoristite Fermat-Eulerovu teoremu 
da reducirate eksponent kad god je to moguće): 


a) (E71) b) (1416)? c) (131,9)'% d) (16124) e) (17),,) 90000 


U modularnoj aritmetici se definira i stepenovanje negativnim eksponentom na intuitivno 
prirodan način prema definiciji ({al,) "= (({al,) 9", gdje je ([a]„)! inverzni element 
elementa [a],, za množenje, kao što je i uobičajeno. Izračunajte ([32159)71909%, 


Izračunajte ([131592)19%%%%. (1911592). 

Nađite pretposljednju cifru broja SU 

Nađite posljednju cifru broja 7" 

Nađite sve primitivne klase ostataka po modulu 50. 
Izračunajte ord [5];3. 


Izračunajte (koristeći isprobavanje “grubom silom") diskretne logaritme svih klasa ostataka 
od [1]; do [6]; po bazi [5];. 


Testirajte prostost brojeva 339107 i 458737 koristeći Fermatov odnosno Miller-Rabinov 
test. 


Riješite sljedeće linearne kongruencije: 

a) 32x=6 (mod 70) b) 7x=3 (mod 24) c) 14x=5 (mod 54) 

d) 3x=21 (mod 33) e) 103x=444(mod 999) f) 980x=1500 (mod 1600) 
Astronom je pratio kretanje vještačkog satelita za koji se zna da mu je period obilaska oko 
Zemlje kraći od jednog dana, i da iznosi cijeli broj sati. Astronom je započeo pratiti 
kretanje tačno u ponoć. Kada je nakon 11 obilazaka astronom pogledao na sat, bilo je 
tačno 17 sati. Koliko iznosi period obilaska satelita oko Zemlje? 
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Tajna špijunska organizacija jednog dana uhvatila je tajanstvenu poruku koja je glasila 


JWHDQVHAJWKAJRWSYSWNVWRWRASOLYZIWCWZYCWZAOWHYOLQPLH 

YSWNWJHYNYKYMDLQHWRQDLQQRWDLWJATPWRWZWOW 

Analiza uz pomoć računara dovela je do sljedećih spoznaja: 

— Izvorna poruka je u cijelosti pisana bosanskim jezikom, isključivo velikim slovima 
unutar engleskog alfabeta (ASCII kodovi u opsegu od 65 do 91); 

— Za šifrovanje je korišten algoritam prema kojem se svaki znak izvorne poruke čiji je 
ASCII kod x mijenja znakom sa ASCII kodom y prema formuli y=mod(ax+b,26)+65, 
gdje su a i b neke cjelobrojne konstante u opsegu od 0 do 25. 

Međutim, računar nije uspio do kraja probiti algoritam šifriranja i dešifrirati poruku. Stoga 

je Vaš zadatak sljedeći: 

a) Odredite konstante a i b ukoliko je poznato da se u bosanskom jeziku ubjedljivo najviše 
puta pojavljuje slovo A, a odmah zatim po učestanosti pojavljivanja slijedi slovo E; 

b) Odredite funkciju dešifriranja, tj. funkciju koja rekonstruiše x iz poznatog y; 

c) Na osnovu rezultata pod b), dešifrirajte uhvaćenu poruku. 


Riješite sljedeće linearne kongruencije sa 2 nepoznate: 
a) 2x+3y=1(mod 7) b) 6x+3y=0(mod 9) c) 2x+4y=6(mod 8) 
d) 10x+5y =9(mod 15) e) 3x+9y =1 (mod 13) 


Riješite linearnu kongruenciju 30x+70y+42z =1 (mod 105). 


Riješite sljedeće sisteme linearnih kongruencija pomoću Kineske teoreme o ostacima: 
a) 6x=16 (mod 22), 7x=11 (mod 17) 

b) x=2 (mod 3), x=4 (mod 5), x=1 (mod 7) 

c) 3x=5 (mod 11),7x=12(mod 13), 11 x=2 (mod 19) 

d) x=2 (mod 11), x=3 (mod 12), x=4 (mod 13), x=5 (mod 17), x=6 (mod 19) 


Riješite sljedeće sisteme linearnih kongruencija, na koje Kineska teorema o ostacima nije 
primjenljiva: 

a) x=4(mod 6), x=13 (mod 15) 

b) x=2 (mod 910), x=93 (mod 1001) 

c) x=5 (mod 6), x=3 (mod 10), x=8 (mod 15) 

d) x=2 (mod 6), x=4 (mod 8), x=2 (mod 14), x= 14 (mod 15) 

e) x=7 (mod 9), x=2 (mod 10), x=3 (mod 12), x=6 (mod 15) 


Pronađite najmanji prirodan broj koji pri dijeljenju sa 3, 5 i 7 daje redom ostatke 2, 4 i 6. 


Banda od 17 gusara je ukrala kovčeg sa zlatnicima. Kada su pokušali da podijele zlatnike u 
jednake grupe, 3 zlatnika su ostala viška. U sukobu koji je nastao oko toga kome će pripasti 
ta 3 zlatnika, jedan gusar je izgubio glavu. Kada su preostali gusari ponovo pokušali 
razdijeliti plijen u jednake skupine, preostalo je 10 zlatnika. Ponovo je izbio sukob i 
ponovo je jedan gusar platio glavom. U trećem pokušaju, raspodjela na jednake dijelove je 
urodila plodom. Odredite koliko je bilo zlatnika u kovčegu ukoliko se zna da njihov broj 
nije bio veći od 5000. 


Trojica dječaka čije su dužine stopala respektivno 17, 19 i 25 cm mjerili su dužinu sobe 
stopama i ustanovili su da nijedan od njih nije izbrojao cijeli broj stopa, nego im je do 
čitave dužine sobe ostalo 1, 4 odnosno 10 cm respektivno. Odredite koliko je zaista dugačka 
soba. 


Riješite sljedeće sisteme linearnih kongruencija sa više nepoznatih: 

a) 5x-3y=11 (mod 13), 2x+7y =6 (mod 13) 

b) x+3y=2 (mod 10), 6x+y=3 (mod 15) 

c) 3x-y-z=6(mod 6), 12x-y+z=3 (mod 6), -3x+4y+6z =6 (mod 6) 

d) 2x+y+z= 1 (mod 5), x+2y+z= 1 (mod 5), x+y+2z= 1 (mod 5) 

e) x+y+z= 1 (mod 5), 2x+4y+3z= 1 (mod 5) 

f x+y+z=1(mod 7), x+y+u= 1 (mod 7), x+z+u=1(mod 7), y+z+u= 1 (mod 7) 
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5.51 


5.52 
5.53“ 


5.54 
5.55" 


5.56 


5.57 
5.58 


5.59 


5.60 


Testirajte rješivost sljedećih kvadratnih kongruencija i za slučaj onih koje su rješive, nađite 
broj njihovih rješenja: 


a) x =132 (mod 37) b) x”=15 (mod 308) c) X =6 (mod 31) 

d) x2=32 (mod 57) e) x2=359 (mod 665) f) x2=49 (mod 120) 

g) x“ =4 (mod 378) h) xX{=17 (mod 900) i) x2=25 (mod 3750) 
j) x =25 (mod 1064) k) xX =15 (mod 2717) D xX? = 144 (mod 630) 
m) x*=31 (mod 715) n) x =25 (mod 1232) o) x =99 (mod 17325) 


Testirajte prostost brojeva 339107 i 458737 koristeći Solovay-Strassenov test. 


Riješite sljedeće kvadratne kongruencije: 

a) 5x=4 (mod 19) b) 3x5+19=0 (mod 61) c) 2x{+7=0 (mod 17) 

d) 9x5+12x—5=0(mod 31) e) x -2x=31 (mod 41) Ð 5x2-30x = 103 (mod 121) 
e) x-14x+8=0(mod 64) f) 7x7+25=0(mod 133) g) 2+22x=5(mod 17325) 
Riješite sve kvadratne kongruencije iz Zadatka 5.43 za koje se pokaže da su rješive. 


Riješite sljedeće polinomne kongruencije: 


a) x’ +4x+2=0 (mod 49) b) x +8 x -x-1 =0 (mod 1331) 
c) 13x -42 x-649=0 (mod 1323) d) 5x +x +x+1=0 (mod 64) 
e) 2x°+7x-4=0 (mod 200) f) x +x +2x+26=0 (mod 15435) 


Amela i Branko žele da razmjenjuju poruke šifrirane nekim algoritmom koji zahtijeva tajni 
ključ, ali nemaju sigurnog kurira preko kojeg bi mogli prenijeti ključ. Zbog toga su 
odlučili da razmijene ključ putem Diffie-Hellmanovog protokola. Za tu svrhu, oni su se 
prethodno dogovorili (moguće i putem javnih sistema komuniciranja) da će koristiti prost 
broj p=751 i generator g=3. Nakon toga, Amela je u tajnosti slučajno izabrala broj 
a=452, dok se Branko u tajnosti odlučio za broj b= 131. Odredite koje još informacije 
Amela i Branko moraju razmijeniti da bi se dogovorili o vrijednosti ključa i kako glasi 
ključ koji su oni dogovorili. 


Pronađite sve Blumove brojeve manje od 1000. 


Primalac poruke primio je šifriranu poruku y=251. Poznato je da je poruka šifrirana pomoću 
Rabinovog kriptosistemom sa ključem k=817, kao i dopunska informacija da izvorna 
poruka predstavlja neki broj djeljiv sa 7. Odredite kako glasi izvorna poruka. 


Alma i Boris međusobno razmjenjuju poruke preko Facebook-a. Kako je poznato da takva 

komunikacija nije osobito pouzdana, oni su odlučili da će primati samo šifrirane poruke uz 

pomoć RSA protokola. Alma je na svoj profil postavila informaciju da prima samo poruke 

šifrirane ključem (1001, 1121), dok je Boris postavio informaciju da prima samo poruke 

šifrirane uz pomoć ključa (713, 1333). 

a) Odredite kako glase funkcije dešifriranja koje koriste Alma i Boris. 

b) Odredite kako glasi šifrirana poruka y koju Alma šalje Borisu ako izvorna poruka glasi 
x=974. 

c) Odredite kako glasi digitalni potpis z koji Alma šalje Borisu pri slanju iste poruke kao 
u prethodnoj stavci. 

d) Pokažite kako će Boris dešifrirati šifriranu poruku y koju mu je Alma poslala (odnosno 
primijenite odgovarajuću funkciju za dešifriranje na šifriranu poruku). 

e) Pokažite kako će Boris na osnovu primljenog digitalnog potpisa z provjeriti autentičnost 
pošaljioca (tj. da je poruka zaista stigla od Alme). 


U nekom kriptografskom protokolu za šifriranje se koristi formula y= mod(x'!, 315). 
Pronađite formulu za dešifriranje i dešifrirajte poruku y= 22. Napomena: Ne treba Vas 
buniti činjenica da u ovom primjeru modul nije produkt dva prosta broja (postupak 
rješavanja ostaje isti). Jedini razlog što je u praksi modul uvijek produkt dva prosta broja je 
činjenica da je takve module najteže rastaviti na proste faktore, što otežava razbijanje šifre. 
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6. Elementi enumerativne kombinatorike 


6.1 Uvodni pojmovi 


Kombinatorika je veoma široka grana diskretne matematike koja, u općem 
slučaju, proučava načine formiranja karakterističnih struktura (recimo skupova, 
uređenih n-torki itd.) koje su izvedene iz elemenata nekog zadanog konačnog 
skupa u skladu sa nekim određenim kriterijem. Stoga se kombinatorika može 
svrstati u u podoblast diskretne matematike koja se ponekad naziva konačnom 
matematikom, s obzirom da se zasniva isključivo na skupovima koji sadrže 
konačno mnogo elemenata. S obzirom da je u mnogim primjenama potrebno 
samo ustanoviti koliko takvih karakterističnih podstruktura uopće postoji, tim 
zadatkom se bavi jedna podgrana kombinatorike, poznata kao enumerativna 
kombinatorika. Često se, kada se govori o kombinatorici, misli upravo na 
enumerativnu kombinatoriku i u ovom udžbeniku ćemo se ograničiti upravo 
samo na izlaganje osnovnih metoda enumerativne kombinatorike. 


Na prvi pogled izgleda da se, zbog konačnosti kombinatornih problema, svi 
takvi problemi mogu riješiti grubom silom, odnosno prostim generiranjem svih 
podstruktura željene vrste formiranih od elemenata zadanog skupa, a zatim 
izdvajanjem samo onih podstruktura koje zadovoljavaju postavljene kriterije. 
Nažalost, u praksi je takva strategija rijetko kad primjenljiva, s obzirom da je 
često broj podstruktura koje se mogu formirati izrazito veliki. Na primjer, skup 
od n elemenata ima 2" različitih podskupova. Slijedi da, recimo, skup od 100 
elemenata ima 2'% = 1.27 - 10% različitih podskupova, što je nemoguće pretražiti 
u razumnom vremenu ni sa kakvom raspoloživom tehnologijom (recimo sa ciljem 
da se pronađu podskupovi sa traženim svojstvima). Stoga je za pristup rješavanju 
takvih problema potrebno koristiti specijalno razvijene metode, koje se upravo 
proučavaju u okviru kombinatorike. 


Interesantno je da su problemi koje rješava kombinatorika izuzetno raznoliki 
sa aspekta težine rješavanja. Naime, bez obzira što se mnogi kombinatorni 
problemi rješavaju na manje ili više trivijalan način, postoje brojni kombinatorni 
problemi čije rješavanje zahtijeva upotrebu veoma kompliciranog matematičkog 
aparata, koji izlazi iz okvira čiste diskretne matematike (npr. teoriju beskonačnih 
redova i produkata). Stoga se kombinatorika smatra jednom od najtežih grana 
diskretne matematike, koja se prilično opire pokušajima "šablonizacije", bez 
obzira što neki rutinski postupci za rješavanje mnogih kombinatornih problema 
ipak postoje. Recimo, jedna od najopćenitijih kombinatornih teorija koja se 
uspješno primjenjuje na veliki broj kombinatornih problema od kojih su mnogi 
izuzetno složeni po svojoj prirodi poznata je kao Polya'-Redfieldova" teorija. 
Ipak, riječ je o veoma složenoj teoriji, koja se oslanja na prilično komplicirani 
matematski aparat (pretežno na apstraktnu algebru), tako da se u tu teoriju ne 


I George Pólya (1887—1985), mađarski matematičar. Poznat po radovima u oblasti heuristike i matematičkog 
obrazovanja (poznata je njegova knjiga “How to solve it”), 
? John Howard Redfield (1879-1944), američki matematičar. Bavio se kombinatorikom. 
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možemo upuštati. Također, treba naglasiti postoji veliki broj veoma značajnih 
kombinatornih problema koji nisu adekvatno riješeni (ili koji nisu uopće 
riješeni) sve do današnjeg dana. U ovom udžbeniku, prostor nam dozvoljava da 
se zadržimo samo na relativno jednostavnim kombinatornim problemima, dok se 
zainteresirani upućuju na brojnu specijaliziranu literaturu koja je posvećena 
isključivo kombinatorici. 


Za rješavanje jednostavnijih kombinatornih problema, dovoljno je koristiti 
neke manje ili više elementarne principe. Jedan od osnovnih principa koji se 
koristi u kombinatorici je tzv. Dirichletov! princip, poznat još i kao princip 
golubinjaka (engl. pigeonhole principle). Prema ovom principu, ukoliko je 
potrebno rasporediti više od n objekata u n skupova, tada će barem jedan skup 
sadržavati više od jednog elementa (ime principa potiče iz očiglednog 
rezonovanja prema kojem ako više od n golubova doleti u n golubinjaka, u 
barem jedan golubinjak će sletjeti barem dva goluba). Alternativna formulacija 
ovog principa tvrdi da niti jedna funkcija iz skupa koji ima više od n elemenata u 
skup koji ima n elemenata ne može biti injektivna. Prirodno poopćenje ovog 
principa (koje je poznato i kao jaka forma Dirichletovog principa) tvrdi da 
ukoliko je potrebno rasporediti m objekata u n skupova pri čemu je n< m, tada 
barem jedan skup mora sadržavati više od L(m—1)/n | objekata. Bez obzira na 
činjenicu da su Dirichletov princip i njegova razna poopćenja intuitivno veoma 
očigledni, sljedeći primjer pokazuje da se iz njega mogu izvući neki zaključci 
koji nisu baš očigledni na prvi pogled. 


> Primjer: Poznato je da čovjek ne može imati više od 300000 dlaka na glavi. 
Pokazati da moraju postojati barem dvojica Sarajlija koji do u dlaku imaju 
isti broj dlaka na glavi. Da li to važi i za Mostarce ili za Tuzlake? 


Na osnovu činjenica iz postavke problema, broj dlaka koji može imati bilo 
koji čovjek na glavi iznosi između 0 i 300000 uključivo. Kada bi svi ljudi u 
nekoj skupini ljudi imali različit broj dlaka na glavi, tih ljudi bi moglo biti 
najviše 300001. Kako je procjena Sarajevo ima više od 300001 stanovnika, to 
barem dvojica Sarajlija moraju imati isti broj dlaka na glavi (ovo je tipična 
primjena Dirichletovog principa). Isti zaključak ne mora vrijediti za Tuzlake ili 
Mostarce, jer je ukupan broj Tuzlaka odnosno Mostaraca manji od 300000. 


Slijedeći elementarni princip kombinatorike poznat je kao multiplikativni 
princip. Neka su dati konačni skupovi S1, S2, ..., S,. Ukoliko je potrebno izabrati 
tačno po jedan element iz svakog od skupova S; i= 1..n, mi zapravo vršimo 
izbor jednog elementa iz skupa S; X S52Xx ...X S,. Kako ovaj skup ima #S1#S2...#S,, 
elemenata, slijedi da postoji ukupno #S,#S2...#S, načina da izvršimo takav 
izbor. Ovo je upravo formulacija multiplikativnog principa. Ovaj princip se 
može iskazati i nešto općenitije. Naime, ukoliko trebamo izvršiti izbor n 
elemenata u n uzastopnih etapa, pri čemu prvi izbor možemo izvršiti na kı 
načina, drugi izbor na k, načina, i općenito, i-ti izbor na k; načina Za i=1..n, i 


! Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), njemački matematičar. Uveo formalnu definiciju 
funkcije, bavio se teorijom brojeva, kombinatorikom i teorijom vjerovatnoće. 
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ukoliko se pri tome ne može desiti da dva različita postupka izbora dovedu do 
istog izbora (ovaj uvjet je veoma bitan i prilično se lako previdi u brzopletim 
razmatranjima), kompletan izbor možemo izvršiti na ukupno k;k,...k, načina. 
Multiplikativni princip spada u najviše korištene principe kombinatorike, čiju 
ćemo primjenu upoznati kroz nastavak izlaganja. 


Za razliku od multiplikativnog principa, koji koristimo kada je potrebno 
izvršiti izbor po jednog elementa iz svakog skupa neke kolekcije, aditivni 
princip se koristi kada treba izvršiti izbor jednog elementa iz ma kojeg skupa iz 
kolekcije međusobno disjunktnih skupova S;,i=1..n. Time mi zapravo vršimo 
izbor jednog elementa iz skupa Si U S,U ...U S,. S obzirom na pretpostavku 
prema kojoj su svaka dva skupa S; i S; za i+j disjunktni, znamo da u tom slučaju 
vrijedi (S; U S, U... U S,) =#S1+#S2+...+#S,. Odavde slijedi da za traženi 
izbor postoji ukupno £S; +#S2 +... + £S, različitih načina, što upravo predstavlja 
formulaciju aditivnog principa. 


Pri upotrebi aditivnog principa, bitna je pretpostavka da su svi skupovi iz 
kojih se vrši izbor međusobno disjunktni. Ukoliko u brzopletom rezonovanju 
slučajno previdimo ovaj uvjet, primjena aditivnog principa može dati pogrešne 
rezultate. Ograničenje na međusobnu disjunktnost skupova može se ukloniti 
ukoliko umjesto formule za kardinalni broj unije međusobno disjunktnih skupova 
upotrijebimo formulu koja vrijedi bez ikakvih ograničenja. Mi smo ranije naveli 
formulu za kardinalni broj unije dva skupa, a općenitija formula za slučaj n 
skupova može se izvesti induktivno polazeći od te formule. Takva općenita 
formula glasi: 


F(S U S,U ...10 S,) = FS; +#S2 +... +#Sn — 


— (SIN S2) — #(S1 AO S3) — ... — (SiN S,) — #(S2 NS3)— ...— H(S,N S,) — 
— F(SNM S4) — ... — #(S3 O Sn) — +... — H(S,1 O Sh) + 
+#HSrNS2NS3) +...+#(S1NS2N8S,) +... + F(S,2 MS, OD S,) — 
—_..+ 
+ ODS AOSA... A S) 


Ovom formulom izražava se poopćenje aditivnog principa, poznato pod 
nazivom princip uključenja i isključenja (otkriće ovog principa pripisuje se J. 
Sylvesteru). Ovaj princip možemo intuitivno protumačiti na sljedeći način. Da 
bismo prebrojali elemente unije S; U S2U ... U S,, nije dovoljno samo sabrati broj 
elemenata skupova S;, i= 1..n, jer ćemo na taj način uračunati dva puta elemente 
koji se nalaze u više od jednog skupa, tj. u barem dva različita skupa. Zbog toga 
ćemo prvo pokušati od zbira elemenata skupova S;,i=1..n oduzeti broj 
elemenata u svim presjecima oblika S;^A S; i,j=1..n, uz i<j (ograničenje i<j 
uvodimo da ne bismo istu kombinaciju indeksa tretirali dvaput). Međutim, lako 
se uviđa da ćemo na taj način isključiti dvaput sve elemente koji se nalaze u 
barem tri različita skupa. Da korigiramo učinjenu grešku, na dobijeni rezultat 
ćemo pokušati dodati broj elemenata koji se nalaze u svim trojnim presjecima 
oblika SASAS, i, j,k=1..n, uz i<j<k, ali ćemo time opet uključiti dvaput 


296 


sve elemente koji se nalaze u barem četiri različita skupa, itd. Nastavimo li sa 
ovim rezonovanjem do kraja, dolazimo upravo do prikazane formule koja 
izražava princip uključenja i isključenja. Provedeno rezonovanje ujedno i 
objašnjava naziv ovog principa. 


6.2 Permutacije, varijacije i kombinacije 


Većina kombinatornih problema se rješava svođenjem na proučavanje 
osnovnih kombinatornih objekata, u koje na prvom mjestu spadaju permutacije, 
varijacije i kombinacije. Sva ova tri tipa kombinatornih objekata dijele se u 
dvije skupine: kombinatorni objekti bez ponavljanja i kombinatorni objekti sa 
ponavljanjem. U novijoj literaturi se često umjesto pojmova kombinatorni objekti 
bez ponavljanja i kombinatorni objekti sa ponavljanjem govori o kombinatornim 
objektima nad skupovima i kombinatornim objektima nad multiskupovima. U 
ovom odjeljku ćemo razmotriti kombinatorne objekte bez ponavljanja (odnosno 
kombinatorne objekte nad skupovima). 


Neka je dat konačan skup A, koji ima n elemenata. Permutacija bez 
ponavljanja skupa A (ili samo permutacija skupa A) je svaka uređena n-torka 
elemenata skupa A čiji su svi elementi različiti. Varijacija klase k bez 
ponavljanja skupa A je svaka uređena k-torka elemenata skupa A čiji su svi 
elementi različiti. Iz definicije neposredno slijedi da je permutacija bez 
ponavljanja skupa A zapravo varijacija klase n bez ponavljanja skupa A pri 
čemu je n broj elemenata skupa. Zbog ovog razloga, u anglosaksonskoj literaturi 
(pogotovo novijoj) ne pravi se razlika između pojmova permutacija i varijacija, 
tako da se i jedno i drugo prosto naziva permutacijama (recimo, govori se o 
k-permutaciji skupa A). Kombinacija klase k bez ponavljanja skupa A (ili samo 
k-kombinacija skupa A) je svaki k-člani podskup skupa A. Intuitivno rečeno, 
permutacije su različiti načini na koje možemo poredati elemente nekog skupa, 
dok su varijacije i kombinacije različiti načini na koje možemo iz skupa od n 
elemenata izabrati k elemenata, pri čemu je kod varijacija poredak izabranih 
elemenata bitan, dok kod kombinacija poredak izabranih elemenata nije bitan. 


Razmotrimo jedan konkretan primjer. Neka je dat skup A = {a,b,c,d}. Sve 
permutacije bez ponavljanja skupa A glase (a,b,c,d), (a,b,d,c), (a,c,b,d), 
(a,c,d,b), (a,d,b,c), (a,d,c,b), (b,a,c,d), (b,a,d,c), (b,c,a,d), (b,c,d,a), 
(b,d,a,c), (b,d,c,a), (c,a,b,d), (c,a,d,b), (c,b,a,d), (c,b,d,a), (c,d,a,b), 
(c,d,b,a), (d, a,b, c), (d,a,c,b), (d,b,a,c), (d,b,c,a), (d,c,a,b) i (d,c,b,a). 
Varijacije klase 2 bez ponavljanja skupa A glase (a,b), (a, c), (a, d), (b,a), (b,c), 
(b,d), (c, a), (c,b), (c,d), (d,a), (d, b) i (d,c). Varijacije klase 3 bez ponavljanja 
skupa A glase (a,b,c), (a,b,d), (a,c,b), (a,c,d), (a,d,b), (a,d,c), (b,a,c), 
(b,a,d), (b,c,a), (b,c,d), (b,d, a), (b,d,c), (c,a,b), (c,a,d), (c,b,a), (c,b,d), 
(c,d, a), (c,d,b), (d,a,b), (d,a,c), (d,b,a), (d,b,c), (d,c,a) i (d,c,b). Konačno, 
ombinacije klase 2 bez ponavljanja skupa A glase {a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, 
{b,d} i {c,d}, dok kombinacije klase 3 bez ponavljanja skupa glase A (a,b,c), 
{a,b,d}, {a,c,d} i {b,c,d}. 
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U slučajevima kada ne postoji opasnost od zabune, permutacije, Varijacije, i 
kombinacije prikazuju se samo kao slijedovi elemenata skupa, bez ikakvih 
znakova razdvajanja (zareza) i okolnih zagrada. Tako se, na primjer, permutacije 
skupa A = {a,b,c,d} prikazuju kao abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcb, bacd, 
badc, bcad, bcda, bdac, bdca, cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba, dabc, dacb, 
dbac, dbca, dcab i dcba, varijacije klase 2 bez ponavljanja skupa A kao ab, ac, 
ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db i dc, varijacije klase 3 bez ponavljanja skupa A 
kao abc, abd, acb, acd, adb, adc, bac, bad, bca, bcd, bda, bdc, cab, cad, cba, 
cbd, cda, cdb, dab, dac, dba, dbc, dca i dcb, kombinacije klase 2 bez ponavljanja 
skupa A kao ab, ac, ad, bc, bd i cd i, konačno, kombinacije klase 3 bez 
ponavljanja skupa A kao abc, abd, acd i bcd. Međutim, ovakvo pojednostavljeno 
prikazivanje smije se koristiti samo ukoliko je iz konteksta jasno o čemu je riječ. 
Recimo, dok za varijacije vrijedi ab + ba (jer je (a,b) £(b,a)), za kombinacije 
vrijedi ab = ba (jer je (a,b)=(b,a)). 


Mada su varijacije, permutacije i kombinacije konceptualno vrlo jednostavni 
pojmovi, nije posve lako formirati algoritam za generiranje svih varijacija, 
permutacija i kombinacija zadane klase zadanog skupa (kreiranje takvog 
algoritma je zgodna programerska vježba). Međutim, za kombinatoriku je 
obično od mnogo većeg značaja odrediti koliko ukupno ima permutacija bez 
ponavljanja, varijacija klase k bez ponavljanja, odnosno kombinacija klase k bez 
ponavljanja nekog skupa koji sadrži n elemenata. Ove brojeve označavamo sa 
P(n), P(n, k) i C(n,k) respektivno (susreću se i drugačije oznake, recimo P,, V% i 
C/, ali razumije se da to ništa suštinski ne mijenja). Lako je izvesti da su ovi 
brojevi dati sljedećim relacijama: 


P(n) =n! =n-(n—1)-(n—2)+...3-2-1 


P(n, k) = n® = u =n (n-1)- (n-2)-...-(n-k+1) 
(n-k)! 
E ne n! on n—1 n-2 n-k+1 
SAVE EO HGD aa (UG 


Ovdje smo koristili oznake poput n!, n“ itd. koje su već vjerovatno od ranije 
poznate, a ukoliko i nisu, iz gornjih relacija se jasno vidi njihova definicija. 
Simbol n®, koji se obično naziva padajući stepen, tijesno je povezan sa 
simbolom (n), koji se često koristi u matematičkoj analizi, i koji se naziva 
Pochhammerov' simbol ili pomaknuti faktorijel (za razliku od simbola n! koji 
predstavlja klasični faktorijel). Ovaj simbol definira se pomoću definicionog 
izraza (n) =n: (n+1)- (n+2)-....(n+k-1), tako da se padajući stepeni mogu 
iskazati preko Pochhammerovog simbola pomoću formule n® = (n—k+1); 
odnosno (n)x = (n+k— 1), Interesantno je da se broj kombinacija izražava 
preko poznatih binomnih koeficijenata “n nad k" koji se javljaju kao koeficijenti 
u razvoju (a+b)" preko stepena a i b koji je poznat kao Newtonov binomni 
obrazac: 


! Leo August Pochhammer (1841-1920), njemački matematičar. Bavio se specijalnim funkcijama. 


298 


(a+b)" Iliev 


i=0 


Prikazaćemo principijelan dokaz prethodnih formula, s obzirom da se iz 
dokaza jasno uočava multiplikativni princip, kao i metodologija na osnovu koje 
se rješavaju mnogi kombinatorni zadaci. Izvedimo prvo formulu za P(n, <k). 
Postoji n načina da izaberemo jedan element iz n-članog skupa. Međutim, 
sljedeći element možemo izabrati na n— 1 načina, s obzirom da kod varijacija 
bez ponavljanja nije dozvoljeno da ponovo uzmemo isti element. Slično, naredni 
element možemo uzeti na n—2 načina (s obzirom da su elementa već izabrana 
dva elementa), itd. Konačno, posljednji, k-ti element možemo uzeti na n-k+ 1 
načina. Na osnovu multiplikativnog principa, direktno slijedi da izbor k različitih 
elemenata možemo izvršiti na n:(n—1):(n—2):...:(n—k+1) načina, što nije ništa 
drugo nego tražena formula za P(n,k). Formula za P(n) direktno slijedi iz 
činjenice da je P(n)=P(n,n) i n™=n!. Konačno, da bismo dobili formulu za 
C(n,k) uočimo da sve varijacije koje se sastoje od istih elemenata a koje se 
razlikuju samo u poretku elemenata odgovaraju jednoj te istoj kombinaciji. 
Stoga je C(n, k) onoliko puta manji od P(n, k) koliko postoji međusobno različitih 
poredaka skupa od k elemenata. To nije ništa drugo nego broj različitih 
permutacija skupa od k elemenata, tako da je C(n,k)= P(n,k)/P(k), na osnovu 
čega slijedi navedena formula za C(n,k). Inače, princip rezonovanja koji smo 
koristili da odredimo C(n,k) u kombinatorici se obično naziva metod čobana 
(pastira), prema šaljivoj priči o čobanu (pastiru) koji broji ovce tako da prvo 
prebroji noge, a zatim dobijeni broj podijeli sa 4. 


Bitno je napomenuti da bez obzira što formula C(n,k)=n! /(k!(n—k)!) 
djeluje sasvim prihvatljiva za računanje C(n, k), odnosno za računanje binomnih 
koeficijenata, ona može biti veoma nezgodna za praktično računanje, s obzirom 
da brojevi n!, k! i (n-k)! mogu biti ogromni čak i u slučaju kada C(n,k) nije 
uopće velik. Na primjer, računanje C(100, 3) nije nimalo pogodno obaviti pomoću 
razmatrane formule, s obzirom da broj 100! ima 158 cifara. S druge strane, 
posljednja prikazana formula za računanje C(n, k) direktno daje 


C(100,97) = (100/1):(99/2) :(98/3) = 161700 


Pored toga, algoritam za računanje C(n,k) po ovoj formuli može se izvesti tako 
da se koristi samo cjelobrojno množenje i dijeljenje, ukoliko se računanje izvede 
tako da se alternativno računa množenje i dijeljenje. Na primjer: 


C(100,97) = (((100/ 1) :99)/2) +98) /3 = ((9900/2) -98)/3 = 
= (4950 - 98) /3 = 485100/3 = 161700 


Stoga, za praktično računanje C(n, k) uvijek treba koristiti ovu formulu. 


Binomni koeficijenti zadovoljavaju veliki broj različitih identiteta, koji 
mogu poslužiti za pojednostavljenje izraza koji ih sadrže. Nažalost, navođenje 
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svih takvih identiteta oduzelo bi previše prostora. Osvrnimo se samo na jedan od 
najpoznatijih i najviše korištenih identiteta te vrste, koji glasi 


n n—1 n—1 
= <k<n—- 
HEPC) seven 
Ovaj identitet poznat je kao Pascalov‘ identitet. Jedna vizuelna interpretacija 
ovog identiteta je sljedeća. Rasporedimo brojeve “n nad k" (odnosno C(n,k)) u 
vidu trougla, tako da se u n-tom redu (n=0, 1, 2,...) nađu redom brojevi “n nad 
k” za vrijednosti k od 0 do n. Tada je svaki broj u tako raspoređenom trouglu 


(koji je poznat kao Pascalov trougao) jednak zbiru dva broja koji se nalaze 
neposredno iznad njega: 


1331 
14641 
15101051 


Za kombinatoriku je posebno interesantna činjenica da se svakom identitetu 
koji uključuje binomne koeficijente može dati kombinatorna interpretacija. Na 
primjer, neka imamo skup A sa n elemenata. Broj njegovih k-članih podskupova 
iznosi C(n,k). Neka je sada ae A neki fiksan element skupa A. Sve k-člane 
podskupove skupa A možemo podijeliti u dvije klase: oni koji sadrže element a i 
oni koji ga ne sadrže. Broj k-članih podskupova koji sadrže element a možemo 
dobiti tako da prvo uzmemo element a (što možemo izvesti samo na jedan 
način), a da zatim iz skupa A\{a} (koji ima n—1 elemenata) izaberemo 
preostalih k—1 elemenata, što možemo izvesti na C(n—1,k—1) načina. S druge 
strane, broj k-članih podskupova koji ne sadrže element a dobijamo prosto tako 
što uzmemo k elemenata iz skupa A\{a}, što se može izvesti na C(n,k—1) 
načina. Stoga je C(n,k) = C(n—1,k-1)+C(n,k—1), što nije ništa drugo nego 
Pascalov identitet. 


Formula kojom se definiraju binomni koeficijenti preko faktorijela nema 
smisla za negativne vrijednosti n i k niti za vrijednosti k>n, s obzirom da 
faktorijel negativnih brojeva nije definiran (primijetimo da za k>n razlika n-k 
postaje negativna). Stoga ni formula za C(n,k) ne daje odgovor šta je C(n, k) 
ukoliko je k>n. Međutim, sa kombinatornog aspekta posve je logično usvojiti da 
vrijedi C(n,k) =0 kad god je k>n, s obzirom da ne postoji način da izaberemo 
podskup od k elemenata iz skupa od n elemenata ako je k>n. Isto tako, djeluje 
razumno usvojiti i da je C(n,k)=0 za k<0, jer se na taj način čuva osobina 
simetrije C(n,k) = C(n,n—k) koja inače vrijedi za vrijednosti k u opsegu 0<k<n. 
Ova konvencija se može donekle opravdati i stavom da nije moguće izdvojiti 
podskup sa negativnim brojem elemenata iz nekog skupa sa n elementata uz 


! Blaise Pascal (1623—1662), francuski matematičar, fizičar 1 filozof. Poznat po svojim radovima u fizici, 
filozofiji matematike 1 teologiji. 
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n2 0. Ipak, ovu argumentaciju treba uzeti sa dozom opreza, s obzirom da postoje 
neki modeli teorije skupova koji dopuštaju skupove sa negativnim brojem 
elemenata (zaista, multiskupovi sa n različitih elemenata u kojima se svaki od 
elemenata ponavlja beskonačno mnogo puta u mnogim kombinatornim aspektima 
ponašaju se kao što bi se ponašali hipotetski skupovi sa negativnim brojem 
elemenata, barem što se tiče valjanosti formula koje se koriste). U svakom 
slučaju, mi ćemo prihvatiti konvenciju po kojoj je C(n,k)=0 kad god je k> n ili 
k<0, i smatraćemo da to vrijedi i za binomne koeficijente (tj. nećemo praviti 
nikakvu razliku između binomnih koeficijenata C(n, k) kao njihove kombinatorne 
interpretacije). Ovakva konvencija znatno pojednostavljuje kako formulaciju, 
tako i izvođenje brojnih kombinatornih identiteta. 


U prethodnim razmatranjima pretpostavili smo da je n nenegativan cijeli 
broj. Međutim, formula prema kojoj je C(n,k)=n"/k! ima smisla kako za 
pozitivne tako i negativne vrijednosti n, pa čak i za vrijednosti n koje nisu cijele, 
s obzirom da je izraz n” =n(n-1)(n—2)-...(n—k+1) posve dobro definiran 
za sve realne vrijednosti n. Recimo, imamo (=3)9 = (3) -(=4)-(=5):(—6) = -360 
i 1.25% = 1.25-0.25- (—0.75) = —0.234375. Slijedi da se, barem u načelu, izraz za 
C(n,k) može generalizirati i za slučaj kada n nije pozitivan cijeli broj. Naravno, 
isto vrijedi i za binomne koeficijente. Mada je takvoj generalizaciji teško dati 
kombinatornu interpretaciju (pogotovo za necijele vrijednosti n), dopuštanje 
takve generalizacije može pojednostaviti izvođenje nekih kombinatornih formula. 
Pokažimo, na primjer, čemu je jednak izraz C(—n, k): 


C(-n,k) = (-n)® Ik! = (-n)-(-n—1)-(-n—2)-... (-n—k+1)/k! = 
= (CD n-(n+1)-(n+2) +... (n+k—1)/k! = (-1)".(n)/k! = 
= (-1)".(n+k—1)P/k! = (-D=C(n+k—1,k) 


Dakle, imamo C(-n, k) = (-1)'. C(n +k— 1, k). Kasnije ćemo vidjeti da se ovom 
identitetu može dati zanimljiva interpretacija. Također, interesantno je navesti da 
se binomnim koeficijentima odnosno izrazu za C(n,k) može dati smisao čak i u 
slučaju kada k nije cijeli broj, ali se takve generalizacije koriste pretežno za 
potrebe matematičke analize i nisu od interesa za potrebe kombinatorike. 


Permutacije i varijacije mogu se formalno definirati i na drugačije načine. 
Na primjer, u nekim oblastima diskretne matematike znatno je pogodnija 
definicija po kojoj je permutacija skupa A svaka bijekcija skupa A u samog sebe 
nego definicija koju smo dali na početku ovog odjeljka. Na primjer, po toj 
definiciji, permutacija (d,b,a,c) skupa A= {a,b,c,d} zapravo je funkcija f 
zadata pravilima f(a)=d, f(b)=b, f(c)=a i f(d)=c. Ovakva definicija ima 
izvjesne praktične prednosti. Recimo, kako je prema ovoj definiciji svaka 
permutacija zapravo jedna specifična funkcija, moguće je definirati pojmove 
poput inverzne permutacije, zatim produkta (kompozicije) permutacija, itd. 
koristeći odgovarajuće definicije inverzne funkcije, produkta funkcija, itd. Na 
primjer, inverzna permutacija permutacije iz prethodnog primjera je funkcija f ' 
zadata pravilima f (a)=c, f'(b) =b, f (c}=d1 fA =a, odnosno permutacija 
(c, b, d, a). Ovakvo tumačenje permutacija naročito je značajno u teoriji grupa, s 
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obzirom da se može pokazati da je svaka grupa nad skupom sa konačno mnogo 
elemenata u biti ekvivalentna grupi čiji su elementi permutacije u odnosu na 
operaciju produkta permutacija. Pored toga, često se susreće i definicija po kojoj 
je permutacija skupa A od n elemenata svaka bijekcija skupa {1,2,...,n} u skup 
A. Po ovoj definiciji, permutacija (d,b,a,c) skupa A={a,b,c,d} je zapravo 
funkcija f zadata pravilima f(1)=d, f(2)=b, f(3)=a i f(4)=c. Ova definicija 
manje je pogodna za praktične primjene od prethodne definicije po kojoj je 
permutacija bijekcija skupa A u samog sebe, ali se lako generalizira na 
varijacije, jer se u skladu sa njom, varijacije klase k skupa A mogu definirati kao 
bijekcije skupa (1,2,...,k) u podskupove skupa A. Alternativno, varijacije klase 
k skupa A možemo definirati i kao injekcije iz k-članih podskupova skupa A u 
skup A. Razumije se da je ukupan broj permutacija odnosno varijacija klase k 
skupa od n elemenata isti bez obzira koja se definicija koristi. 


Napomenimo da je za potrebe kombinatorike veoma korisno razmišljati o 
raznim načinima kako se mogu definirati permutacije, varijacije i kombinacije, a 
da to efektivno dovede do istog pojma. Naime, mnogi kombinatorni problemi 
svode se na permutacije, varijacije ili kombinacije, a da to nije posve očigledno 
iz same postavke problema. Pri tome, u mnogim slučajevima težina (a neki će 
reći i ljepota) kombinatorike leži upravo u činjenici da često nije lako prepoznati 
na koji se od elementarnih kombinatornih pojmova eventualno može svesti 
problem koji se rješava. Najčešće se kombinatorni problemi ne mogu svesti na 
samo jedan elementarni kombinatorni pojam, već na čitavu seriju njih, nakon 
čega za dobijanje konačnog rješenja treba koristiti recimo multiplikativni ili 
aditivni princip. Ovaj pristup ćemo ilustrirati na nekoliko primjera. 


> Primjer: Koliko ima binarnih brojeva sa najviše osam bita čije su tačno tri 
cifre jedinice, a koliko istih takvih binarnih brojeva čije su najviše tri cifre 
jedinice? 


Primijetimo prvo da je problem ekvivalentan nalaženju osmobitnih binarnih 
stringova u kojima se javljaju tačno tri odnosno najviše tri jedinice, s obzirom da 
sve binarne brojeve možemo dopuniti vodećim nulama do osam bita. Na prvi 
pogled, ovaj problem nema nikakve veze sa dosada uvedenim kombinatornim 
pojmovima. Međutim, numerirajmo bite brojevima od 1 do 8. Jasno je da su 
binarni stringovi sa navedenim svojstvom posve određeni kada znamo koji su 
biti (tj. sa kojim rednim brojevima) jednaki jedinici. Stoga se broj traženih 
stringova svodi na pitanje na koliko načina možemo odabrati tri različita broja iz 
skupa {1,2,3,4,5,6,7,8} pri čemu poredak izabranih brojeva nije bitan, što su 
zapravo klasične kombinacije. Stoga broj osmobitnih binarnih stringova u kojima 
su tačno tri bita jednaki jedinici iznosi C(8,3) = 56. Što se tiče osmobitnih 
stringova u kojima su najviše tri bita jednaka jedinici, možemo razmatrati 
slučajeve kada je broj bita koji su jednaki jedinici jednak k, pri čemu k može biti 
0, 1, 2 ili 3. Identičnim rezonovanjem kao i maločas zaključujemo da broj 
osmobitnih binarnih stringova u kojima se nalazi k jedinica iznosi C(8,k). Kako 
se slučajevi kada je k jednako 0, 1, 2 i 3 međusobno isključuju, možemo 
primijeniti aditivni princip, na osnovu čega slijedi da broj stringova sa traženim 
svojstvom iznosi C(8,0) + C(8, 1) + C(8,2) + C(8,3) =1+8+28 +56 = 93. 
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> Primjer: Od 7 žena i 4 muškarca treba izabrati delegaciju. Na koliko načina 
se može izabrati delegacija tako da se ona sastoji od: 
a) Petero ljudi, od kojih su tri muškarca i dvije žene? 
b) Bilo kojeg broja ljudi, ali pri čemu je jednak broj muškaraca i žena? 
c) Petero ljudi, od kojih su barem dvije žene? 
d) Po troje ljudi od oba spola, ali pri čemu se jedna unaprijed određena žena 
i jedan unaprijed određen muškarac ne smiju skupa naći u delegaciji? 


Prvi problem možemo riješiti da prvo izaberemo tri muškarca, a nakon toga 
dvije žene. Tri muškarca iz skupa od 4 muškarca mogu se izabrati na C(4,3) =4 
načina, dok se dvije žene iz skupa od 7 žena mogu se izabrati na C(7,2) = 21 
način. Prema multiplikativnom principu, ukupan broj načina da se izvrši dati 
izbor iznosi 4-21 = 84. 


Za rješavanje drugog problema trebamo zapravo izabrati k muškaraca i k 
žena, pri čemu k može biti 1, 2, 3 ili 4 (k ne može biti veći od 4, jer imamo samo 
4 muškarca). Za fiksno k, broj načina na koje možemo izabrati k muškaraca i k 
žena iznosi C(4, k): C(7,k), što se zaključuje na isti način kao i u prethodnom 
slučaju. Kako se slučajevi za različite vrijednosti k međusobno isključuju, ukupan 
broj delegacija možemo dobiti primjenom aditivnog principa i on iznosi: 


C(4, 1)-C(7,1)+C(4,2)-C(7,2)+C(4,3)-C(7,3)+C(4,4)-C(7,4) = 
=4-:7+6:21+4:35+1:35 = 329 


U trećem problemu trebamo izabrati k žena i 5—k muškaraca, pri čemu k 
može biti 2, 3, 4, ili 5 (k mora biti veći ili jednak 2 jer se traže barem dvije žene, 
dok k ne može biti veći od 5, s obzirom da delegacija sadrži 5 ljudi). Za fiksno k, 
k žena i 5-k muškaraca možemo izabrati na C(7,k). C(4,5—k) načina. Sada, 
primjenom aditivnog principa, dobijamo da traženi broj delegacija iznosi: 


C(7,2) :C(4, 3) + C(7,3) :C(4, 2) + C(7, 4) CU, 1) + C(T, 5)- C(4, 0) = 
=21:4+35:6+35:4+21-1=455 


Do istog rezultata možemo doći i na drugi način. Na primjer, odredimo prvo 
koliko ima delegacija sastavljenih od 5 ljudi, bez ikakvih ograničenja. Takvih 
delegacija očigledno ima C(11, 5) = 462. Međutim, iz ovog broja treba isključiti 
delegacije koje ne zadovoljavaju postavljena ograničenja, a to su delegacije bez 
žena i delegacije sa jednom ženom. Delegaciju od 5 ljudi bez žena je nemoguće 
sastaviti, s obzirom da su na raspolaganju samo 4 muškarca (formalno, broj 
takvih delegacija iznosi C(7,0)-C(4,5) =0, što daje puno opravdanje ranije 
uspostavljenoj konvenciji prema kojoj je C(4,5) = 0), dok delegaciju od 5 ljudi 
sa jednom ženom možemo sastaviti na C(7,1):C(4,4) =7 načina. Slijedi da je 
broj delegacija koje zadovoljavaju tražena ograničenja 462 -7 = 455. 


Radi ilustracije kako se može pogrešno primijeniti multiplikativni princip, 


prikažimo i sljedeći pogrešan pristup rješavanu problema postavljenog pod c). 
Problem rješavamo u dvije etape. U prvoj etapi izaberemo dvije žene, što 
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možemo uraditi na C(7,2) = 21 načina, nakon čega u drugoj etapi iz preostalog 
skupa ljudi (koji sadrži 5 žena i 4 muškarca) izaberemo još 3 osobe, što možemo 
uraditi na C(9, 3) = 84 načina. Primjena multiplikativnog principa tada za ukupan 
broj delegacija daje 21:84 = 1764. Međutim, ovo je očito pogrešan rezultat, s 
obzirom da smo dobili broj koji je veći od broja svih mogućih petočlanih 
delegacija, bez obzira na polnu strukturu (462). Greška je u tome što smo neke 
delegacije brojali više puta, čime smo prekršili osnovni uvjet za valjanost 
multiplikativnog principa. Zaista, ako sve žene numeriramo rednim brojevima 
od 1 do 7, a muškarce rednim brojevima od 1 do 4, tada se delegacija u kojoj se 
nalaze recimo žene 2, 3 i 5 i muškarci 1 i 3 može dobiti tako da u prvoj etapi 
izaberemo recimo žene 2 i 5 a u drugoj etapi izaberemo ženu 3 i muškarce 1 i 3, 
ali istu delegaciju možemo dobiti i ako u prvoj etapi izaberemo recimo žene 2 i 
5, dok u drugoj etapi biramo ženu 3 i ponovo muškarce 1 i 3. Slijedi da više 
različitih postupaka izbora daje istu delegaciju, što predstavlja očigledan primjer 
kršenja uvjeta valjanosti multiplikativnog principa. 


Što se tiče četvrtog postavljenog problema, prvo odredimo broj delegacija u 
kojima se nalaze tri muškarca i tri žene, bez ikakvih dodatnih ograničenja. Na 
isti način kao i u slučaju prva tri problema, lako se dobija da taj broj iznosi 
C(7,3) :C(4,3) = 35-4 = 140. Odredimo sada koliko ima delegacija u kojima se 
nalaze muškarac i žena koji se ne smiju pojaviti u delegaciji. Kako je određeno 
koji su to muškarac i žena, takve delegacije možemo sastaviti da od preostalih 6 
žena i 3 muškarca izaberemo po 2 žene i dva muškarca, što možemo izvesti na 
C(6, 2) :C(3,2) = 15:3 = 45 načina. Stoga, broj delegacija koje zadovoljavaju 
postavljena ograničenja iznosi 140—45 = 95. 


6.3 Permutacije, varijacije i kombinacije sa ponavljanjem 


Pojmovi permutacija, varijacija 1 kombinacija uvedeni u prethodnom odjeljku 
predstavljaju načine na koje možemo izvršiti izbor određenog broja elemenata iz 
nekog skupa uz uvažavanje ili neuvažavanje poretka, pri čemu je pretpostavljeno 
da niti jedan element neće biti izabran više od jedanput. Međutim, u praktičnim 
problemima, često je dozvoljeno ponavljanje elemenata prilikom vršenja izbora. 
To nas dovodi do pojmova permutacija, varijacija i kombinacija sa ponavljanjem. 


Definirajmo prvo permutacije sa ponavljanjem. Neka je dat skup A sa k 
elemenata, u kojem je definiran poredak, tako da se zna koji je element prvi, koji 
drugi, itd. (alternativno, skup A se može posmatrati kao uređena k-torka). 
Pretpostavimo sada da treba izvršiti izbor elemenata skupa A, pri čemu 
zahtijevamo da se prvi element izabere tačno nı puta, drugi element tačno mn 
puta i, općenito, i-ti element tačno n; puta, i=1..k. Svaki takav mogući izbor 
možemo predstaviti u vidu jedne uređene n-torke koja se sastoji od n, prvih 
elemenata skupa A, n drugih elemenata skupa A i, općenito, n; i-tih elemenata 
skupa A, /=1..k, pri čemu je n=n,+n2+... +n. Takve uređene n-torke nazivaju 
se permutacije sa ponavljanjem tipa (n,,n2,...,n;) skupa A. Alternativno, u 
novijoj literaturi se umjesto o permutacijama sa ponavljanjem tipa (711,712, ..., Nng) 
skupa A = {a;, a2, ... ax} u kojem je a; prvi element, a, drugi element itd. govori 
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prosto permutacijama multiskupa A' = {n;; a1, nz: a2,..., Ng ax}. Jasno je da ovaj 
način izražavanja predstavlja samo drugi način da se opiše isti pojam. 


Kao primjer, uzmimo da je dat skup A = (a,b,c), pri čemu je a prvi, b drugi, 
a c treći element (odnosno, neka je A uređena trojka (a,b,c)). Tada sve 
permutacije sa ponavljanjem tipa (2, 1,2) skupa A (ili, alternativno, permutacije 
multiskupa A’ = {2- a, 1- b,2. c)) glase (a,a,b,c,c), (a,a,c,b,c), (a,a,c,c,b), 
(a,b,a,c,c), (a,b,c,a,c), (a,b,c,c,a), (a,c,a,b,c), (a,c,a,c,b), (a,c,b,a,c), 
(a,c,b,c,a), (a,c,c,a,b), (a,c,c,b,a), (b,a,a,c,c), (b,a,c,a,c), (b,a,c,c,a), 
(b,c,a,a,c), (b,c,a,c,a), (b,c,c,a,a), (c,a,a,b,c), (c,a,a,c,b), (c,a,b,a,c), 
(c,a,b,c,a), (c,a,c,a,b), (c,a,c,b,a), (c,b,a,a,c), (c,b,a,c,a), (c,b,c,a,a), 
(c,c,a,a,b), (c,c,a,b,a) i (c,c,b,a,a), odnosno, ukoliko dozvolimo skraćenu 
notaciju, aabcc, aacbc, aaccb, abacc, abcac, abcca, acabc, acacb, acbac, acbca, 
accab, accba, baacc, bacac, bacca, bcaac, bcaca, bccaa, caabc, caacb, cabac, 
cabca, cacab, cacba, cbaac, cbaca, cbcaa, ccaab, ccaba i ccbaa. 


Ukupan broj permutacija sa ponavljanjem tipa (nı, n ..., ng) nekog skupa 
obilježavamo sa P(n; ni, m, ..., Ng), pri čemu je n=n; +m +...+n; Kada bismo 
imali skup od n elemenata i standardne permutacije, njih bi ukupno bilo n!. 
Međutim, kako u permutacijama sa ponavljanjem imamo skupine elemenata koji 
se međusobno ne razlikuju, ukupan broj permutacija biće manji, s obzirom da 
razmjena dva identična elementa ne dovodi do nove permutacije. Preciznije, 
imamo k skupina elemenata koji se međusobno ne razlikuju, pri čemu i-ta 
skupina ima n; elemenata, i= 1..k. Elementi i-te skupine mogu se međusobno 
ispremještati na n;! načina, a da to ne dovede do nove permutacije. Na osnovu 
multiplikativnog principa slijedi da možemo izvršiti nı! m! ... ną! premještanja 
koja neće dovesti do nove permutacije. Slijedi da je broj permutacija sa 
ponavljanjem n! m! ... n! puta manji od n!, odnosno 


! 
5... n n. 
P(n; ni, na, ..., Nng) = B n n ja 
Lre MG n;!n,!...n,! 


Broj permutacija sa ponavljanjem izražava se preko multinomnih 
koeficijenata, koji generaliziraju binomne koeficijente. Njihova definicija je 
jasno vidljiva iz prethodne formule, a pojavljuju se kao koeficijenti u razvoju 
(a +a;, +... + az)" preko a; i= 1..k koji je poznat kao multinomni obrazac, a koji 
generalizira Newtonov binomni obrazac, u kojem se sumiranje vrši po svim 


rastavama broja n na nenegativne sabirke ii, i2, ... ix! 


Nije teško primijetiti da se za k=2 ova formula svodi na Newtonov binomni 
obrazac, kao i da vrijedi 
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Također, vrijedi sljedeća relacija koja daje vezu između multinomnih i binomnih 
koeficijenata, koja se lako provjerava na osnovu njihove definicije: 


( n je n)\{(n—n;\(n—n;—n, n=n n... n; 
Ny No ee Ng Ni n, n3 Bi n, 


Posljednji faktor sa desne strane u ovoj formuli je zapravo jednak jedinici jer 
je n—ni—n2—...—nk1 = Ng, ali je prikazan radi potpunosti. Ova formula omogućava 
znatno efikasnije računanje multinomnih koeficijenata nego prema definiciji, jer 
se izbjegava rad sa velikim brojevima (pod uvjetom da se binomni koeficijenti 
računaju na ispravan način). 


Prikazani identitet koji povezuje multinomne i binomne koeficijente je vrlo 
značajan zbog svoje interesantne kombinatorne interpretacije. Zaista, broj 
permutacija sa ponavljanjem tipa (11, n2, ..., 1x) Skupa A = {4;, a2, ..., ax} možemo 
odrediti i na sljedeći način. Prvo ćemo rasporediti nı primjeraka elementa a, na 
jedno od ukupno n= 1; +m +... +n; mjesta, što možemo uraditi na C(n, nı) načina. 
Zatim ćemo rasporediti n) primjeraka elementa a, na jedno od preostalih 1—ni 
mjesta, što možemo uraditi na C(n—ni,n2) načina. Nakon toga raspoređujemo n3 
primjeraka elementa a; na jedno od preostalih n—n;—n;, što možemo izvesti na 
C(n—n;—n2, n3) načina, itd. Primjenom multiplikativnog principa dobijamo da 
ukupan broj načina na koji možemo formirati tražene permutacije iznosi 


P(n; ni, m, .-- NM) = C(n,ni) C(n—n,, m) ... C(n—n;—nNn2—...—Nk_1, Nk) 


što nije ništa drugo nego već istaknuti identitet koji povezuje multinomne sa 
binomnim koeficijentima. 


Primijetimo još da se problem određivanja koliko ima n bitnih binarnih 
stringova u kojima su k bita jednaki jedinici, koji smo ranije rješavali (za 
specijalni slučaj n=8 i k=3) i za koji smo utvrdili da mu je rješenje C(n, k), 
može posmatrati i kao problem određivanja broja permutacija sa ponavljanjem 
skupa {0,1} u pri čemu se element 1 javlja k puta, a element 0 n—k puta. Taj 
broj, naravno, iznosi P(n; k, n-k). Ekvivalencija ova dva rješenja slijedi prosto iz 
činjenice da je P(n; k,n-k)=C(n,k). Nije nikakva rijetkost da se isti problem 
može modelirati pomoću različitih kombinatornih objekata, pri čemu je stvar 
vještine odabrati model koji će najlakše dovesti do rješenja. 


> Primjer: Na koliko načina je moguće doći iz donjeg lijevog u gornji desni 
ugao šahovske table ukoliko su dozvoljena samo kretanja nagore, nadesno i 
dijagonalno gore desno? 


Tražene putanje možemo obostrano jednoznačno kodirati stringom koji se 
sastoji od 3 tipa simbola, recimo x, y i z, pri čemu x označava pomak nagore, y 
pomak udesno, a z pomak dijagonalno gore desno. Broj takvih stringova u 
kojima se nalazi n, x-ova, n, y-na i n; z-ova iznosi P(n +n, +n, Ny, Ny, Nz). Sad je 
potrebno odrediti koliko iznose n,, 1, i n; u našem slučaju. Kako taj broj nije isti 
u svim stringovima, biće potrebno razlikovati nekoliko podslučajeva. Neka je n; 
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broj z-ova (tj. broj dijagonalnih pomaka). Taj broj može biti bilo koja vrijednost 
od 0 do 7. Međutim, lako se vidi da ukoliko imamo n, dijagonalnih pomaka, za 
formiranje tražene putanje potrebno je još 7—n, horizontalnih i isto toliko 
vertikalnih pomaka (tj. imamo n,=n,=7-n,), tako da putanja ima ukupno 
n,+n,+n,= 14—n, pomaka. Dakle, ukupan broj traženih putanja u kojima imamo 
n, dijagonalnih pomaka iznosi P(14—n,;7—n,,7—n,,n,). Kako n, može biti bilo 
koja vrijednost od O do 7, ukupan broj traženih putanja iznosi: 


7 F 
T AN E u 14—n\(7\_ 
S Pa4-m7-n7 nm DÒ (p) = 48639 


n=0 


Razmotrimo sada varijacije sa ponavljanjem. Varijacije sa ponavljanjem 
klase k skupa A definiraju se prosto kao uređene k-torke elemenata skupa A, bez 
zahtjeva da njihovi elementi moraju biti različiti. Na primjer, varijacije sa 
ponavljanjem klase 2 skupa A= {a,b,c} glase (a, a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), 
(b,c), (c,a), (c,b) i (c,c) ili, u pojednostavljenoj notaciji, aa, ab, ac, ba, bb, bc, 
ca, cb i cc. Broj varijacija sa ponavljanjem klase k skupa od n elemenata obično 
se označava sa P(n,k). Na osnovu multiplikativnog principa neposredno slijedi 
P(n,k) =n'. 


Treba primijetiti da uz ovakvu definiciju, permutacije sa ponavljanjem nisu 
specijalan slučaj varijacija sa ponavljanjem. Ovo je posve logično, s obzirom da 
se kod permutacija sa ponavljanjem specificira da se svaki element ponavlja 
fiksiran broj puta. Time je u potpunosti određeno koliko svaka n-torka mora 
imati elemenata, pa taj broj ne možemo proizvoljno zadavati kao kod varijacija. 
S druge strane, kod klasičnih varijacija sa ponavljanjem ne postavljaju se 
nikakva ograničenja koliko se puta svaki element mora ponavljati, nego se samo 
zadaje ukupan broj elemenata. Stoga se, posebno u novijoj literaturi, varijacije 
sa ponavljanjem klase k skupa A={a;,42,..., an} obično nazivaju k-permutacije 
multiskupa A’ = {œ-; a1, œ- a2,...,%-d,). Upotrebom simbola œ želi se istaći da 
ne postoje ograničenja koliko puta se može pojavljivati svaki od elemenata. 
Pojam varijacija sa ponavljanjem može se poopćiti postavljanjem dodatnih 
ograničenja na broj ponavljanja pojedinih ili svih elemenata. Na primjer, 
moguće je postaviti ograničenja koja propisuju koliki je maksimalan broj 
ponavljanja za svaki od elemenata. Ukoliko se element a; smije pojaviti najviše 
m; puta, novija literatura takve varijacije naziva k-permutacije multiskupa 
A'={m; a;,mo; a2,..., M, An}. Postojanje takvih ograničenja izuzetno komplicira 
problem prebrojavanja. Na ovu problematiku ćemo se vratiti nešto kasnije. 


Kombinacije sa ponavljanjem je mnogo lakše intuitivno objasniti nego 
formalno definirati. U principu, kombinacije sa ponavljanjem razlikuju se od 
varijacija sa ponavljanjem po tome što kod kombinacija sa ponavljanjem 
poredak elemenata nije bitan. Neka, na primjer, imamo skup A={a,b,c,d}. 
Intuitivno, kombinacije sa ponavljanjem klase 3 skupa A trebale bi da budu 
"skupovi" {a,a,a}, {a,a,b}, {a,a,c}, {a,a,d}, {a,b,b}, (a,b,c), {a,b,d}, 
{a,c,c}, {a,c,d}, {a,d,d}, {b,b,b}, {b,b,c}, {b,b,d}, {b,c,c}, {b,c,d}, 
{b,d,d}, {c,c,c}, {c,c,d}, {c,d,d} i {d, d,d} ili, u skraćenoj notaciji, aaa, aab, 
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aac, aad, abb, abc, abd, acc, acd, add, bbb, bbc, bbd, bcc, bcd, bdd, ccc, ccd, 
cdd i ddd (ovih kombinacija je znatno manje od varijacija sa ponavljanjem klase 
3 istog skupa, kojih ima 4'=64). Cinjenicom da koristimo skupove umjesto 
uređenih trojki željeli smo uvesti neovisnost od redoslijeda elemenata. Međutim, 
ovdje se javlja problem što se skupovi čiji su elementi jednaki smatraju 
jednakim, tako da su skupovi {a, a,b} i {a, b,b} jednaki (i oba su jednaka skupu 
(a,b)), a oni bi trebali da predstavljaju različite kombinacije sa ponavljanjem. 
Stoga, za formalno definiranje kombinacija sa ponavljanjem moramo koristiti 
multiskupove umjesto skupova. To je razlog zašto novija literatura umjesto o 
kombinacijama sa ponavljanjem klase k skupa A = (a;,a2,...,a,) radije govori o 
k-kombinacijama multiskupa A’ = (2: a,;,0%: a, ...,°°- a,}. Upotreba simbola co 
ponovo govori o nepostojanju ograničenja na maksimalan broj pojavljivanja 
individualnih elemenata. 


Kombinacije sa ponavljanjem klase k skupa A={a;, a2, ..., an} možemo 
formalno definirati kao multiskupove obrazovane od elemenata skupa A sa 
ukupno k elemenata, pri čemu svaki element multiskupa brojimo onoliko puta 
koliko se on ponavlja. Alternativno, možemo govoriti o k-članim podskupovima 
multiskupa A’ = {co: a1, œ: az, ...,, 00: a,}. Tako su, na primjer, kombinacije sa 
ponavljanjem klase 3 skupa A = {a, b, c, d} formalno date kao multiskupovi {3-a}, 
{2-a,1-b}, (2:a,1-c), {2- a,1- d}, (1-a,2:b), {1-a,1-b,1-c}, (1-a,1:b,1:d), 
{1-a,2:c}, {1-a,1-c,1- d}, (1:a,2:d), (3:0), {2-b,1-c}, (2:b,1:d), {1:b,2- c}, 
(1:0,1:c,1:d), {1-b,2-d}, {3-c}, (2:c,1-d), (1: c,2- d} i {3-d}. 


S obzirom da se svaki multiskup može predstaviti kao skup uređenih parova 
oblika (a,m) gdje je a element multiskupa, a m broj njegovih ponavljanja, 
kombinacije sa ponavljanjem klase k skupa A možemo alternativno formalno 
definirati i kao obične skupove oblika ((a,my)|aje A, m;e N, i=1..p} kod 
kojih je p<k, mr+m2+...+Mp=kiaijžaj za ij, čime se izbjegava potreba za 
uvođenjem multiskupova. Recimo, kombinacije sa ponavljanjem klase 3 skupa 
A= {a,b,c,d} mogu se formalno opisati i kao skupovi uređenih parova ((4,3)), 
{(a,2),(5,1)}, {(a,2),(c,1)}, {(a,2),(d,1)}, {(a,1),(5,2)}, {(a, 1), (b, 1), (c,1)}, 
{(a, 1), (b, 1), (d,1)}, {(a,1), (c,2)}, {(a, 1), (c, 1), (d,1)}, {(a,1),(d,2)}, Ub,3)), 
1(5,2), (c,1)}, {(b,2), (d,1)}, {(b,1),(c,2)}, {(b, 1), (c,1),(d,1)}, Ub,1), (d,2)}, 
{(c,3)}, {(c,2), (d,1)}, {(c,1),(d,2)} 1 {(d,3)}. 


Formalna definicija kombinacija sa ponavljanjem uglavnom je potrebna 
samo kada je potrebno formalno izvesti neka njihova svojstva, dok je u većini 
slučajeva dovoljno samo intuitivno razumijevanje šta one predstavljaju. Zapravo, 
najčešće je dovoljno znati samo koliko ukupno ima kombinacija sa ponavljanjem 
klase k nekog skupa od n elemenata. Taj broj se označava sa C(n, k). Međutim, 
treba primijetiti da, za razliku od kombinacija bez ponavljanja, njega ne možemo 
jednostavno izvesti iz broja varijacija sa ponavljanjem, s obzirom da različitim 
kombinacijama sa ponavljanjem ne odgovara uvijek isti broj varijacija sa 
ponavljanjem, nego se taj broj mijenja ovisno od strukture same kombinacije. Na 
primjer, za slučaj skupa A={a,b,c,d}, kombinaciji sa ponavljanjem klase 3 
koja glasi (2+a,1:b) odgovaraju 3 različite varijacije sa ponavljanjem klase 3 
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(to su (a, a,b), (a,b,a)i(b,a,a)), kombinaciji sa ponavljanjem klase 3 koja glasi 
{3-a} odogavara samo jedna varijacija sa ponavljanjem klase 3 (to je (a, a, a)), 
dok kombinaciji sa ponavljanjem klase 3 koja glasi (1-a,1:b,1:d) odgovara 
čak 6 varijacija sa ponavljanjem klase 3 (to su (a, b, d), (a, d, b), (b,a, d), (b, d, a), 
(d,a,b)i(d,b,a)). Drugim riječima “metod čobana" ovdje nije primjenljiv. 


Da bismo našli eksplicitnu vrijednost za C(n,k), moramo koristiti neku 
drugu strategiju. Ovdje ćemo upotrijebiti metod poznat kao metod zvjezdica i 
štapića (engl. stars-and-bars method). Ovaj metod se zasniva na ideji koju smo i 
ranije koristili, prema kojoj se objekti koje treba prebrojati na pogodan način 
obostrano jednoznačno kodiraju stringovima sastavljenim od nekih fiksno 
izabranih simbola (obično zvjezdica i štapića, odakle i potiče naziv metoda). Na 
taj način, problem se svodi na prebrojavanje takvih stringova, što je često lakši 
problem, ili problem za koji od ranije znamo rješenje. U konkretnom slučaju, 
uzmimo da je dat skup A sa n elemenata a;, a2, ..., a, koji su numerirani tako da 
se zna koji je prvi, koji drugi, itd. Neka se sada u nekoj kombinaciji sa 
ponavljanjem klase k element a; ponavlja m; puta, gdje je mı +m +... +m,=k i 
pri čemu je dozvoljeno da za neke vrijednosti i bude m;=0 (što znači da se 
element a; uopće ne pojavljuje u razmatranoj kombinaciji). Takvu kombinaciju 
sa ponavljanjem možemo obostrano jednoznačno kodirati stringom sljedećeg 
oblika, koja se sastoji od zvjezdica i štapića (razumije se da umjesto zvjezdica i 
štapića možemo koristiti jedinice i nule ili bilo šta drugo, to je posve nebitno): 


seek, [ak | 


m; puta m, puta m,, puta 


U prikazanom stringu imamo n grupa zvjezdica, razdvojenih sa ukupno n—1 
štapića, pri čemu i-ta grupa sadrži m; zvjezdica (ukoliko je m;=0, i-ta grupa 
uopće neće sadržavati zvjezdice, tako da ćemo imati dva ili više štapića 
uzastopno). Ukupan broj zvjezdica je k (s obzirom da je mı +m +... + m,=k), 
dok je ukupna dužina stringa n+k— 1. Svaki takav string jednoznačno određuje 
jednu kombinaciju sa ponavljanjem klase k. Stoga se problem određivanja 
C(n,k) svodi na problem nalaženja koliko ima stringova dužine n+k—1 
sastavljenih od zvjezdica i štapića a u kojima se nalazi tačno k zvjezdica 
Problem ovog tipa već smo rješavali ranije, tako da znamo da je njegovo rješenje 
C(n+k—1,k). Dakle, ovim smo izveli da vrijedi 


T(n, k) = C(n+k-1,k) = Uz 


k 


Alternativno smo mogli brojati koliko ima stringova dužine n+k—1 sastavljenih 
od zvjezcica i štapića a u kojima se nalazi tačno n—1 štapića, odakle bi dobili da 
je C(n,k) = C(n+k-1,n—1). Ova formula može biti praktičnija za računanje 
C(n,k) u slučaju kada je k znatno veći od n. Također, jasno je da ova formula 
neposredno slijedi iz formule C(n,k)=C(n+k—1,k) i osobine prema kojoj je 
C(n,k)= C(n,n—k). Međutim, kako ova osobina ne vrijedi za n< 0, u ekstremnom 
slučaju n=k=0, samo prva od izvedenih formula daje ispravan rezultat 1. Isto 
tako, za k < 0 samo prva formula garantirano daje ispravan rezultat 0. 


309 


> Primjer: Na koliko načina možemo raspodijeliti n jednakih predmeta među 
k ljudi? 


Postavljeni problem na prvi pogled ne podsjeća niti na jedan od dosada 
razmatranih kombinatornih problema. Međutim, pažljivija analiza ukazuje da se 
radi o kombinacijama sa ponavljanjem klase n iz skupa od k elemenata. Zaista, 
ukoliko k ljudi označimo sa Sa xı, X2, ..., Xx, tada svaku raspodjelu n predmeta 
među tih k ljudi možemo predstaviti kao jednu kombinaciju sa ponavljanjem 
klase n skupa {x1, Xx2,...,Xx } u kojoj broj ponavljanja elementa x; odgovara broju 
predmeta koju je dobila osoba x;. Stoga je broj traženih raspodjela C(k,n). Do 
istog zaključka možemo lako doći i metodom zvjezdica i štapića, čak i ako 
nismo prepoznali da se radi o kombinacijama sa ponavljanjem. Zaista, kodirajmo 
predmete sa zvjezdicama, a zatim u niz od n zvjezdica koje predstavljaju predmete 
umetnimo k—1 štapića koji predstavljaju pregrade koje razdvajaju predmete koje 
će dobiti pojedine osobe. Na taj način dobijamo niz od n+k—1 elemenata koji su 
ili zvjezdice, ili štapići, među kojima je tačno n zvjezdica. Takvih nizova ima 
C(n+k-1,n), što nije ništa drugo nego C(k,n). 


Prije izvjesnog vremena_smo izveli relaciju C(—n,k) = (-1)".C(n+k— 1, k), 
koja se može zapisati i kao C(n, k) = (-1)' C(-n, k). Odavde slijedi interesantan 
zaključak da se, sa kombinatornog aspekta, multiskupovi u kojima se svaki od 
elemenata pojavljuje beskonačan broj puta ponašaju kao hipotetski skupovi sa 
negativnim brojem elemenata. Napomenimo da ovo nije jedina interpretacija po 
kojoj se takvi multiskupovi ponašaju poput “negativnih skupova". 


Kombinacije sa ponavljanjem se također mogu uopćiti zadavanjem dodatnih 
ograničenja na broj ponavljanja pojedinačnih elemenata. Slično kao i kod 
varijacija sa ponavljanjem, prisustvo dodatnih ograničenja znatno komplicira 
problem prebrojavanja. Pri tome, ukoliko se u kombinacijama klase k skupa 
A={a,1,a2,...,a,} element a; smije pojaviti najviše m; puta, u novijoj literaturi 
govori se k-kombinacijama multiskupa A’ = (mi: a1, m: 2,..., Mn: An}. Sljedeći 
odjeljak razmatra upravo problematiku varijacija i kombinacija sa ponavljanjem 
u prisustvu dopunskih ograničenja na broj ponavljanja pojedinih elemenata. 


6.4" Varijacije i kombinacije sa ponavljanjem i ograničenjima 


Sada ćemo preći na razmatranje određivanja broja varijacija i kombinacija sa 
ponavljanjem uz dopunska ograničenja na broj pojavljivanja individualnih 
elemenata. Iznenađujuće je u kolikoj mjeri prisustvo dopunskih ograničenja 
komplicira problem prebrojavanja, u šta ćemo se uskoro uvjeriti. Prvo ćemo 
razmotriti problem varijacija, tj. prebrojavanja objekata kod kojih je poredak 
elemenata bitan. U načelu, problem nalaženja broja varijacija sa ponavljanjem 
uz dopunska ograničenja uvijek je moguće riješiti analizom svih mogućih načina 
na koji se razmatrane varijacije mogu svesti na permutacije sa ponavljanjem. 
Međutim, broj raznih podslučajeva koje treba razmotriti može biti izuzetno 
velik. Prije nego što pređemo na razmatranje općeg slučaja, korisno je razmotriti 
jedan relativno jednostavan, ali ilustrativan primjer, koji demostrira ovu tehniku. 
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> Primjer: Koliko se različitih četveroslovnih riječi (nebitno da li riječi imaju 
smisla ili ne) može formirati uzimajući 4 slova iz riječi OUAGADOUGOU 
(glavni grad Burkine Faso, čita se wagadûgû)? 


Na raspolaganju su nam 3 slova "O", 3 slova "U", 2 slova “A”, 2 slova “G” i 
jedno slovo “D”. Stoga nas ovdje zanima ono što se u novijoj literaturi naziva 
4-permutacije multiskupa (3+ 0,3: U,2: A,2: G,1: D}. Uz pomoć raspoloživih 
slova, četveroslovnu riječ možemo napraviti na jedan od sljedećih načina: 


Riječ sadrži tri ista slova i četvrto slovo različito; 

Riječ sadrži dva različita para od po dva ista slova; 

Riječ sadrži jedan par istih slova i još po dva različita slova; 
Riječ sadrži sva četiri različita slova. 


U prvom slučaju, slovo koje će se triput ponoviti možemo izabrati iz skupa 
{O,U}, što možemo izvesti na 2 načina. Za koje god slovo se odlučimo, iz 
kompletnog skupa slova (O0,U,A,G,D) ostaju četiri slova od kojih trebamo 
izabrati još jedno slovo, što možemo uraditi na 4 načina. Kada smo izabrali 
slovo koje se triput ponavlja i slovo koje će biti samo, od njih možemo napraviti 
četveroslovnu riječ na P(4; 3, 1) = 4 načina. Stoga ukupan broj riječi koje možemo 
napraviti u prvom slučaju iznosi 2:4 -4 = 32. 


U drugom slučaju, dva različita slova koja će se dvaput ponavljati možemo 
izabrati iz skupa (O, U, A, G}, što možemo izvesti na C(4,2) = 6 načina. Nakon 
što izaberemo ta dva slova, od njih možemo napraviti četveroslovnu riječ na 
P(4; 2,2) = 6 načina. Stoga ukupan broj riječi koje možemo napraviti u drugom 
slučaju iznosi 6 :6 = 36. 


U trećem slučaju, slovo koje će se dvaput ponavljati možemo izabrati iz 
skupa {O, U, A, G), što možemo izvesti na 4 načina. Nakon što izaberemo to 
slovo, iz kompletnog skupa slova {O,U,A,G,D} ostaju četiri slova, od kojih 
trebamo izabrati dva različita, što možemo uraditi na C(4,2) =6 načina. Kada 
smo izvršili izbor slova, od njih možemo napraviti četveroslovnu riječ na 
P(4;2,1,1)=12 načina, tako da ukupan broj riječi koje možemo napraviti u 
trećem slučaju iznosi 4: 6 + 12 = 288. 


U četvrtom slučaju, 4 različita slova biramo iz kompletnog skupa slova 
{0, U, A,G,D}, što možemo uraditi na C(5,4)=5 načina. Izabrana slova 
možemo rasporediti u četveroslovnu riječ na P(4) = 24 načina. Stoga ukupan broj 
riječi koje možemo napraviti u četvrtom slučaju iznosi 5:24 = 120. U ovom 
posljednjem slučaju smo mogli uočiti i da se radi o varijacijama bez ponavljanja, 
što bi dalo isti broj riječi P(5, 4) = 120. 


Konačno, ukupan broj traženih riječi iznosi 32 +36 +288 + 120 = 476. 
lako je prikazani primjer sasvim skromne dimenzionalnosti, zahtijevao je 
relativno obimnu analizu da se dođe do rješenja. Lako se vidi da se postupak 


može izuzetno zakomplicirati u slučaju problema veće dimenzionalnosti. Stoga 
je prirodno postaviti pitanje može li se izvesti eksplicitna formula za koja daje 
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broj k-permutacija nekog multiskupa oblika A = (mi: a1, mz: 42, ..., My An}. Taj 
broj označićemo sa P(n, k, Mi, M2, ..., Mn). Odgovor na ovo pitanje, nažalost, nije 
u potpunosti zadovoljavajući. Mada postoje razne formule koje omogućavaju 
računanje P(n, k; mi, Mo, ...,m,), sve one se izražavaju pomoću prilično složenih 
konačnih suma, koje se ne mogu izraziti u nekom kompaktnom obliku. 
Efikasnost takvih formula može biti prilično upitna, jer je ponekad potrebno 
sabrati izuzetno veliki broj članova. Pri tome su formule koje su prividno 
najjednostavnije po formi ujedno i najmanje efikasne. U nastavku ćemo izvesti 
neke od takvih formula. 


Najjednostavniju (po formi) formulu za P(n, k; mı, mə, ..., Mn) možemo dobiti 
na sljedeći način. Uočimo neku k-permutaciju multiskupa A u kojoj se element 
aı pojavljuje tačno i, puta, element a2 tačno i, puta, itd. Jasno je da pošto je riječ 
o k-permutaciji, mora vrijediti ij +i2+...+i,=k, dok zbog ograničenja na broj 
ponavljanja elemenata moraju vrijediti nejednakosti 0 < i, < m, za sve p = 1 ..n. Uz 
fiksirane vrijednosti i,, p =1..n dobijamo klasične permutacije sa ponavljanjem 
tipa (i1, i2, ..., İn), odnosno permutacije multiskupa {i;: 41, 12: 42, ..., 1," An}. Takvih 
permutacija i ima P(k; i1, 12, in). Slijedi da P(n, k; mi, m, ..., m,) možemo dobiti 
sabiranjem vrijednosti Pic ko i,) po svim mogućim n-torkama indeksa 
(11, 12, ... İn) Za koje vrijedi i +i2+...+i„ =k i0<i <m p=1..n. Tako direktno 
dobijamo sljedeću formulu, koja se ponegdje susreće u knjigama posvećenim 


kombinatorici: 
= , m k 
P(n, k; mi, Mo, ..., Mn) = b? " i, ar i. 


i;+12+...+1,=k 
OSI p SEM? pala 
Nažalost, ova formula je najčešće posve neupotrebljiva. Njena prividna 

jednostavnost ne treba da zavara, s obzirom da se u sumi koja se u njoj nalazi 
tipično javlja veoma veliki broj sabiraka. Recimo, u primjeru koji smo razmatrali 
na početku ovog odjeljka, treba izračunati P(5, 4; 3,3,2,2, 1). Prema prethodnoj 
formuli, za računanje ove vrijednosti trebali bismo izvršiti sumiranje po svim 
petorkama indeksa (ii, i2, 13, 14, is) za koje vrijedi i; + i+ i3+i4+is=4, 0<i <3, 
0<i<3, 0<i3<2, 0<i4<2, 0<i;<1. Može se pokazati da postoje 43 takve 
petorke, što nije zanemarljiv broj s obzirom da se radi primjeru posve male 
dimenzionalnosti (interesantno je da je problem određivanja koliko tačno ima 
sabiraka u prethodnoj formuli posve ekvivalentan problemu nalaženja broja 
k-kombinacija multiskupa A, koji ćemo kasnije razmotriti). Zapravo, nije teško 
vidjeti da je u najgorem slučaju broj sabiraka u ovoj formuli jednak C(n, k), pri 
čemu se ova granica dostiže kada vrijedi m,žk za sve p =1. .n. Stoga, već za 
recimo n=25 i k=20 broj sabiraka može biti veći od 10", što je nemoguće 
sumirati u razumnom vremenu čak ni uz pomoć računara. 


Osnovni problem sa prethodnom formulom je što se u njoj javlja ogroman 
broj identičnih sabiraka. Naime, posmatramo li neku fiksnu n-torku indeksa 
(11, 12, ...,1,), jasno je da će svaka moguća permutacija ovih indeksa dovesti do 
identičnog sabirka, a broj takvih permutacija može ići čak do n! (u slučaju kada 
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su svi indeksi različiti). U stvarnosti, broj identičnih sabiraka će obično biti 
manji jer neke permutacije indeksa neće biti legalne (s obzirom na ograničenja 
koja moraju biti zadovoljena), ali i dalje će biti neprihvatljivo velik. Recimo, za 
primjer razmatran na početku ovog odjeljka, permutacije (2, 1,1,0,0), (1,2,0, 1,0) 
i (1,0,1,2,0) predstavljaju legalne permutacije istih indeksa (koje dovode do 
identičnih sabiraka), dok permutacija (1,1,0,0,2) predstavlja primjer ilegalne 
permutacije, s obzirom da posljednji indeks ne smije biti veći od 1 (konkretnije, 
u ovom primjeru, od ukupno 30 mogućih permutacija ovih indeksa, 24 su 
legalne, a 6 je ilegalnih). Stoga je pravi put koji vodi ka formuli koja omogućava 
efikasnije računanje P(n, k; mi, mo, ..., Mp) grupiranje identičnih sabiraka, odnosno 
klasifikacija svih k-permutacija u kategorije slične strukture, na način koji je 
sličan pristupu koji smo koristili u razmatranom primjeru, što će biti učinjeno u 
izlaganju koje slijedi. 


Neka je M = max {m;, m, ..., Mn). Posmatrajmo sada neki prikaz broja k kao 
zbir prirodnih brojeva oblika k=i,+i2+...+i,, pri čemu je M 21,2 1,2..2121 
(zadavanjem poretka obezbjeđujemo da ne postoje dva različita prikaza tog tipa 
koji se razlikuju samo u poretku članova). Recimo, za k=4 i M = 3 (razmatrani 
primjer) postoje 4 takve rastave: 3+1, 2+2, 2+1+1 1 1+1+1+1. Za svaki prikaz 
oblika i; +i2+...+i; možemo uzeti da kodira jednu porodicu k-permutacija u 
kojoj se neki element (nebitno koji) ponavlja i, puta, neki drugi element i, puta, 
itd. Kako neki od sabiraka i, za različite vrijednosti p mogu biti jednaki, rastave 
broja k možemo prikazati i u obliku k=Aij+Mi2+... +Asi; gdje su àp, p=1..s 
također prirodni brojevi, pri čemu je sada M>ii>i>>...>i;>1 (odnosno, za 
različite vrijednosti p brojevi i, su također različiti). Recimo, rastave iz 
prethodnog primjera možemo prikazati kao 1:3+1:1,2:2,1:2+2:114-1. Stoga, 
za svaki prikaz oblika A; i; + Àz 12 +... + A; i; možemo uzeti da jednoznačno kodira 
porodicu k-permutacija u kojoj se A, elemenata (nebitno kojih) ponavljaju i, 
puta, A, elemenata ponavljaju i, puta, itd. Preostaje samo da odredimo koliko 
k-permutacija se nalazi u svakoj od porodica. 


Označimo sa c(i) broj tačnih nejednakosti oblika 0<i<m,,p=1..n (tj. broj 
brojeva m,, p=1..n koji nisu manji od i) i posmatrajmo porodicu k-permutacija 
kodiranu prikazom oblika k=2A;i1+2212+...A;i;. Tada, A; elemenata koji će se 
ponavljati i; puta možemo odabrati na C(c(1,),X,) načina, s obzirom da se samo 
c(i) elemenata multiskupa A nalazi u njemu i, puta ili više. Sada trebamo 
izabrati A, elemenata koji će se ponavljati i, puta. Imamo c(i») elemenata 
multiskupa A koji se u njemu nalaze i, puta ili više, ali kako smo u prethodnom 
koraku već potrošili A, elemenata multiskupa A iz ove skupine (oni pripadaju toj 
skupini jer je i>i), ostaje nam c(i))—à elemenata, tako da izbor možemo 
obaviti na C(c(i)—A;, A) načina. Slično, izbor A; elemenata koji će se ponavljati 
iz puta možemo obaviti na C(c(i3)— A1 — A, A;) načina. Stoga, iz multiplikativnog 
principa slijedi da izbor elemenata koji se javljaju u nekoj od k-permutacija 
kodiranih prikazom oblika k = à; i1+2212+... +441; možemo odabrati na ukupno 
Celi), A1) Cl(e(in)— i, A2) Cceli) -1—2 ...—Às-1, As) načina. Kada smo izabrali 
elemente, problem smo sveli na klasičnu permutaciju sa ponavljanjem gdje 
imamo A; elemenata koji se ponavljaju i, puta, A, elemenata koji se ponavljaju i, 
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puta, itd. Broj takvih permutacija iznosi P(k; i, i, cees 11, 12, 12, eg 12, c0. p Lss 15, +++, g) 
odnosno k!/(i, 4,2... 1%) jer se i, javlja A, puta, itd. Sada, ukupan broj 
k-permutacija unutar razmatrane porodice dobijamo množenjem pretodna dva 
izraza. Konačno, ukupan broj k-permutacija multiskupa A dobijamo sabiranjem 
broja k-permutacija u svim porodicama, odakle konačno slijedi formula! 


EUNT N OS DA TO A k! 
P(n, k, mi, m, ..., Mn) = xi $ I St Ju s a A Vc M 
s 1° ... > 3 


2 ilz. 
Ajij+Àoig+...+Àgiç=k 


M žij>i>..>ip>1 


Podsjetimo se da se sumiranje vrši po svim rastavama broja k koje se mogu 
prikazati u obliku k = à i1 +A i2 +... + Asis gdje su Àp, ip, p = 1 ..n prirodni brojevi 
iMžij>i>...>1,>1. 


Demonstrirajmo ovu formulu na primjeru koji smo razmatrali na početku 
ovog odjeljka. Kako imamo k=41 M = 3, jedine rastave broja k traženog oblika 
glase 1-3+1-1, 2-2, 1-2+2-1 i 4-1, što smo već vidjeli. Dalje imamo c(1)=5, 
c(2)=4 i c(3)=2, tako da imamo: 


P(5,4:3,3,2,2,1) = 


_(c3)\(cd)-1) 4 Í c(2) )_4! i c(2)\(c(1)_1) 4 Re c(D) 4A _ 
GAJ S ZAM TIRA 2 ZA (AAE 


_(2\(5-1)_X!__{(4)_4!_{4)\(5—-1)_A!__(5)_4!__ 
-P 1 arosi 2 rata 


=244+6:6+4-6:6+5-:24=32+36+288 + 120 = 476 


Navedeni primjer ukazuje da se, bez obzira na neupitnu složenost, radi o 
prilično efikasnoj formuli. Stoga je iznenađujuće da ova formula nigdje nije bila 
objavljena u raspoloživoj literaturi, pa čak i u knjigama i drugim publikacijama 
koje su u cijelosti posvećene kombinatorici. Primijetimo da je broj sabiraka u 
izvedenoj formuli jednak broju različitih načina na koji se broj k može prikazati 
kao zbir sabiraka koji su prirodni brojevi manji ili jednaki M (pri čemu ne 
pravimo razliku između zbirova koji se razlikuju samo u poretku sabiraka). 
Problem određivanja ovog broja nije lagan i na njega ćemo se vratiti kasnije. 
Navedimo samo kao primjer da za k = 20 ovaj broj iznosi najviše 627 (neovisno 
od n) što se zaista ne može porediti sa više od 10" sabiraka koje je za istu 
vrijednost k i n = 25 zahtijevala prvobitno izvedena formula. 


Napomenimo da postoje i drugi načini za računanje P(n, k; mı, Mo, ..., Mn). Na 
primjer, u sljedećem odjeljku biće demonstriran postupak za rješavanje znatno 
općenitije klase problema, iz kojeg kao specijalan slučaj slijedi i jedan efikasan 


! Ova formula, kao i analogna formula za slučaj kombinacija, prvi put je objavljena u radu Ž. Jurić, H. Šiljak: 
“A New Formula for the Number of Combinations and Permutations of Multisets", Applied Mathematical 
Sciences, vol. 5, no. 18, Hikari Ltd, pp. 875-881, 2011. 
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postupak za računanje P(n, k; mi, mo, ..., Mn), koji se doduše ne može izraziti u 
vidu eksplicitne formule za P(n, k; Mi, M2, ..., Mn), ali se može opisati algoritamski. 


Razmotrimo sada određivanje broja kombinacija sa ponavljanjem klase k 
skupa A = {a;, a2, ..., an} uz dopunska ograničenja da se svaki od elemenata a; 
smije ponoviti najviše m; puta, za sve i=1..n, odnosno drugačije iskazano, 
određivanja broja k-kombinacija multiskupa A = (my: di, m2: 42, ..., Mn’ An}. Taj 
broj označićemo sa C(n, k; mı, m, ..., m,). Jedan od načina da izračunamo ovaj 
broj je sličan računanju broja P(n, k; mi, mə, ..., Mn), preko rastava broja k u obliku 
k=ħMi +i +... PA uz M2i>i>...>i21, gdje su Àp ip, p= 1..s prirodni 
brojevi. Slično kao pri računanju P(n, k; mı, mo, ..., m,), svaka takva rastava kodira 
jednu porodicu kombinacija sa ponavljanjem, u kojoj se A; elemenata ponavljaju 
i, puta, A, elemenata ponavljaju i, puta, itd. Izbor elemenata koje čine jednu 
takvu porodicu možemo izvršiti na isti način kao i u slučaju varijacija, ali ovdje 
nakon obavljenog izbora, nije potrebno razmatrati međusobne permutacije 
izabranih elemenata, jer njihov poredak nije bitan. Stoga, za određivanje broja 
C(n, k;m;, mo, ..., M) dobijamo formulu 


C(n,k; Mi mo, ..., M) = ka Di T] 
1 2 


s 
Ajij+Àoig+...+Àgiç=k 


M žij>i>...>i,>1 


pri čemu korištene oznake imaju ista značenja kao i pri određivanju broja 
varijacija P(n, k; M1, M2, ..., Mn). 


Postoje i drugi načini za računanje C(n, k; mı, Mo, ..., Mn). Tako se u literaturi 
susreće formula za računanje C(n, k, Mi, M2, ..., Mn) Koju je prvi put izveo britanski 
major P. A. MacMahon ', poznat po brojnim originalnim rezultatima u oblasti 
kombinatorike. MacMahonova formula je zasnovana na principu uključenja i 
isključenja, i nema svoju analognu formulu za slučaj varijacija. Ovdje ćemo sada 
izvesti MacMahonovu formulu, s obzirom da njeno izvođenje predstavlja lijepu 
ilustraciju primjene principa uključenja i isključenja. Primijetimo prvo da se 
glomazna formula koja opisuje princip uključenja i isključenja može kompaktno 
zapisati u obliku 


#(S1US2U.. US) = X GDI O (S, 08;,0.+-0S,) 


p=1 1£ij<i<..<ipn 


gdje se unutrašnja suma izvodi po svim prirodnim brojevima i,, s= 1..p za koje 
je 1<i< i< ...<ip<n, odnosno, po svim p-kombinacijama indeksa ii, i2, ..., ip iZ 
skupa (1,2,...,1n). Neka je sada S skup svih kombinacija sa ponavljanjem skupa 
A=(4a,,a,..,d,) klase k bez ikakvog ograničenja na broj ponavljanja elemenata. 
Označimo sa S; i=1..n skup svih kombinacija sa ponavljanjem skupa A u 
kojem se element a; javlja više od m; puta (odnosno barem m;+1 puta). Traženi 
skup kombinacija sa ponavljanjem koje ispunjavaju uvjet da se svaki od 


! Percy A. MacMahon (1854-1929), britanski matematičar i major britanske vojske. Bavio se simetričnim 
funkcijama i particijama u kombinatorici i teoriji brojeva. 
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elemenata a; javlja najviše m; puta za sve i=1..n možemo predstaviti kao 
S\(S;US,U...U S,), pa traženi broj C(n,k; mi, m, ..., Mn) takvih kombinacija 
možemo dobiti kao 


C(n, k; mi, Mo, s M) = #(S Sa U S2 U ...10 Sa) = #S — #(S1 U 52 U... O Sa) 


Preostaje da odredimo kardinalne brojeve koji se javljaju u ovoj formuli. Za #S 
znamo da vrijedi #S = C(n, k). Da bismo izračunali (S; U S2U ... U S,) putem 
formule uključenja i isključenja, potrebno je prvo izračunati vrijednosti 
HS AOSA... NSi,) za sve p-kombinacije indeksa ii, io, ..., ip. Uočimo prvo da se 
skup S; NS; A... NS, sastoji od onih i samo onih kombinacija sa ponavljanjem 
skupa A klase k u kojima se element a; javlja više od m;, puta, element a;, više 
od m;, puta, itd. Međutim, ukoliko iz svake od tih kombinacija odstranimo m;,+1 
primjeraka elementa a;, zatim m;+1 primjerka elementa a;, itd. dobijamo 
kombinacije sa ponavljanjem skupa A klase k—(m;+1)—(m;,+1)—...—(m;,+1) 
(tj. klase k— mij—Mi— ...— Mi,— p) bez ikakvih ograničenja na broj ponavljanja 
elemenata. Stoga je njihov broj C(n, k—mi,—Mi,—...— Mi,—P), odnosno vrijedi 
HS ASLO. A S;) =C(n, k-m; =m- ... -m,-p). Sada, uvrštavanjem svih ovih 
vrijednosti u formulu uključenja i isključenja, uz uvažavanje poznatih izraza za 
računanje vrijednosti tipa C(n,k), dobijamo konačnu formulu 


C(n, k; mı, Ma, ...> Mn) = X (=D x 


p=0 


( ur sa 
kom, om, m,P 
1<i<iz<.. <i Sn 
Napomenimo da se u literaturi može naći prividno jednostavnija formula u kojoj 
se umjesto gore prikazanog glomaznijeg izraza kao donji indeks u binomnim 
koeficijentima javlja n—1. Međutim, takva formula je ispravna samo ako uzmemo 
da je C(n,k)=0 za n<0, što nije u skladu sa konvencijom. Ovo je posljedica 
činjenice da formula C(n,k)=C(n+k—1,n—1) nije ispravna za k < O. 


Analizirajmo efikasnost MacMahonove formule. Kako se unutrašnja suma 
računa po svim p-kombinacijama elemenata skupa {1,2,... n}, u njoj se javlja 
C(n,p) sabiraka. U spoljašnoj sumi p varira od O do n, tako da ukupan broj 
sabiraka iznosi C(n,0)+C(n,1)+...+C(n,n). Ova suma iznosi 2“, što direktno 
slijedi iz Newtonovog binomnog obrasca za razvoj (a+b)" kada uvrstimo 
a=b=1. Dakle, u MacMahonovoj formuli javlja se ukupno 2" sabiraka (bez 
obzira na vrijednost k), odakle slijedi da je ona formula upotrebljiva samo za 
male vrijednosti n. MacMahonova je posbno pogodna zu slučaju kada n ima 
malu, a k veliku vrijednost, s obzirom da efikasnost MacMahonove formule ne 
ovisi od vrijednosti k. U svim ostalim slučajevima, a naročito za veće vrijednosti 
n, prethodno izvedena formula je znatno pogodnija. 


_ U sljedećem odjeljku će biti prikazan još jedan efikasan način za računanje 
C(n,k; mi, M2, ..., My), Koji slijedi kao specijalan slučaj jednog znatno općenitijeg 
postupka. Prije toga, na ovom mjestu ćemo ilustrirati izvedene postupke nalaženja 
broja kombinacija sa ponavljanjem i dopunskim ograničenjima na nekim 
konkretnim primjerima. 
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> Primjer: Koliko se različitih paketa koji sadrže 6 voćki može napraviti 
ukoliko su nam na raspolaganju 3 jabuke, 4 kruške i 1 banana (pri čemu se 
pretpostavlja da ne pravimo razliku između različitih primjeraka iste voćke)? 


Ovdje nas očigledno zanima broj kombinacija sa ponavljanjem klase 6 skupa 
(Jabuka, Kruška, Banana) uz dopunska ograničenja na maksimalan broj 
ponavljanja pojedinih elemenata, odnosno broj 6-kombinacija multiskupa 
(3+ Jabuka, 4- Kruška, 1: Banana}. Drugim riječima, potrebno je izračunati 
koliko iznosi vrijednost C(3, 6; 3,4, 1). 


Prvo ćemo primijeniti formulu koju smo prvu izveli. Imamo n=3, k=6, 
m =3, m=4, m= 1 i M = max {m;, m, m3} = 4, tako da su nam potrebne sve 
različite rastave broja k=6 na sabirke koji su prirodni brojevi koji ne prelaze 
vrijednost M = 4 (pri čemu ne pravimo razliku između rastava koje se razlikuju 
samo u poretku sabiraka). Te rastave su 4+2, 4+1+1, 3+3, 3+2+1, 3+1+1+1, 
2+2+2, 2+2+1+1, 2+1+1+1+1 1 1+1+1+1+1+1, koje dalje možemo prikazati 
kao 1-4+1-2, 1:4+2-1, 2-3, 1-3+1-2+1-1, 1-3+3-1, 3-2, 2-2+2-1, 1-2+4-1i 
6-1. Dalje je c(1)=3, c(2) =2, c(3) =2, c(4) = 1 tako da uvrštavanem u formulu 
dobijamo 


C(3,6;3,4,1) = 
_([c(4)\( c(2)-1 c(4) \{ c(1)_1 c(3) c(3) \( c(2D)—1\[ c(H)-1—1 
OT JE pena e 
c(3) \{ c(1)—1 į c(2) P c(2) c()_2), c(2) \( c(1) — (0). 
1 3 3 2 2 1 4 
1\/ 2-1 1\/ 3-1 2 1) 2—1\(3-1— 
ses EGO) 
2\(3-1 2 2\(3-2 3-1 3 
OOOO- 
=1+1+1+2+0+0+0+0+0=5 
Dakle, imamo CG, 6;3,4,1) =5. Sada ćemo do istog rezultata doći pomoću 
MacMahonove formule. Za razliku od prethodne formule, MacMahonova 


formula ne zahtijeva nikakve pomoćne pripremne radnje, tako da neposrednim 
uvrštavanjem u formulu imamo 


C(3,6;3,4, 1) = 


a pr aa 


1<i<3 1<i<j<3 I<i<j<k<3 j 


oa HE- 


=28—(6+3+15)+(0+1+0)-0=28-24+1-0=5 
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U ovom primjeru, upotreba MacMahonove formule je praktičnija, s obzirom 
da je n sasvim mala vrijednost. 


> Primjer: Odrediti koliko jednačina i;+i,+i;+1,+15;=4 ima cjelobrojnih 
rješenja koja zadovoljavaju dodatna ograničenja 0<1,<3,0<i<3,0<i3<2, 
05£1,£K2 104 15451. 


Prvo ćemo riješiti nešto generalniji problem, odnosno pokazaćemo da 
jednačina oblika xı +x2+ ... +x, =k ima tačno C(n, k; mi, m, ..., Mn) cjelobrojnih 
rješenja koja zadovoljavaju dopunska ograničenja O<x<m;,i=1..n. Zaista, 
svako cjelobrojno rješenje (x1, X2, ..., Xn) ove jednačine u kojem su sve vrijednosti 
Xp i=1..n nenegativne možemo jednoznačno kodirati kao jednu kombinaciju 
klase k ma kakvog skupa A = (a,,a2,...,4,) san elemenata, u kojoj ćemo uzeti x, 
primjeraka elementa a,, x2 primjeraka elementa a,, itd. Odavde direktno slijedi 
da broj nenegativnih cjelobrojnih rješenja jednačine x,+x2+...+X,=k bez 
ikakvih drugih ograničenja iznosi C(n,k). Ukoliko sada još postavimo dopunska 
ograničenja O0<x<m;,i=1.n, time zapravo ograničavamo maksimalan broj 
pojavljivanja elemenata a;, i = 1..n u razmatranim kombinacijama na vrijednosti 
mj, i=1..n, tako da broj takvih kombinacija iznosi C(n, k; mı, m, ..., Mn), a to je 
ujedno i traženi broj rješenja polazne jednačine uz postavljena ograničenja. 
Konkretno, rješenje problema iz postavke zadatka iznosi C(5, 4; 3,3,2,2,1) =43, 
što smo već nagovijestili pri razmatranju izvođenja formula za broj varijacija sa 
ponavljanjem i dopunskim ograničenjima. Vrijednost C(5,4;3,3,2,2,1)=43 
može se izračunati na neki od prethodno opisanih načina, pri čemu je u ovom 
primjeru MacMahonova formula znatno inferiornija u odnosu na prvu izvedenu 
formulu, s obzirom da zahtijeva 2*=16 sabiraka, dok prva formula zahtijeva 
svega 4 sabirka, kao pri računanju vrijednosti P(5, 4; 3,3,2,2, 1). 


6.5" Funkcije izvodnice 


U prethodnom odjeljku smo vidjeli da čak i oni kombinatorni problemi čija 
je formulacija posve jednostavna, kao što su recimo problemi određivanja 
vrijednosti P(n, k; mi, mo, ...,m,) ili C(n,k; my, M2. Mn), Mogu biti prilično složeni. 
Sada ćemo pokazati jedan vrlo sistematičan i moćan metod za određivanje ovih 
vrijednosti, koji doduše ne vodi ka eksplicitnoj formuli za njihovo nalaženje, ali 
koji se veoma lako može generalizirati za slučaj još složenijih kombinatornih 
problema, a posebno za slučaj nalaženja broja varijacija i kombinacija sa 
ponavljanjem u kojima se pojavljuju znatno složenija ograničenja od prostog 
ograničenja na maksimalan broj ponavljanja pojedinih elemenata. Naime, 
pokazaćemo da je vrijednost P(n, k; mi, m, ..., Mn) jednaka k!A, pri čemu je àx 
koeficijent koji stoji uz /“ kada izvršimo razvoj po stepenima f u polinomu 


n m; 
t! 
y(n; Mi, Ma, ..., Mp; t) = HS 


i=1 j=l 


318 


dok je vrijednost C(n, k, Mi, M2, ..., m,) jednaka koeficijentu uz t (ovaj put bez 
množenja sa k!) u razvoju po stepenima ft polinoma 


n m, 


E(n; Mı, M, ..., Mn; f) = TD 


il j=l 


Na primjer, za računanje vrijednosti P(5,4;3,3,2,2,1) koju smo već računali na 
drugi način, potrebno je formirati polinom 


Pit t? 
w(5;3,3,2,2,1;1) = Mert tap JUST SE. = 


= 14514124 22116 7 pll pog l pi 


6 36 3 144 16 10 144 


nakon čega je P(5,4;3,3,2,2, 1)=4!-119/6 =476, što je isti rezultat koji smo 
već dobili na druge načine, dok za računanje vrijednosti C(3, 6; 3, 4, 1), koju smo 
također računali na druge načine, treba formirati polinom 


?3;3,4, L0=(1+1+P+5)(1+1+F+5+)(1+10) = 
=1+31+548+78+811+789+58+314+0 


odakle direktno očitavamo C(3, 6;3,4,1)=5. 


Prije nego što pokažemo zbog čega ovaj pristup za računanje vrijednosti 
P(n, k; mi, mo, ...,m,) odnosno C(n, k; mı, mo, ...,m,) dovodi do očekivanih rezultata, 
procijenimo koliko je takav pristup efikasan. Polinomi W(n; m, m, ..., Mp; f) i 
Ọ(n; Mı, M2, ..., Mp; f) su stepena mı +m +... +M, i za njihovu potpunu ekspanziju 
potrebno je izvršiti znatan broj množenja. Međutim, kako nas zanimaju samo 
koeficijenti uz 1", nije potrebno vršiti potpunu ekspanziju, nego je pri računanju 
svakog djelimičnog produkta koji se javlja tokom računanja W(n; My, M2, ..., My; f) 
odnosno (71; mı, Mo, ..., My; f) dovoljno zadržati samo članove uz ť za vrijednosti 
i od O do k, kao na primjer u računanju 

2 


3 2 
: AG t t£ 2 t 2 = 
WS;3,3,2,2, DEUTET E Prk) (1+1) = 


= (+212 4 ZED (1421421442) UH) = 
= drr Drt (140 =1+51+1217422 pt, 


ili u računanju 


38;3,4,1; D= A +t+ +A (+t + +AA 
=(1+31+548+78+81+78+5P%+..)(1+1)= 
=1+31+58+78+814+70+50+.., 
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pri čemu su članovi koji nam nisu potrebni označeni sa tri tačkice. Nije teško 
pokazati da je na ovaj način za računanje koeficijenta uz f" u najgorem slučaju 
potrebno ukupno (n—1)(1+2+3+...+(k+1))=(n—1)(k+1)(k+2)/2 množenja, 
što recimo za n=25 1 k=20 iznosi 5544 (tipično je ovaj broj znatno manji). Za 
ove vrijednosti n i k formule koje smo ranije koristili su efikasnije. Međutim, 
ovaj metod je ubjedljivo najefikasniji za velike vrijednosti k. Recimo, za n = 25 i 
k=100, ovaj metod pronalazi rješenje koristeći najviše 123624 množenja, dok 
formule izvedene u prethodnom odjeljku mogu zahtijevati čak i do 190569292 
sabiranja, što je praktično neprihvatljivo. Pored toga, ovdje opisani metod ima 
prednost što kada jednom obavimo sve neophodne proračune koji su potrebni da 
odredimo vrijednost P(n, k; Mi, M2, ..., m,) odnosno C(n, k; Mi, mo, ..., Mn), odmah su 
nam na raspolaganju informacije koje omogućavaju lako određivanje vrijednosti 
P(n, i; Mi, mo, ...,m,) odnosno C(n, i; Mi, mo, ... M) Za sve vrijednosti 0< i< k. 


Sada ćemo pokazati zbog čega opisani pristup za računanje vrijednosti 
P(n, k; mı, m, ..., Mp) i C(n, k; m, m, ..., Mn) daje očekivane rezultate, iz čega ćemo 
ujedno vidjeti kako možemo generalizirati ovaj pristup za rješavanje još 
složenijih kombinatornih problema. Za tu svrhu ćemo umjesto polinoma 
Y(n; Mi, M2, es Mn, f) 1 POM; Mi, mo, ..., Mp; t) posmatrati nešto općenitije polinome 
date izrazima 


a 


W(n; M1, Mh, ++ Mn, A1, A2, +4 An, f) = | pe 


i=1 j=1l 


odnosno 


nei 
; u SAT J,J 
E(n; Mi, M2, ..., Mn; A1, A2, +. An t) = | BA t 


i=l j=l 


Razmotrićemo prvo problem određivanja vrijednosti C(n, k; mı, M2, ..., Mn), S 
obzirom da je princip koji leži u pozadini određivanja ove vrijednosti lakše 
objasniti nego u slučaju određivanja vrijednosti P(n,k;m;,mo,...m,). Ukoliko 
izvršimo potpunu ekspanziju polinoma (n;m, M, ..., Mn; A1, A2, .-., An; Í) 1 obavimo 
grupiranje članova sa istim stepenima od 1, mono primijetiti da koeficijent koji 
stoji uz I ima oblik sume sabiraka oblika dy'd22...d," gdje je li+b+...+i,=k. Za 
svaki takav sabirak možemo smatrati da Katie jednu kombinaciju sa 
ponavljanjem klase k skupa A= {a;, az, ...,an} oblika {i;: a1, ba: 42, ..., 1," An}. 
Dalje, kako se u polinomu O(n; m, M ..., M,; 41,42, ..., An, t) niti jedna od 
promjenljivih a, ne javlja sa eksponentom većim od m, za svep=1..n, slijedi da 
niti jedna od vrijednosti ip neće biti veća od m, za svep=1..n, tako da 
posmatrani sabirci oblika a,'a2?...a," predstavljaju upravo tražene kombinacije 
sa ponavljanjem klase k skupa A u kojima se element a; ponavlja najviše m; puta 
za sve p = 1..n. odnosno k-kombinacije multiskupa A’ = (my: a;, Mz: 02, ..., Mp’ An}. 
Ovo se najbolje može demonstrirati na konkretnom primjeru. Razmotrimo, na 
primjer, polinom ((3;3,4,1;d,,a2,43;1), koji nakon izvršene kompletne 
ekspanzije i grupiranja članova uz odgovarajuće stepene od £ glasi 
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(3; 3,4, 1; 41, 42, 43; t) = 
=(1+at+a +a Ê) (1+at+a; f +a; fra P)(l1+a3t) = 
=] + (ai +a, +a3)t+ (a? +a;a,+a|a;+ a +a) f+ 
+ (a? +a a +a a3 +aja? +a1ma3 +a? +a a) f + 
+ (aa +a a3 +a; a7 +a; a203 + aaa; +a a +a za a) + 
+ (aa? +a maz +a; a? +a; a? az +aia + aja? as kasa) P + 
+ (a a; kara a3+a; at +a; a7 a3 +ajaz a) t + 
+ (apa +a; aaz +a ata) t +a atat 


Posmatrajmo sada koeficijent uz neki konkretan stepen od £, recimo uz £. 
Ovaj koeficijent predstavlja sumu članova apa’, a a? a3, ALPA, a; a? a i 
d,a» as, za koje lako vidimo da odgovaraju svim 6-kombinacijama multiskupa 
(3:a,,4:a2,1: a3) koje redom glase (3+ a,,3: a2}, {3: a1,2: az, 1: a3}, (2:4,,4 a2}, 
(3:a,4-a,1:d43) i (3:41,4:a2,1:a3). Dakle, polinom (3; 3,4, 1; 41,42,43;1) 
svojim koeficijentima uz stepene t“ na izvjestan način generira sve k-kombinacije 
multiskupa (3+ 41,4: a2, 1: a3). Generaliziranjem ovog primjera zaključujemo da 
polinom (1; mı, Mz, ..., Mn; A1, A2, ..., An, 1) svojim koeficijentima uz tt generira 
sve k-kombinacije multiskupa A’ = {m;:; a1, mz: a2, ..., M,’ An}, što nas upravo i 
zanima. Sad, ukoliko je potrebno samo da prebrojimo koliko takvih kombinacija 
ima, dovoljno je staviti a. =a0,=...=a,= 1. Naime, tada se svaki od članova 
oblika a;'a27...a," svodi prosto na vrijednost 1, tako da je broj traženih 
kombinacija jednak zbiru svih članova uz t za a =a=..=a,= 1. Međutim, uz 
ovakvo uvrštavanje, polinom (n;m, M, ..., Mn; A1, 42, ..., Gu; f) se svodi na znatno 
prostiji polinom E(n;m;,m,...,m,;£), odakle neposredno slijedi da njegovi 
koeficijenti uz 1* predstavljaju brojeve k-kombinacija multiskupa A’. 


Nakon provedenog razmatranja, sada nije teško objasniti na čemu se zasniva 
određivanje vrijednosti P(n, k; m, mo, ..., Mn) preko polinoma W(n; M4, M2, ..., Mp; f). 
Naime, nakon potpune ekspanzije polinoma W(n; m, M2, ..., My; A1, A2, ..., An, f) i 
grupiranje članova sa istim stepenima od 1, koeficijenti uz t" biće sume sabiraka 
oblika a,'a22...a,"/(111i21...i,)) gdje je i +i2+... Hi, = k. Nakon množenja sa X!, 
ovi sabirci se mogu prikazati u obliku P(k; i,, io, ..., in) *d1'027...a,". Pri tome, i u 
ovom slučaju možemo smatrati da a;'a2"...a," predstavlja jednu k-kombinaciju 
multiskupa A’ = (mi: 41, Mz: Qz, ..., My dn) Oblika (ii: 41,12: 2, ..., ln: an}. Međutim, 
ovdje se javlja i dodatni faktor P(k; i, iv, ..., in), koji je jednak ukupnom broju 
permutacija koje se mogu formirati od multiskupa (i,: a,, bo: 02,...,ln: An}. Te 
permutacije nisu ništa drugo nego k-permutacije multiskupa A', odnosno tražene 
varijacije sa ponavljanjem i dopunskim ograničenjima. Stoga, ovaj dopunski 
množilac P(k; i,, io, ..., in) uzima u obzir broj različitih k-permutacija koje se mogu 
formirati od k-kombinacije predstavljene izrazom a1''a2"...a,". Sada je jasno da 
ukoliko ponovo uvrstimo a,=a2=..=a,=1, dobićemo sumu množilaca koji 
broje koliko ima k-permutacija koje odgovaraju pojedinim k-kombinacijama za 
sve moguće k-kombinacije multiskupa A’. Kako se zaa,=a2=...=a,=1 polinom 
Y(n; Mi, M2, + Mn, A1, A2, +. An; f) svodi na polinom Y(n; mi, M2, ..., Mn, t), direktno 
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slijedi da je vrijednost koeficijenta uz t* polinoma w(n; mı, M2, ..., Mn; t) pomnožena 
sa k! jednaka upravo traženoj vrijednosti P(n, k; Mi, m, ..., Mn). 


Nakon izloženih objašnjenja, nije teško zaključiti kako se opisani metod 
može generalizirati na znatno širu klasu problema, što zapravo i predstavlja 
ključnu snagu ovog metoda. Recimo, neka je potrebno naći broj varijacija 
odnosno kombinacija sa ponavljanjem klase k skupa A={4a1,452,...,a,} pod 
ograničenjem da broj ponavljanja i, elementa a, mora biti isključivo vrijednost 
iz nekog podskupa prirodnih brojeva S, za sve p = 1..n. Takve varijacije odnosno 
kombinacije nazivamo varijacije sa ponavljanjem klase k (k-permutacije) tipa 
(S1, S2, ..., S,) odnosno kombinacije sa ponavljanjem klase k (k-kombinacije) tipa 
(Si, S2,...,S,). Ovdje je očigledno riječ o prilično generalnim problemima. 
Međutim, brojevi ovakvih varijacija odnosno kombinacija, koji možemo označiti 
sa P(n, k; S4, S2, ..., S,) odnosno sa C(n, k; S1, S+,..., Sn), mogu se odrediti na veoma 
sličan način kao i brojevi klasičnih k-permutacija odnosno k-kombinacija 
multiskupova. Naime, P(n, k; S1, S2, ..., Sn) se može dobiti kao k!Ax pri čemu je Ay 
koeficijent uz 1" u razvoju po stepenima £ “polinoma” 


y(n; Si, Sz, ..., S3 É) = II 55 


i=1 JeS; 


dok se C(n, k; Sı, S2, ..., S,) može dobiti prosto kao koeficijent uz fu razvoju po 


stepenima f u izrazu 
n 
Pl; Sr Sa -SnD = [[ Xr 


i=1_jeS; 


Riječ “polinom” stavljena je pod navodnike, s obzirom da u slučaju kada 
neki od skupova S, ima beskonačno mnogo elemenata, odgovarajući faktor u 
izrazima koji definiraju W(n; S1, S2, ..., S; £) odnosno Ọ(n; Si, S2, ..., Sn; £) također 
ima beskonačno mnogo članova, tako da taj faktor zapravo nije polinom, nego 
beskonačni stepeni red. Međutim, s obzirom da nam je samo potreban koeficijent 
uz k-ti stepen f dobijenog razvoja, u svakom od faktora možemo odbaciti sve 
članove sa stepenom većim od k, tako da nam činjenica da neki faktori mogu 
imati beskonačno mnogo članova ne predstavlja praktičan problem za računanje 
P(n, k; Si, S2, ..., S,) odnosno C(n, k; S1, S2, ..., Sn). Korektnost ovog pristupa slijedi 
iz istog razmatranja kao i korektnost računanja broja klasičnih k-permutacija 
odnosno k-kombinacija multiskupova. 


> Primjer: Koliko se različitih petoslovnih riječi može formirati od slova iz 
skupa {A,B,C,D,E,F} uz ograničenja da se slovo A smije pojaviti samo 
neparan broj puta, da se slovo C mora pojaviti barem jedanput, da se slovo D 
mora pojaviti 2 ili 5 puta, i da se slovo F smije pojaviti najviše 2 puta (bez 
ograničenja na broj pojavljivanja slova B i E)? 


U ovom primjeru tražimo vrijednost P(6, 5; S,, S2, S3, Sa, 95, S6) pri čemu je 


Si=(11,3,5,...), S,=Ss5=(10,1,2,3,4,5,...), S3=(11,2,3,4,5...h, Sa=12,5) i 
Se = (0,1,2), tako da imamo 
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W(6; du S2, S3, S4, ai Se; t) = 


£ 3 4 12 3 4 5 
a ia t? yh ypt yi 
= (t+ i J4+14+7 Parta rate (+5 Peg tarte) 
= 3 4 2 
t UNE Mora = t 
(Gr Dtr alata ka les je 
a KE la 15,1 
žilu 2, 5+.. S Errira rs. ) 
(1+21+21 a parE. )= 
zelja 3;5 73, 114,25 l 4,7 5 
= (5t t3 t JO+2rH2 R2 + ist +e Jsir Shu 


Konačno je P(6, 5; S1, S2, S3, Sa, S5, S = 5!-7/4 = 210. Bilo koji drugi način da se 
izvede isti rezultat bio bi znatno složeniji. 


Iz ovdje provedenih razmatranja, može se općenito zaključiti sljedeće. Neka 
je dat neki problem enumerativne kombinatorike koji zavisi od nekog parametra 
k (pri čemu je dozvoljeno da zavisi i od nekih drugih parametara), čije ćemo 
rješenje označiti sa K(k). U mnogim slučajevima problem se može riješiti tako 
što se na neki indirektan način konstruira funkcija (7) takva da se K(k) dobija 
kao koeficijent uz £" u razvoju funkcije ọ(f) u stepeni red po stepenima od 1 (ili 
prosto kao koeficijent uz 1" u slučaju kada je (1) polinom), odnosno funkcija 
y(i takva da se K(k) dobija kao k!A, gdje je A, koeficijent uz t“ u razvoju 
funkcije y(t) u stepeni red po stepenima od t. Takve funkcije o(f) odnosno y(t) 
nazivaju se respektivno funkcija izvodnica (ili funkcija generatrisa) odnosno 
eksponencijalna funkcija izvodnica (ili eksponencijalna funkcija generatrisa) 
za posmatrani kombinatorni problem (porijeklo naziva “eksponencijalna' ćemo 
uskoro objasniti). Tako je ranije uvedeni polinom (1; mı, m, ..., My; t) primjer 
funkcije izvodnice za problem određivanja broja k-kombinacija multiskupa 
(mi: d1, Mz: 2, ..., Mp’ An}, dok je, s druge strane, polinom Y(n; Mi, Mo, ..., Mp; t) 
primjer eksponencijalne funkcije izvodnice za problem određivanja broja 
k-permutacija istog multiskupa. 


Pojam funkcije izvodnice i eksponencijalne izvodnice može se uvesti i čisto 
formalno, bez pozivanja i na kakav konkretan kombinatorni problem, kako se 
obično i čini u većini raspoložive literature. Naime, neka je dat bilo kakav niz 
brojeva A, ke N U{0}. Pod funkcijom izvodnicom odnosno eksponencijalnom 
funkcijom izvodnicom za taj niz brojeva podrazumijevaju se funkcije (£) 
odnosno W(t) date izrazima 


Doxa : vo= Sai n 


Ove formalne definicije usput objašnjavaju i porijeklo izraza eksponencijalna 
funkcija izvodnica, s obzirom da ukoliko uzmemo da je A, = 1 za sve vrijednosti 
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k, izraz za \W(t) dobija oblik stepenog reda za funkciju e', odnosno W(f) = e' (pri 
istim okolnostima, izraz za Q(f) postaje geometrijski red). Međutim, nekome koji 
se prvi put susreće sa takvim formalističkim pristupom teško može biti jasna 
svrha funkcija izvodnica, s obzirom da se u praksi gotovo nikada ne polazi od 
poznate sekvence brojeva A, iz koje se formiraju funkcije (1) odnosno W(t) 
prema navedenim izrazima, već je pristup upravo obrnut. Naime, funkcije 
izvodnice za neki kombinatorni problem se tipično formiraju na neki indirektan 
način koji proizilazi iz proučavanja samog problema, nakon čega se nepoznate 
vrijednosti A, određuju nalaženjem koeficijenata uz 7 pri razvoju funkcije 
izvodnice po stepenima od t. 


Bitno je napomenuti da u općem slučaju nema pravila kako se može 
konstruisati funkcija izvodnica za neki kombinatorni problem. Za tu svrhu često 
je potrebna jaka intuicija i iskustvo. Često je korištenjem operacija kao što su 
množenje, kompozicija i diferenciranje moguće kombinirati poznate funkcije 
izvodnice za jednostavnije kombinatorne probleme i na taj način dobiti funkcije 
izvodnice za neki složeniji kombinatorni problem (primijetimo da, u suštini, sve 
funkcije izvodnice koje smo dosada razmatrali imaju oblik produkta prostijih 
funkcija). Grana enumerativne kombinatorike koja proučava ovakve načine 
formiranja funkcija izvodnica naziva se simbolička kombinatorika. Nažalost, 
prostor ne dozvoljava da se upuštamo u detalje ovakvih tehnika. Najuniverzalniji 
poznati metod za konstrukciju funkcija izvodnica, koji je primjenljiv na dosta 
široku klasu kombinatornih problema, nudi tzv. Pdlya-Redfieldova teorija, na 
čije smo postojanje ukazali na početku ovog poglavlja. O ovoj teoriji ne možemo 
govoriti čak ni u najgrubljim crtama, zbog toga što se zasniva na matematskom 
aparatu koji daleko prelazi okvire ovog udžbenika. 


Pri radu sa funkcijama izvodnicama, one se gotovo uvijek posmatraju kao 
čisto simbolički objekti. To zapravo znači da numeričke vrijednosti izraza kojim 
su definirane funkcije ((£) odnosno y(t) za neku konkretnu vrijednost ¢ tipično 
nisu ni od kakvog interesa, s obzirom da se manipulacije sa funkcijama (1) 
odnosno W(t) gotovo uvijek vrše čisto formalnim simboličkim manipulacijama 
sa izrazima pomoću kojih su definirani P(f) odnosno W(7). Stoga je, kad se god u 
izrazima koji definiraju E(f) odnosno W(f) javljaju beskonačni redovi, pitanje za 
koje vrijednosti 7 ti redovi konvergiraju i da li uopće konvergiraju uglavnom 
potpuno nebitno. Tako se sa izrazima koji definiraju funkcije izvodnice može 
formalno simbolički manipulirati čak i u slučaju kada su redovi koje oni 
predstavljaju divergentni. Međutim, kad god su neki od beskonačnih redova koji 
se javljaju u izrazima koji definiraju funkcije izvodnice konvergentni makar za 
neku vrijednost £ pri čemu su tada sume tih redova jednake nekim funkcijama 
čiji je analitički izraz poznat, moguće je u odgovarajućim izrazima takve redove 
zamijeniti njihovim sumama i na taj način dobiti kompaktniji zapis funkcija 
izvodnica. Na primjer, funkcija izvodnica E(f) = (1+2 (1+1+F+1 FaN može 
se kompaktno zapisati kao g(1)=(1+20)/ d-0', s obzirom da izraz u drugoj 
zagradi 1+t+ť +f +... predstavlja beskonačni geometrijski red, koji za |t|X1 
konvergira i ima sumu 1/(1—7). 
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Ono što funkcije izvodnice čini posebno korisnim je neočekivana činjenica 
da se često dešava da vrlo komplicirani kombinatorni problemi imaju funkcije 
izvodnice koje imaju krajnje jednostavne kompaktne zapise. Naravno, za 
rješavanje kombinatornog problema nama ne treba kompaktni već razvijeni 
oblik u kojem su jasno vidljivi koeficijenti uz stepene od £, ali same manipulacije 
sa funkcijama izvodnicama su znatno prostije sa kompaktnim nego sa razvijenim 
oblicima, tim prije što se za tu svrhu mogu koristiti sve osobine funkcija koje ti 
kompaktni oblici predstavljaju. Na kraju, za dobijanje samog rješenja 
kombinatornog problema, kompaktni oblik funkcije izvodnice treba pretvoriti u 
razvijeni oblik. Ovo je za konkretne brojčane vrijednosti k uvijek makar 
principijelno moguće uraditi, recimo koristeći poznate tehnike iz matematičke 
analize za razvoj funkcija u stepene redove. Međutim, često je veoma teško ili 
čak nemoguće iz kompaktnog oblika funkcije izvodnice dobiti eksplicitnu 
formulu koja daje rješenje problema u funkciji od k. Za tu svrhu, potrebno je 
koristiti poznate razvoje u stepene redove, kao i brojne napredne tehnike 
matematske analize koje uglavnom izlaze izvan okvira ovog udžbenika. Neke od 
takvih tehnika upoznaćemo u poglavlju posvećenom teoriji diskretnih sistema 
kada se upoznamo sa tehnikama zasnovanim na tzv. z-transformaciji. U svakom 
slučaju, uspijemo li funkciju izvodnicu prikazati u obliku stepenog reda po 
stepenima od # u kojem su koeficijenti uz 1" eksplicitno predstavljeni kao 
funkcije od k, dobili smo eksplicitan izraz za rješenje problema u funkciji od k. 
Postoje brojni kombinatorni problemi kod kojih je ovakav indirektan put jedini 
način da se dođe do rješenja. Ovakve tehnike predstavljaju tipičnu sintezu 
diskretne i kontinualne matematike, u kojima se za rješavanje problema koji su 
izrazito diskretni po svojoj prirodi (u suštini, teško da ima problema koji su po 
svojoj prirodi “diskretniji" od problema prebrojavanja) koriste tehnike izrazito 
kontinualne matematike (tj. teorije beskonačnih redova iz matematičke analize). 
Mada u detaljan prikaz takvih tehnika ne možemo ulaziti, ipak ćemo njihovu 
suštinu i snagu ilustrirati na dva jednostavna primjera. 


> Primjer: Koristeći formalne manipulacije sa funkcijama izvodnicama, 
izvesti eksplicitni izraz za broj kombinacija sa ponavljanjem klase k skupa 
od n elemenata bez dopunskih ograničenja u funkciji od n i k, tj. eksplicitni 
izraz za C(n, k). 


_ Ranije smo na elementaran način metodom “zvjezdica i štapića" izveli da je 
C(n,k)=C(n+k—1,k). Sada ćemo do istog rezultata doći uz upotrebu funkcija 
izvodnica. Za tu svrhu, primijetimo da funkciju izvodnicu za problem nalaženja 
broja kombinacija sa ponavljanjem bez ograničenja, koju ćemo ovdje označiti 
prosto sa p(n; t), možemo dobiti iz opće funkcije izvodnice za problem nalaženja 
broja kombinacija sa ponavljanjem uz proizvoljna ograničenja, odnosno ranije 
razmatrane funkcije izvodnice Q(n; S1, S2, ..., S,; £), ukoliko uzmemo da skupovi 
S; i=1..n sadrže sve prirodne brojeve i nulu, čime praktično govorimo da nema 
nikakvih ograničenja na broj ponavljanja elemenata. Odnosno, za posmatrani 
problem vrijedi (n; 7) = E(n; No, NG, ..., No; £) gdje je No= N U {0}, pa imamo: 
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n 


nd- X =[ >= ls - H'a- 


i=1_jeNo i=] j=0 i=1 


Ovdje smo iskoristili formulu za sumu beskonačnog geometrijskog reda 
poznatu iz matematičke analize. Slijedi da se funkcija izvodnica za problem 
nalaženja broja kombinacija sa ponavljanjem bez ograničenja može napisati u 
kompaktnom obliku kao (71; t) = (1—t) ". Da bismo sada ovu funkciju izvodnicu 
iskoristili za nalaženje eksplicitnog izraza za broj kombinacija sa ponavljanjem 
bez ograničenja, moramo (1; t) prikazati u vidu stepenog reda po stepenima od 
t. To nije teško uraditi koristeći izraz za razvoj oblika (1+x)* za proizvoljne 
vrijednosti & u stepeni red po stepenima od x, poznat u matematičkoj analizi kao 
binomni red i koji predstavlja prirodno uopćenje binomnog obrasca: 


emo =a-9"=X(3 si —t)* -$C k) De =$9C(n+k— 1,k)t* 


k=0 i=0 


U posljednjem koraku smo iskoristili rezultat C(—n, k) = (— 14- C(n+k—1,k) koji 
nam je od ranije poznat. U svakom slučaju, dobili smo razvoj po stepenima od t 
pri čemu koeficijent uz t“ iznosi C(n+k— 1, k), što upravo i predstavlja traženi 
broj kombinacija klase k sa ponavljanjem bez ograničenja. 


U ovom primjeru smo indirektnim putem samo potvrdili rezultat koji smo 
ranije izveli na direktan način. U sljedećem primjeru ćemo indirektnim putem 
riješiti problem čije rješenje nam nije od ranije poznato. 


> Primjer: Izvesti eksplicitni izraz za broj sirjektivnih funkcija čiji domen i 
kodomen sadrže respektivno k odnosno n elemenata (u funkciji od n i k). 


Primijetimo prvo da bez umanjenja općenitosti možemo uzeti da je domen 
funkcija koje razmatramo skup D= {1,2,3,...,k}, s obzirom da tačna priroda 
elemenata domena sigurno neće utjecati na broj traženih funkcija. Posmatrajmo 
sada uređenu k-torku (f(1), f(2),..., f(k)) gdje je f neka funkcija sa domenom D. 
Svaka takva k-torka predstavlja jednu varijaciju sa ponavljanjem klase k 
kodomena funkcije f. Ako sad zahtijevamo da f predstavlja sirjektivnu funkciju, 
tada se svaki element kodomena mora pojaviti barem jedanput u svakoj takvoj 
k-torki. Slijedi da je postavljeni problem ekvivalentan problemu nalaženja broja 
varijacija sa ponavljanjem klase k skupa od n elemenata uz dopunsko ograničenje 
da se svaki element skupa mora pojaviti barem jedanput. 


Postavljeno ograničenje možemo iskazati u obliku da broj ponavljanja za 
svaki od elemenata skupa može biti ma koji prirodan broj, ali ne smije biti nula, 
odnosno da broj ponavljanja za svaki od elemenata skupa mora pripadati skupu 
N. Stoga je traženi broj zapravo P(n, k; N, N, ... N), tako da ovom problemu 
odgovara eksponencijalna funkcija izvodnica W(n;t) koja je specijalan slučaj 
ranije razmatrane eksponencijalne funkcije izvodnice \W(n; S1, S2,...,S,;{) za 
problem nalaženja broja varijacija sa ponavljanjem uz proizvoljna ograničenja, 
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odnosno imamo \(n; t) = y(n; N, N, ..., N; £). Mada nam je ovo saznanje dovoljno 
da možemo izračunati traženi broj za proizvoljne zadane fiksirane vrijednosti n i 
k (razvijajući izraz za \W(n;t) do k-tog stepena od 7), za nalaženje eksplicitne 
formule koja daje traženi broj u funkciji od n i k potrebno je preurediti izraz za 
W(n; f) u oblik u kojem su koeficijenti uz stepene od f u razvoju u stepeni red po 
stepenima od £f jasno vidljivi. Za tu svrhu, prvo ćemo izraz za W(n; t) predstaviti 
u kompaktnijem obliku, što nije teško koristeći poznati razvoj funkcije e' u 
stepeni red poznat iz matematičke analize: 


vo =]] a IIX5 12 SG =|(-d=e-1} 


i=1_jeN j=l ja J i=1 


Dakle, eksponencijalna funkcija izvodnica za postavljeni problem može se 
kompaktno zapisati u obliku w(n;£) =(e'— 1)". Traženo preuređenje sada nije 
teško realizirati ako prvo primijenimo binomni obrazac, a zatim ponovo razvoj 
funkcije e' u stepeni red: 


y(n; À = (e—1)" = ME Je ) GD >: Je -ie = 


i= u i=0 


-2( Je pi P u) z -22( Je -n'! KL) 
i=0 k=0 
à $$(r)eo taat 2 m 


k=0 i=0 


Dobili smo oblik iz kojeg se jasno vide koeficijenti uz 1" u razvoju po stepenima 
od £, tako da množenjem odgovarajućeg koeficijenta sa k! konačno dobijamo 
traženu eksplicitnu formulu 


P(n, k; N, N, ..., N) = >(7) (Di (n—i)* 
i=0 


Prirodno je postaviti pitanje da li je moguće do istog rezultata doći na neki 
elementaran način. U ovom slučaju, odgovor je potvrdan. Naime, isti rezultat 
može se izvesti korištenjem principa uključenja i isključenja. Zaista, neka je S 
skup svih varijacija sa ponavljanjem klase k (bez dodatnih ograničenja) skupa 
A=(4a,,..,d,) i neka su S; i=1..n skupovi varijacija sa ponavljanjem klase 
k istog skupa u kojima se ne javlja element a; i= 1..n. Mi zapravo tražimo broj 
elemenata skupa S\(S, U S>U ... U S„). Očigledno vrijedi #S =P(n,k) = n*. Dalje, 
za računanje (S; U S, U... U S,) pomoću principa uključenja i isključenja potrebno 
je odrediti broj elemenata svih skupova oblika S; NS; A... NS; pri čemu indeksi 
i, iz itd. mogu uzimati vrijednosti od 1 do n. Skup S, LOSA.. 0 S;, predstavlja 
skup svih varijacija sa ponavljanjem klase k skupa A u kojima se ne javlja niti 
element a;,, niti element a;,, itd. Međutim, to nije ništa drugo nego skup svih 
varijacija sa ponavljanjem klase k skupa A\{a;,, ai, .--, 4;,} bez ikakvih dopunskih 
ograničenja. Kako ovaj skup ima n—p elemenata, broj takvih varijacija iznosi 
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P(n—p, k) = (n—p)", pa je (S; NS» 0... AS) = (n—p)", neovisno od vrijednosti 
indeksa ij, i2, itd. Stoga, prema principu uključenja i isključenja imamo: 


P(n,k;N,N,.., N) = #S — #(S1 U S, U ...0S,) = 
= #S - E DP X HSNSLn. S, )= -YC 1"? $ a-p) = 


I<ij<ia<..<ip<n p=1 I£ij<i2<.. <ip<n 


=ni- X CDC pa-p) =r- žen" (7 )o-p = 
p=l pa 


2 De (5 )0-p“ 


Ovim smo potvrdili prethodno izvedeni rezultat elementarnim putem. 


6.6 Problem izbora uzoraka 


U ovom odjeljku ćemo prikazati rješenje jednog posve jednostavnog, ali 
dosta općenitog kombinatornog problema, poznatog pod nazivom problem 
izbora uzoraka. Ovaj problem je zaslužio poseban odjeljak zbog činjenice da se 
na njega neposredno može svesti veliki broj elementarnih kombinatornih 
problema koji se često susreću. Stoga poznavanje njegovog rješenja olakšava 
rješavanje mnogih kombinatornih zadataka. Naročito veliku primjenu rješenje 
ovog problema ima prilikom određivanja vjerovatnoće izvjesnih događaja 
kombinatorne prirode, o čemu ćemo kasnije govoriti. 


Neka je dat skup A od n elemenata, nazvan univerza, koji su takve prirode 
da se mogu između sebe po nekom kriteriju klasificirati u k disjunktnih 
podskupova A;, A2, ..., Ax koje ćemo nazvati klase. Pri tome, unija svih skupova 
A; i= 1..k tvori sam skup A. Broj elemenata klase A; označićemo sa n; (pri tome 
je, naravno, nı +m +... +nx = n). Neka je sada potrebno izabrati uređenu m-torku 
elemenata iz skupa A (takvu m-torku zvaćemo uzorak) koja zadovoljava uvjet 
da je iz svake od klasa A; uzeto tačno m; elemenata (pri tome, vrijedi da je 
m; +m +... +m; =m). Problem izbora uzoraka sastoji se u tome da se odredi na 
koliko načina je moguće formirati takav uzorak iz zadane univerze. Pri tome je 
moguće razlikovati dvije podvarijante problema (sa ili bez ponavljanja), u 
zavisnosti od toga da li dozvoljavamo ili ne dozvoljavamo da se iz iste klase više 
puta uzme isti element. Primijetimo da problem izbora uzoraka podrazumijeva 
da nam je poredak uzetih elemenata bitan, tako da traženi uzorci predstavljaju 
izvjesno poopćenje pojma varijacija. 


Označimo tražene brojeve uzoraka bez ponavljanja odnosno sa ponavljanjem 
respektivno sa P(n, m; ni, n, < Nk; Mi, Ma, + Mg) 1 P(N, M, Ni, M, ee, Nk; Mi, Mo, +0 Mg). 
Ove brojeve nije teško odrediti, s obzirom da se formiranje traženog uzorka 
može svesti prvo na formiranje jedne permutacije sa ponavljanjem tipa 
(mı, mh, ..., Mk) koja predstavlja "šablon" u koji će se “umetati” elementi iz klasa 
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Ap i= 1..k, a zatim na formiranje k varijacija klasa m;, i = 1..k koje se uzimaju iz 
skupova A;,i=1..k. Prva etapa se može obaviti na P(m; mi, M2, ..., Mx) načina, 
dok se svaka od narednih etapa može obaviti na P(n;,m;) odnosno P(n, mı) 
načina za sve i = 1..k, zavisno da li se dopušta ponavljanje elemenata ili ne. Sada 
multiplikativni princip daje rješenje problema izbora uzoraka bez ponavljanja 
odnosno sa ponavljanjem u obliku 

m! 

P(n, m; ni, na, + 5 Mi Mas + M) = — m 
m!m,!...m,! 
P(n, mM; Ni, N2, + Nk}, M1, Mh, Bee, mg) o ERE T 
My!m2!...M,| 


Primijetimo da se izraz za P(n, M; ni, Nna, ..., Na; M1, Mh, ..., Mg ) može napisati i kao 


n \({n n 
P(n, M; ni, N22, Nk; Mi, Ma, M) = mI S 
m j\ mM M, 


odakle slijedi važan kombinatorni identitet 
P(n, m; ni, M, << nk; Mi, Ma, ++ My ) = Pm) C(m, my) C(n2, m) ... Cng, me) 


Ovaj kombinatorni identitet lako je intuitivno objasniti. Naime, tražene uzorke 
bez ponavljanja možemo formirati i tako što ćemo prvo za sve i= 1..k iz svakog 
od skupova A; izabrati po m; elemenata, ne vodeći računa o njihovom poretku, 
što se može uraditi na C(n;, m;) načina, nakon čega ćemo prosto permutirati sve 
izabrane elemente, što se može uraditi na P(m) načina. Stoga, prikazani rezultat 
direktno slijedi iz multiplikativnog principa. Treba primijetiti da se sličan pristup 
ne može koristiti za određivanje broja uzoraka sa ponavljanjem. 


> Primjer: Na koliko načina je moguće iz špila od 52 karte izvući 5 karata, od 
kojih su 3 karte sa slikom i 2 asa? 


Ovdje je univerza A skup svih karata, pri čemu je n = 52. Možemo formirati 
klasu A; svih karata sa slikom, klasu A, svih asova, i klasu A; ostalih karata. Pri 
tome je nı = 12, n= 4 1 1n3= 36. Iz uvjeta zadatka je m = 5, m; = 3, m= 2 i m,=0. 
Ponavljanje ovdje nije moguće, s obzirom da se jednom izvučena karta ne može 
ponovo izvući. Primjena gore izvedene formule daje: 


| 
P(52, 5; 12, 4, 36; 3,2, 0) = 12040360 = 158400 


Pri tome treba voditi računa da je 0!=1 i n®=1. 


> Primjer: Na koliko načina se mogu dobiti dvije četvrtice i tri broja različita 
od 4 prilikom pet uzastopnih bacanja igraće kocke? 


Ovdje ćemo za univerzu A uzeti skup mogućih ishoda bacanja kocke, tj. 
A=(1,2,3,4,5,6). Ovaj skup možemo podijeliti na klasu A, koju čini samo 
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četvrtica i na klasu A, koju čine ostali brojevi, tako dajen=6,nj=lim=5.Iz 
uvjeta zadatka je m = 5, mı = 2 i m= 3. Ponavljanje je ovdje moguće, jer jedan te 
isti broj može rezultirati proizvoljan broj puta. Na osnovu ovoga dobijamo da je 
traženi broj 


= ! 
P(6, 5; 1,5;2,3) = Late 1250 
213! 


> Primjer: U paketu imamo 10 karata koje na licu imaju oznake 1,2,3..., 10 
Na koliko načina se može iz paketa izvući 6 karata od kojih je jedna as, tri 
karte imaju na sebi oznake 3, 4 ili 5, dok su dvije ostale karte? Kako se 
mijenja broj načina ukoliko se nakon svakog izvlačenja izvučena karta vraća 
u paket, tako da se svako izvlačenje uvijek vrši iz kompletnog paketa? 


Univerza je ovdje skup A = {1,2,3 ..., 10), klasu A; može predstavljati karta 
sa oznakom 1, klasu A, karte sa oznakom 3, 4 ili 5, a klasu A, ostale karte. Stoga 
jen=10,nj=1,m=31in3=6. Iz uvjeta zadatkajem=6,mj=1,m=3im=2. 
Ukoliko ne vršimo vraćanje izvučenih karata u paket, ponavljanje očigledno nije 
dozvoljeno, tako da imamo 


6! 
P(10, 6; 1, 3,6; 1,3,2) = o 19396 = 10800 


Ukoliko vršimo vraćanje izvučenih karata u paket, time faktički dopuštamo 
ponavljanje elemenata u uzorku tako da imamo: 


P(0,6;1,3,6;1,3,2) = 5, TEDI. 36? = 58320 


Pri razmatranju problema uzimanja uzoraka, bitna je pretpostavka da su sve 
klase međusobno disjunktne. Ukoliko to nije slučaj, problem je često moguće 
razbiti na više potproblema u kojima je uvjet disjunktnosti ispunjen, kao što je 
ilustrirano u primjeru koji slijedi. 


> Primjer: Na koliko načina je moguće iz špila od 52 karte izvući 5 karata, 
među kojima su tačno dva kralja i dva pika? 


Ovdje nije moguće prosto podijeliti univerzu A svih karata na klasu kraljeva, 
klasu pikova i klasu ostalih karata, jer ove klase nisu disjunktne (moguće je da 
neka karta bude istovremeno i kralj i pik). Stoga ćemo univerzu A podijeliti na 
sljedeće 4 disjunktne klase: A; — kraljevi koji nisu pikovi, A, — pikovi koji nisu 
kraljevi, A;— kralj pik i A,— ostale karte. Ovdje je očigledno n= 52, nı = 12, 
m=3, n= l i n4=36. Sada traženi uzorak možemo formirati na dva načina: da 
se izvuku dva pika koji nisu kraljevi, dva kralja koji nisu pikovi i jedna ostala 
karta, ili da se izvuče kralj pik, još jedan kralj (koji nije pik), još jedan pik (koji 
nije kralj) i dvije ostale karte. U prvom slučaju je m = 5, m, = 2, m = 2, m=0i 
ma= 1, dok je u drugom slučaju m=5, m; = 1, m = 1, m= 1 i m, = 2. Kako se 
ova dva slučaja međusobno isključuju, ukupan broj uzoraka prema aditivnom 
prinicpu iznosi: 
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P(52, 5; 12, 3, 1,36; 2, 2,0, 1) + P(52, 5; 12,3, 1,36; 1,1,1,2) = 


s a = 12837 14369 == 12(0301936'" = 3576960 


Interesantno je napomenuti da problem izbora uzoraka postaje znatno 
jednostavniji ukoliko ignoriramo poredak elemenata u uzorku (čime dobijamo 
izvjesnu generalizaciju pojma kombinacija). Naime, ukoliko broj uzoraka bez 
ponavljanja uz zanemarivanje poretka izabranih elemenata označimo sa 
C(n,m; ni, M, ++ 13 MiM, ... M) a broj uzoraka sa ponavljanjem uz zanemarivanje 
poretka izabranih elemenata sa C(n, m; nı, M, ..., Nk; M1, Ma, ..., Mx), trivijalno je 
pokazati da vrijedi 


C(n, M; N1, 12, +, Nk , M1, M, Bee, mg) = C(n;, mı) C(m, mo) ai C(n,, Mu) 


C(n, m; ni, No > Ng; Mi, Mo, +e Mg) = C(n,, mi) C(no, m) +. Cng Mi) 


Zaista, ukoliko poredak elemenata u uzorku nije bitan, popunjavanje uzorka iz 
svake od klasa A;, i= 1..k može se vršiti posve neovisno jedno od drugog. 


6.7* Primjena rekurzivnih postupaka u kombinatorici 


Prilikom rješavanja problema enumerativne kombinatorike, čest je slučaj da 
se rješenje nekog kombinatornog problema može izraziti preko rješenja jednog 
ili više problema iste prirode, samo manje veličine. Ovo vodi ka rekurzivnim 
formulama za rješavanje problema. Mada je iz takvih formula često teško ili čak 
nemoguće dobiti eksplicitne formule koje izražavaju rješenje problema direktno 
u funkciji parametara problema, one uvijek mogu poslužiti za nalaženje rješenja 
problema za fiksirane vrijednosti parametara problema. Ovu tehniku ćemo 
demonstrirati na dva ilustrativna primjera. 


> Primjer: Odrediti formulu kojom se može izračunati koliko ima stringova 
dužine n znakova sastavljenih od znakova “a”, “b” i “c” u kojima se nigdje 
ne pojavljuju uzastopno dva znaka “a”. Posebno odrediti koliko ima takvih 
stringova za n= 7. 


Označimo traženi broj sa x(n). Ako traženi string počinje znakom “a”, tada 
prema postavljenim uvjetima drugi znak mora biti “b” ili “c”, nakon čega zan>2 
u oba slučaja slijedi string istih osobina sa n—2 znakova. Jasno je da se takav 
string može napraviti na x(n—2) načina. S druge strane, ako string počinje 
znakom "b" ili “c”, za n> 1 nakon njega u oba slučaja može slijediti string istih 
osobina sa n—1 znakova, koji možemo napraviti na x(n—1) načina. Slijedi da za 
n>2 vrijedi x(n) =2x(n—2)+2x(n—1), što nije ništa drugo nego tražena 
rekurzivna formula za određivanje x(n). Međutim, sama ova formula nije 
dovoljna za određivanje x(n), nego su nam potrebne i vrijednosti x(n) za nekoliko 
manjih vrijednosti n (tzv. početne vrijednosti). Recimo, u razmatranom problemu, 
dovoljno je poznavati x(1) i x(2), nakon čega možemo odrediti x(3) kao 
x(3)=2x(2)+2x(1), zatim x(4) kao x(4) = 2 x(3) +2 x(2), itd. Srećom, vrijednosti 


331 


x(1) i x(2) lako možemo izračunati elementarnim putem. Zaista, očigledno 
imamo 3 stringa dužine 1 sa traženim svojstvima, tako da je x(1) = 3, dok čistim 
isprobavanjem nalazimo da postoji 8 stringova dužine 2 sa traženim svojstvima 
(“ab", “ac”, “ba”, “bb”, “be”, “ca”, “cb” i “cc"), odakle slijedi x(2) = 8. Sada, 
traženu vrijednost x(7) lako nalazimo na opisani način: 


x(3) =2x(2)+2x(1)=2-8+2-3 =22 
x(4) =2x(3)+2x(2)=2:22+2-8 = 60 
x(5) =2x(4)+2x(3) =2-60+2-22 = 164 
x(6) =2x(5)+2x(4) = 2+164+2-60 = 448 
X(T) =2x(6)+2x(5) = 2-448 +2-164 = 1224 


Alternativno, tražena vrijednost se može odrediti direktnim uvrštavanjem u 
rekurzivnu formulu x(n)=2x(n-2)+2x(n—1), pri čemu se dalje vrši njeno 
“razmotavanje“ sve dok se ne pojave poznate početne vrijednosti: 


X(T) =2x(6)+2x(5) = 
=2- (2 x(5)+2 x(4)) +2- (2 x(4) +2 x(3)) = 4x(5) + 8 x(4) +4 x(3) = 
= 4- (2 x(4)+2x(3)) + 8- (2 x(3)+2 x(2)) +4- (2 x(2)+2 x(1)) = 
= 8 x(4) +24 x(3) +24 x(2)+ 8 x(1) = 
= 8- (2x3) +2 x(2)) +24: (2 x(2) +2 x(1)) +24 x(2)+ 8 x(1) = 
= 16 x(3) +88 x(2) +56 x(1) = 16: (2 x(2) +2 x(1)) + 88 x(2)+ 56 x(1) = 
= 120 x(2) +88 x(1) = 120-8+88-3 = 1224 


Primijetimo da prema rekurzivnoj formuli x(n)=2x(n—2)+2x(n—1) imamo 
x(2)=2x(1)+2x(0), odakle na osnovu početnih vrijednosti x(1)=1 i x(2)=8 
imamo x(0) = (x(2) - 2x(1))/2 = 1. Dakle, kao početne vrijednosti mogle su se 
koristiti i vrijednosti x(0) = 1 i x(1)= 3. Interesantno je sada razmotriti smisao 
početne vrijednosti x(0) = 1. Do ove vrijednosti mogli smo doći i direktno, bez 
“razmotavanja unazad" rekurzivne formule. Naime, postoji tačno jedan string sa 
traženim svojstvima dužine 0 — prazan string. Međutim, treba napomenuti da je 
često potreban priličan oprez da se utvrdi ispravno rješenje nekog kombinatornog 
problema kada neki od njegovih parametara imaju vrijednost 0. Tako bi neko 
mogao brzopleto zaključiti da je x(0)=0 uz objašnjenje da nema stringova 
dužine 0 sa traženim svojstvima, pri čemu je očito napravljen previd postojanja 
praznog stringa kao takvog stringa. 


Prirodno je postaviti pitanje da li je moguće dobiti formulu koja izražava 
x(n) eksplicitno u funkciji od n. Mada smo već rekli da je u općem slučaju to 
veoma težak a često i nerješiv problem, u ovom konkretnom slučaju to nije 
osobito teško. Recimo, metodama zasnovanim na z-transformaciji, o kojima ćemo 
govoriti Poglavlju 9, moguće je dobiti posve eksplicitnu formulu za x(n) u obliku 


som BE da a 723 4 ay" 
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Ova formula, slično eksplicitnoj formuli za Fibonaccijeve brojeve, izražava 
prirodne brojeve x(n) formulom u kojoj se javljaju iracionalne veličine. Moguće 
je dobiti i formule bez iracionalnih veličina, ali manje eksplicitne. Recimo, 
primjenom binomnog obrasca na stepene koji se javljaju u ovoj formuli i 
sređivanjem dobijenog razvoja, moguće je dobiti sljedeću formulu koja izražava 
x(n) u vidu konačne sume: 


n/2 
= n \l-2k+2n >k 
D(a) 


k=0 


Nešto drugačiju formulu koja izražava x(n) u vidu konačne sume moguće je 
izvesti i posve elementarnim putem, ukoliko se pažljivo prati način kako teče 
“razmotavanje” razmatrane rekurzivne formule za neke konkretne umjereno 
velike vrijednosti n (kao što smo proveli za n= 7) i kako se formiraju pojedini 
članovi tokom “razmotavanja”. Tako se može doći do sljedeće formule: 


(n-1)/2 
w Jež hoj- 


k=0 
XX 4n-5k-4 
k n-1-k 


gaik 


k=0 


Ova formula tačna je za n> 1, odnosno ne vrijedi za n=0 i n=1. Ovdje je 
navodimo čisto kao primjer formule do koje se može doći posve elementarno, 
čistim “razmotavanjem” razmatrane rekurzivne formule. 


Interesantno je da je u mnogim slučajevima iz rekurzivne formule čisto 
formalnim manipuliranjem moguće direktno doći do funkcije izvodnice za neki 
kombinatorni problem, bez poznavanja eksplicitnog rješenja rekurzivne formule. 
Tako, na primjer, za posmatrani kombinatorni problem, čisto na osnovu nađene 
rekurzivne formule i definicije funkcije izvodnice možemo pisati: 


= Yawri =x(0)+x(1)1+ Y 2 x(k—D+2x(k—2)){" = 
k=0 


k=2 


=1+31+2% x(k-1)t"+2 x(k-2)t" = 1+31+29 x(k)t"" +29 x(t" = 
k=2 k=2 k=1 k=0 


oo 


= 1+31+21% x(k)t" +21 X x(k)t" =1+3t+21)_x(k)t" +2 = 
k=1 k=1 


k=0 


= 1+31+21(3 x(k)t"-x(0)) +27 oA =1+3t+2t (0-1) +2 0O 


k=0 


Odavde, ako riješimo ovu jednakost posmatrajući p(f) kao nepoznatu, direktno 
dobijamo izraz za traženu funkciju izvodnicu o(f): 
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6) 1+t 

PD 12128 

> Primjer: Odrediti formulu kojom se može izračunati na koliko se različitih 
načina može prekriti dominama pravougaona kvadratna mreža formata 3 xn 
(pri tome se podrazumijeva da jedno polje domina prekriva tačno jedno 
polje mreže). Posebno odrediti broj pokrivanja za mrežu formata 3x 4. 


Označimo traženi broj popločavanja sa u(n). Ako sa popločavanjem krenemo 
slijeva nadesno, prvu dominu možemo staviti vertikalno na dva načina ili 
horizontalno na tri načina. Ako je stavimo vertikalno, preostaje da popločamo 
mrežu formata 3 x (n—1) sa jednim dodatnim isturenim poljem. Razmotrimo sada 
situaciju kada je prva domina stavljena horizontalno. Ukoliko tu dominu stavimo 
u srednji red, naredne dvije domine također moramo staviti horizontalno (u donji 
i gornji red), nakon čega ostaje da popločamo mrežu formata 3x (n—2). S druge 
strane, ukoliko prvu dominu stavimo u donji ili u gornji red, narednu dominu 
možemo staviti bilo horizontalno, bilo vertikalno. Međutim, u oba slučaja 
situacija se svodi na već razmotrene situacije, odnosno na taj način ne dobijamo 
popločavanja koja se razlikuju od već razmotrenih popločavanja. Stoga, ukoliko 
sa v(n) označimo broj različitih načina na koji se može popločati mreža formata 
3x (n—1) sa jednim dodatnim isturenim poljem, provedena analiza pokazuje da 
vrijedi u(n)=2v(n—1)+u(n—2), što možemo prikazati sljedećom slikom: 


u(n) v(n—1) v(n—1) u(n—2) 


Ovim problem još nije riješen, jer ne znamo ništa o veličini v(n). Međutim, 
jednostavna analiza pokazuje da za v(n) vrijedi v(n) = u(n—1)+v(n—2), što se 
može lako zaključiti na osnovu sljedeće slike: 


HE EEE TE 


Izvedeni par formula u(n) = 2 v(n—1) +u(n—2) i v(n) = u(n—1)+v(n—2) posve 
je dovoljan da se odredi vrijednost u(n) za proizvoljnu vrijednost n ukoliko se 
poznaje nekoliko početnih vrijednosti u(n) i v(n) za manje vrijednosti n. Lako je 
vidjeti da je dovoljno poznavati recimo u(0), v(0), u(1) i v(1). Očigledno imamo 
u(1) =0 (s obzirom da ne postoji popločavanje dominama mreže formata 3 x 1) i 
v(1) = 1. Međutim, manje je očigledno da je (0) = 1. Naime, postoji tačno jedan 
način da pokrijemo tablu formata 3x0 dominama — nećemo upotrijebiti niti 
jednu dominu. S druge strane, imamo v(0) = 0, s obzirom da mrežu formata 3x 1 
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sa jednim isturenim poljem (koja se zapravo svodi samo na to jedno polje) nije 
moguće pokriti dominama. Ove vrijednosti su dovoljne da postupno odredimo 
u(n) za proizvoljne vrijednosti n. Tako, za n = 4 dobijamo: 


u(Q2)=2wW(1)+u0)=2-1+1=3 
v(2) = u(1)+v(0) =0+0=0 

u(3)=2v(2)+u(l)=2:0+0=0 
v(3) = u2) +v(1) =3+1 =4 

u(4)=2v3)+u2)=2:4+3=11 


Naravno, umjesto postupnog računanja, moguće je direktno “razmotavanje" 
izvedenih rekurzivnih relacija za konkretnu vrijednost n sve do njihovog svođenja 
na poznate početne vrijednosti 


u(4) =2v(3) +u(2) =2-(u(2) +V(1))+2V(1) u(0) =2u(2)+4 V(1) +1(0) = 
=2.(2v(1)+u(0))+4v(1)+u(0)=8v(1)+3u(0)=8-1+3-1=11 


Slijedi da postoji 11 različitih popločavanja mreže formata 3 x 1 pomoću domina. 
Zaista, ta popločavanja su prikazana na sljerećoj slici: 


HEHE 
IH (HI EH 
TH TI EH Et 


U razmotrenom primjeru mi doduše nismo dobili rekurzivnu relaciju u kojoj 
se neposredno javlja samo tražena veličina u(n), nego sistem od dvije rekurzivne 
relacije u kojoj se pojavljuje i pomoćna veličina v(n). Međutim, u mnogim 
slučajevima (uključujuči i razmotreni primjer) moguće je osloboditi se pomoćnih 
veličina i dobiti rekurzivnu formulu koja sadrži samo tražene veličine. Recimo, u 
razmotrenom primjeru, smjena n—n—1 u formuli v(n) = u(n—1)+v(n—2) daje 
formulu v(n—1) = u(n—2)+v(n—3), što nakon uvrštavanja u drugu formulu 
u(n)=2v(n—1)+u(n—2) daje u(n) = 3 u(n—2) +2 v(n—3). Iz iste formule pomoću 
smjene n—>n—2 dobijamo u(n—2) =2v(n-3)+u(n—4). Odavde direktno slijedi 
2 v(n—3) =u(n—2)— u(n—4), što nakon uvrštavanja u prethodnu formulu daje 


u(n) = 4 u(n—2) — u(n-4) 
Ovo je rekurzivna formula u kojoj figurira samo tražena veličina u(n). Ona 


omogućava određivanje u(n) za proizvoljne vrijednosti n ukoliko su poznate 


335 


početne vrijednosti u(0), u(1), u(2) i u(3). Već znamo da je u(0)= 1 i u(1) = 0. 
Nije teško utvrditi da je u(2) = 3 i u(3) = 0, nakon čega je 


u(4)=4u(2)—_ u(0) =4-:3—-1=11 
Ovim smo potvrdili prethodno dobijeni rezultat. 


Koristeći tehnike zasnovane na z-transformaciji, koje ćemo razmatrati u 
Poglavlju 9, i u ovom primjeru je moguće razriješiti izvedene rekurzivne relacije 
i dobiti eksplicitan izraz za u(n). Tom prilikom ćemo pokazati da je 


u(n) = 2 (3+ 43) 2+,3)"2+8— 3) (2—3)"?) 


Djeluje gotovo nevjerovatno da je ova formula ispravna, ali eksplicitne formule 
za rješenja rekurzivnih relacija obično nisu jednostavne (ruku na srce, čak ni 
eksplicitna formula za Fibonaccijeve brojeve nije mnogo očiglednija). Pokažimo 
da ova formula daje ispravan izraz za u(4): 


_114 
ua) = E (6+ S504386- 2-43) = 
= = (6+ 430 +443 +6 -V30 -44/3)) = 


= =(83+193)—(83—193)) = $6 di 


Ovim smo na još jedan način izveli da je u(4) =11. Vidimo da bez obzira na 
eksplicitnost, ručno računanje preko ove formule za manje vrijednosti n nije 
ništa pogodnije nego posredno računanje pomoću rekurzivnih formula. 


6.8" Stirlingovi brojevi 


U ovom odjeljku ćemo razmotriti još dva važna kombinatorna problema 
koja se rješavaju pomoću rekurzivnih relacija. Ti problemi su između ostalog 
značajni i što dovode do pojma tzv. Stirlingovih' brojeva koji su bliski srodnici 
binomnih koeficijenata i pomoću kojih se izražavaju rješenja mnogih drugih 
kombinatornih problema. Postoje dvije vrste Stirlingovih brojeva, od kojih se 
češće susreću oni koji se obično nazivaju Stirlingovim brojevima druge vrste, pa 
ćemo njih prvo obraditi. 


Razmotrimo prvo tzv. problem podskupova odnosno problem particija. U 
ovom problemu zanima nas na koliko načina je moguće neki skup A koji ima n 
elemenata razbiti na k disjunktnih nepraznih podskupova (odnosno, koliko ima 
particija skupa A koje se sastoje od tačno k blokova). Označimo traženi broj sa 
S(n, k). Pretpostavimo da je skup A neprazan, tj. da je n>0. Uzmemo li prvi 


! James Stirling (1692-1770), britanski matematičar. Stirlingova formula (aproksimacija) u matematičkoj 
analizi i Stirlingovi brojevi u kombinatorici su njegova najpoznatija zaostavština. 
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element skupa A (u odnosu na neki poredak), jedna od mogućnosti je da taj 
element stavimo izoliranog u jedan podskup, nakon čega nam ostaje n—1 
elemenata koje treba razvrstati u k—1 podskupova, što se naravno može izvesti 
na S(n—1,k—1) načina. Druga mogućnost je da sve elemente osim prvog 
razvrstamo u k podskupova, što možemo učiniti na S(n—1,k) načina, nakon čega 
taj element koji je ostao možemo ubaciti u jedan od tih k podskupova. Prema 
multiplikativnom principu, ovu drugu mogućnost možemo izvesti na kS(n—1,k) 
načina. Pošto su ovim iscrpljene sve mogućnosti, prema aditivnom principu 
slijedi da je S(n,k) = S(n—1,k—1)+kS(n—1,k), što daje rekurzivnu formulu za 
računanje S(n,k) (primijetimo veliku sličnost sa Pascalovim identitetom koji 
generira Pascalov trougao). 


Da bi ova formula bila upotrebljiva za računanje S(n,k), potrebne su nam još 
početne vrijednosti. Na prvom mjestu, jasno je da vrijedi S(n,k) =0 za k>n, jer 
skup od n elemenata nije moguće razbiti na više od n disjunktnih podskupova. 
Potrebno je još odrediti S(n, 0). Jasno je da neprazan skup nije moguće razbiti na 
O disjunktnih podskupova, tako da je S(n,0)=0 za n>0. Međutim, u slučaju 
praznog skupa postoji jedno takvo razbijanje (prazno razbijanje), stoga je 
S(0,0) = 1 (već smo rekli da je potreban priličan oprez u rezonovanju kada su 
neki od parametara kombinatornih problema jednaki nuli). Stvari su možda 
jednostavnije odlučimo li se da kao početne vrijednosti posmatramo vrijednosti 
S(n, 1). Naime, jasno je da je S(n,1) = 1 za n >Q, jer postoji samo jedan način da 
razbijemo neprazan skup na jedan neprazan blok. S druge strane, prazan skup ne 
možemo razbiti niti na jedan neprazan blok, tako da je S(0, 1) =0. 


Vrijednosti S(n,k) nazivaju se Stirlingovi brojevi druge vrste. Rekurzivna 
formula S(n,k)=S(n—1,k—1)+kS(n—1,k) sa početnim uvjetima S(n,k)=0 za 
n<k, S(n,0)=0zan>0iS(0,0) = 1 dovoljna je za računanje vrijednosti S(n, k) 
za proizvoljne nenegativne cjelobrojne vrijednosti n i k. Na primjer, odredimo 
broj razbijanja 7-članog skupa na 4 disjunktna podskupa. Taj broj je S(7,4), pri 
čemu je 

S(7,4) = S(6,3) +4 5(6,4) = S(5,2)+3 S(5,3) +4- (S(5,3) +4 S(5,4)) = 
= S(5,2)+7 S(5,3) + 16 S(5, 4) = 
= S(4, 1)+2 S(4,2) +7- (S(4,2) +3 S(4, 3)) + 16 -(S(4,3) +4 S(4,4)) = 
= S(4, 1)+ 9 S(4, 2) +37 S(4, 3) +64 S(4, 4) = 
= S(3,0)+ S63, 1)+ 9- (S63, 1) +2 S3, 2)) +37- (S(3,2) +3 S(3, 3)) + 
+64-(S(3,3)+4 S(3,4)) = 
= 10 S(3, 1) +55 S(3, 2) + 175 S(3,3) = 

= 10- (S(2, 0) + S(2, 1)) +55- (S(2, 1) +2 S(2, 2)) + 175 -(S(2,2) +3 S(2,3)) = 

= 65 S(2, 1) +285 S(2,2) = 
= 65-(S(1,0)+S(1,1))+285-(S(1,1)+2S(1,2)) = 
= 350 S(1, 1) = 350-(S(0, 0) + S(0,1)) = 350 


Računanje vrijednosti S(n,k) je bolje vršiti postupno, počev od manjih 
vrijednosti n i k, nego direktnim “razmotavanjem” rekurzivne formule. Takav 
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račun je najbolje izvesti pomoću trougaone strukture, koja podsjeća na Pascalov 
trougao i koji se naziva Stirlingov trougao za podskupove. U n-tom redu takvog 
trougla (pri čemu numeracija redova počinje od nule), nalaze se redom brojevi 
S(n, k) za sve vrijednosti O<k<n. Svaki element takvog trougla jednak je zbiru 
elementa koji se nalazi iznad lijevo i elementa koji se nalazi iznad desno 
pomnoženog sa rednim brojem pozicije elementa, što je direktna posljedica 
rekurzivne relacije S(n,k) = S(n—1,k-1)+kS(n—1,k): 


01761 
01152510 1 


Rekurzivnu relaciju koja definira Stirlingove brojeve druge vrste veoma je 
teško riješiti eksplicitno. Međutim, indirektnim putem ćemo izvesti eksplicitniji 
izraz za S(n,k) u vidu konačne sume, tako što ćemo problem prebrojavanja 
particija povezati sa problemom nalaženja broja sirjekcija koji smo ranije rješavali. 
Naime, svaka sirjekcija f iz skupa A u skup D = (1,2,...,k) definira jednu particiju 
skupa A sa k blokova (elementi x skupa A za koje je f(x) =1 čine jedan blok, 
elementi za koje je f(x) = 2 čine drugi blok, itd.). Sirjektivnost je potrebna radi 
garancije da niti jedan blok neće biti prazan. Takvih sirjekcija, kao što smo ranije 
utvrdili, ima P(k,n; N, N, ..., N). S druge strane, sve sirjekcije koje se razlikuju 
jedna od druge samo po permutiranju vrijednosti koje uzimaju nad istim 
elementima skupa A definiraju istu particiju, jer se takvo permutiranje svodi 
samo na drugačiju numeraciju blokova, dok struktura blokova ostaje ista. Kako 
poredak blokova u particiji ne igra nikakvu ulogu, slijedi da je broj particija sa k 
blokova manji P(k) pura: nego broj sirjekcija iz skupa A u skup D. Stoga slijedi 
da je S(n, k) = P(k, n; N, N, ..., N)/ P(k), odnosno, uzimajući u obzir ranije izvedeni 
izraz za P(k,n; N,N, . N, 


S(n, PE Je D'(k-i)” 


Ovo je eksplicitna formula za računanje S(n, k) u vidu konačne sume koja je 
mnogo praktičnija za računanje S(n,k) od rekurzivne formule, pogotovo za 
manje vrijednosti k. Na primjer, za vrijednost S(7,4) imamo 


S(7,4) = 5) Je D'(4-i) = 


LAVRA 


1:16384—4-:2187+6:128—4-1+1+0) = 350 
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Ipak, izvedena formula ima nedostatak što se u njoj za veće vrijednosti n i k 
javljaju veoma veliki brojevi, čak i kada krajnji rezultat nije velik broj. 


Kako Stirlingovi brojevi S(n, k) daju broj particija skupa od n elemenata sa k 
blokova, jasno je da sumiranjem S(n,k) po svim vrijednostima k od 0 do n 
dobijamo ukupan broj particija nekog skupa od n elemenata. Na osnovu veze 
koja postoji između particija 1 relacija ekvivalencije, to je ujedno i broj različitih 
relacija ekvivalencije koje se mogu formirati u skupu n elemenata. Dakle, broj 
relacija ekvivalencije koje se mogu formirati u skupu n elemenata iznosi 


k 


B(n) = 3 sm =2ZLZ(F JE HR" 
k=0 k=0 NK" 


Brojevi B(n) nazivaju se Bellovi ' brojevi. Interesantno je da postoje i prostije 
formule za generiranje Bellovih brojeva. Jedna od njih je Comtetova“ formula 


B( E 1 Sk" 
m=l2+2 aa. 


koja je tačna za sve vrijednosti n £0 (za n =0, ova formula daje B(0) = 0 umjesto 
tačne vrijednosti B(0) = 1). Međutim, posebno je interesantno što Bellovi brojevi 
posjeduju veoma jednostavnu eksponencijalnu funkciju izvodnicu W(£) =e!, 
Ovo je tipična ilustracija činjenice da se često dešava da veoma komplikovani 
kombinatorni objekti imaju veoma jednostavne funkcije izvodnice. 


Sami Stirlingovi brojevi druge vrste S(n,k) za fiksno k također imaju vrlo 
jednostavnu eksponencijalnu funkciju izvodnicu w(k;t) =(e'—1)"/k!. S druge 
strane, njihova obična funkcija izvodnica uz fiksno k data je izrazom 


tt 


(1—)(01—21)...(1—kf£) 


k; i = 


Pomoću ove funkcije izvodnice i tehnika zasnovanih na z-transformaciji, moguće 
je izvesti eksplicitne formule za S(n, k) u funkciji od n za svaku fiksnu vrijednost 
k preko eksponencijalnih funkcija (pri čemu složenost takvih formula raste sa 
porastom k). Tako, na primjer, možemo izvesti 


S(n,2)=2""-1 
S(n,3) = (3"7+1)/2—2"" 
S(n, 4) = (4""'—1)/6—3"'/2+2"“ 
Prikazane formule tačne su za n? 0 (za n=0, sve vrijednosti S(n,k) jednake su 


nuli, osim za k=0). Pored toga, sve ove formule mogu se izvesti iz opće formule 
za S(n, k) uvrštavanjem konkretnih vrijednosti za k. 


! Eric Temple Bell (1883—1960), britansko-američki matematičar i književnik. Autor naučnofantastičnih romana 
(pod pseudonimom John Taine) i knjiga o historiji matematike. 
Louis Comtet (20 vijek), francuski matematičar. 
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Stirlingovi brojevi druge vrste imaju brojne primjene u mnogim drugim 
oblastima diskretne matematike, a ne samo u kombinatorici, zbog činjenice da se 
oni pojavljuju u brojnim korisnim identitetima. Tako se, na primjer, ovi brojevi 
pojavljuju u veoma jednostavnom identitetu koji povezuje obične stepene oblika 
x" sa padajućim stepenima oblika x“: 


x= $ S(n,k)xP 
k=0 


Ova relacija je toliko značajna da je mnogi uzimaju za definiciju Stirlingovih 
brojeva druge vrste. Ona se primjenjuje u raznim transformacijama pri radu sa 
polinomima, a naročito u tehnikama za rješavanje raznih vrsta rekurzivnih relacija 
i diferentnih jednačina. 


Pređimo sada na razmatranje Stirlingovih brojeva prve vrste. Za razliku od 
Stirlingovih brojeva druge vrste, koji broje koliko postoji razbijanja skupa od n 
elemenata na k nepraznih podskupova, Stirlingovi brojevi prve vrste s(n, k) broje 
koliko postoji razbijanja skupa od n elemenata na k nepraznih ciklusa (ili 
ciklova). Stoga se prvo moramo upoznati sa pojmom ciklusa (cikla). Ciklusi su 
tvorevine koje se nalaze negdje između običnih skupova i uređenih n-torki. 
Ciklus od n elemenata a4, a2, 43, ..., a, označava se sa [a], a2, 43, ..., An]. Za razliku 
od običnog skupa {41,42,43,...,,a,} kod kojeg je poredak elemenata potpuno 
nebitan i uređene n-torke (a,, a2, 43,...,a,) kod koje svaka promjena poretka 
elementa dovodi do drugačije n-torke, kod ciklusa [a;, a2, a3, ...,a„] poredak 
elemenata je također bitan, ali ciklička promjena poretka elemenata ne dovodi 
do novog, nego do identičnog ciklusa. Tako su, na primjer, ciklusi [a;, a2, 43, a4], 
(45, 43, 44, a1], [a3, 44, 41,2) i (a4, a1, a2, a3] međusobno jednaki, ali se oni recimo 
razlikuju od ciklusa poput [a3, a2, a1, a4] ili [a4, 43, 41, a2]. 


Nije teško vidjeti da u skupini od n elemenata, tačno n različitih uređenih 
n-torki odgovara jednom te istom ciklusu. Postoje razni načini da se ciklusi 
formalno definiraju u okviru teorije skupova, a vjerovatno najjednostavniji je 
onaj prema kojem se ciklus {a;, a2, 43, ..., an] definira prosto kao skup uređenih 
parova ((a,,d2),(42,d3),...,(4,,41)). Nije teško vidjeti da sve intuitivne osobine 
ciklusa ostaju sačuvane ovakvom definicijom. 


Prije nego što izvedemo rekurzivnu formulu za računanje s(n, k), navedimo 
prvo jedan primjer koji će razjasniti šta se tačno smatra pod razbijanjem skupa 
na cikluse. Neka je, recimo, dat skup A={a,b,c,d}. Od njega možemo 
napraviti ukupno 11 razbijanja na dva disjunktna neprazna ciklusa i ta razbijanja 
glase {[a, b,c], [d]}, {[a, c, b], [d]}, {[a, b, d], [c]}, (la,d,b], [c]), {[a, c,d], [b]), 
{[a, d,c], [b]}, Ub,c,dl, {al}, {[b,d, c], {al}, {[a, b], [c,d]}, {[a,c], [b,d]} i 
{[a, d], [b,c]}. Ovdje primjećujemo razliku između razbijanja na podskupove i 
razbijanja na cikluse. Na primjer, dok su razbijanja na cikluse {[a, b,c], [d]} i 
{[a, c, b], [d] } dva različita razbijanja na cikluse, klasična razbijanja na blokove 
{{a,b,c},{d}} i {{a,c,b},{d}} predstavljaju dva identična razbijanja, jer su 
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skupovi {a,b,c} i {a,c,b} identični. Razbijanja na cikluse poput {[a, b,c], [d]} i 
([b,c,a],[d]) su također identična, jer su i ciklusi (a,b, c] i [b, c, a] identični. 


Odredimo sada formulu za računanje Stirlingovih brojeva prve vrste. Slično 
rezonovanju koje smo koristili pri izvođenju formule za računanje Stirlingovih 
brojeva druge vrste, posmatrajmo izolirano prvi element skupa. Jedna od 
mogućnosti je da od njega samog napravimo jednočlani ciklus, nakon čega nam 
ostaje n—1 elemenata koje treba razvrstati u k—1 ciklusa na s(n—1,k—1) načina. 
Druga mogućnost je da sve elemente osim prvog razvrstamo u k ciklusa, što se 
može izvesti na s(n—1,k) načina, nakon čega taj element treba ubaciti u jedan od 
tih k ciklusa. Trebamo još utvrditi na koliko se različitih načina može izvesti taj 
posljednji korak. Ako imamo ciklus od p elemenata, nije teško vidjeti da postoji 
ukupno p različitih ciklusa koje možemo dobiti dodavanjem novog elementa. 
Naime, novi element možemo dodati ispred prvog, drugog, i tako dalje do 
posljednjeg elementa pri čemu ćemo svaki put dobiti različite cikluse. S druge 
strane, ciklus koji dobijemo ubacivanjem novog elementa iza posljednjeg 
elementa isti je kao ciklus koji dobijamo ubacivanjem novog elementa ispred 
prvog elementa. Stoga zaista postoji p različitih načina da p-člani ciklus 
proširimo novim elementom. Kako novi element možemo dodati u bilo koji od k 
postojećih ciklusa, broj različitih načina da to učinimo jednak je ukupnom broju 
elemenata u svih tih k ciklusa zajedno, a to je n—1. Na kraju, kombinacija 
multiplikativnog i aditivnog principa daje traženu rekurzivnu formulu za 
Stirlingove brojeve prve vrste u obliku s(n, k) = s(«(n—1,k—1)+(n—1)s(n—1,k). 


Primijetimo da se ova formula razlikuje po formuli za Stirlingove brojeve 
prve vrste samo po prisustvu faktora n—1 umjesto faktora k. Početni uvjeti su 
analogni kao za Stirlingove brojeve druge vrste, odnosno s(n,k)=0 za n<k, 
s(n,0)=0zan>0is(0,0) = 1. Kao primjer, izračunaćemo s(7,3), odnosno broj 
razbijanja sedmočlanog skupa na tri disjunktna neprazna ciklusa: 


s(7, 3) = s(6, 2) +6 s(6, 3) = s(5, 1) + 5 (5,2) + 6- (s(5, 2) + 5 s(5,3)) = 
= s(5, 1)+ 11 (5,2) +30s(5, 3) = 
= s(4,0)+4 s(4, 1)+11-(s(4, 1) +4 s(4, 2)) +30- (s(4, 2) + 4 s(4,3)) = 
= 15 s(4, 1) +74 s(4, 2) + 120 s(4, 3) = 
= 15-(8(3,0)+3 s63, 1))+74-(8(3, 1) + 3 s(3, 2)) + 120- (s63, 2) +3 s(3,3)) = 
= 119 s(3, 1) + 342 s(3, 2) +360 s(3, 3) = 
= 119-(8(2,0)+2 s(2, 1)) +342-(s(2, 1)+2 s(2, 2)) +360-(8(2,2) +2 s(2, 3)) = 
= 580 s(2, 1) + 1044 s(2, 2) = 580-(s(1,0) +s(1, 1)) + 1044-(s(1, 1) + s(1,2)) = 
= 1624 s(1, 1) = 1624-(8(0,0) +0-s(0, 1)) = 1624 


Slično kao i vrijednosti S(n, k), vrijednosti s(n,k) je također bolje računati 
postupno, počev od manjih vrijednosti n i k, pomoću trougaone strukture koja se 
naziva Stirlingov trougao za cikluse, u kojoj se u n-tom redu nalaze redom 
brojevi s(n, k) za sve vrijednosti OSk=n (numeracija redova također počinje od 
nule). Zbog rekurzivne relacije s(n, k) = s(n—1,k—1)+(n—1)s(n—1,k), svaki 
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element takvog trougla biće jednak zbiru elementa koji se nalazi iznad lijevo i 
elementa koji se nalazi iznad desno pomnoženog sa rednim brojem reda koji se 
nalazi iznad: 


1 
0 1 
0 1 1 
02 3 1 
0 6 11 6 1 
0 24 50 35 10 1 


Bitno je naglasiti da postoji tijesna veza između razbijanja skupa na cikluse i 
permutacija. Naime, svaka permutacija nekog skupa jednoznačno određuje neko 
njegovo razbijanje na neprazne cikluse, a vrijedi i obrnuto, odnosno svako 
razbijanje nekog skupa na neprazne cikluse jednoznačno određuje neku njegovu 
permutaciju (slično kao što svako razbijanje skupa na disjunktne neprazne 
podskupove određuje neku relaciju ekvivalencije u tom skupu i obrnuto). Na 
primjer, uzmimo skup A = {4,, a2, 43, 44, 45, 46, 47, dg, 49) 1 proglasimo permutaciju 
(41, 2, 43, 44, 45, 46, 47, Ag, a9) Za njegovu osnovnu permutaciju. Posmatrajmo sada 
recimo permutaciju (a3, 4g, 44, 47, 42, 49, 41, 45, 46). Ako ovu permutaciju shvatimo 
kao preslikavanje skupa A u samog sebe koje se vrši prema pravilima d1> 43, 
a> dg, 03>d4, a, 47, a a, 46 49, A47 dı, ago as i ay as, možemo 
uočiti pojavu izvjesnih cikličkih lanaca preslikavanja elemenata. Na primjer, 
krenemo li od elementa a;, možemo uočiti ciklički lanac a;— 4; au 41 41 
nakon čega se lanac zatvara, jer smo se vratili nazad na element a;. U ovom 
lancu učestvuju elementi a;, 43, a4 i a; (tim redom), stoga možemo uzeti da ovaj 
ciklični lanac definira ciklus {a;, 43, 44, a7]. Krenemo li od prvog elementa koji 
nije u ovom ciklusu, a to je a», uočavamo ciklički lanac a2>dg>d5>a2 u 
kojem učestvuju elementi a2, ag i as, za koji možemo uzeti da definira ciklus 
[a2,dg,as]. Prvi sljedeći element koji je izvan razmotrenih ciklusa je ax za koji 
imamo ciklički lanac preslikavanja 46.— a, as i koji definira ciklus [a6, ao]. 
Ovim smo iscrpili sve elemente, tako da možemo uzeti da razmatrana 
permutacija definira razbijanje skupa A na neprazne disjunktne cikluse oblika 
{{a1, 43, 44, a7], [a2, ag, as], (a6, a9] }. Kaže se da razmatrana permutacija sadrži tri 
ciklusa. Obrnuto, neka je dato neko razbijanje skupa A na neprazne cikluse, 
recimo {{41, 44, da), [a2, a7], [as], [46, a9, ag|}. Ovom razbijanju odgovaraju lanci 
preslikavanja a; > 4, 43 41, 44 41 a2. 4; 451 46 a49— az as iz kojih 
dalje čitamo individualna pravila preslikavanja a;— 44, 42 4,, 44 41, 44 43, 
45 45, 46 49, 4; 02, ag 46 i do> ag kojima na kraju odgovara permutacija 
(44, 47, A1, 43, 05, 49, 02, A6, Ag). 


Prethodni primjer jasno pokazuje kako se može uspostaviti obostrano 
jednoznačna veza između neke permutacije nekog skupa i njegovog razbijanja 
na disjunktne neprazne cikluse. Iz izloženog je također jasno da Stirlingovi 
brojevi s(n, k) ujedno predstavljaju broj permutacija nekog skupa od n elemenata 
koje sadrže tačno k ciklusa. Kao posljedicu toga imamo da ukoliko izvršimo 
sumiranje brojeva s(n,k) po svim vrijednostima k od 0 do n, moramo dobiti 
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ukupan broj permutacija skupa od n elemenata P(n) (odnosno n!), tako da vrijedi 
relacija s(n,0) + s(n, 1) + s(n,2) +... + s(n,n) = n!. 


Za razliku od Stirlingovih brojeva druge vrste, za Stirlingove brojeve prve 
vrste veoma je teško dobiti iole upotrebljivije nerekurzivne formule. Prividno 
najprostija takva formula može se izvesti “razmotavanjem” rekurzivne formule 
za neke konkretne umjereno velike vrijednosti n i k i pažljivim praćenjem kako 
se formiraju pojedini članovi. Na primjer, za n = 5 i k= 2 “razmotavanje“ daje 


5(5,2) = s(4, 1) +4 s(4, 2) = s(3,0) +3 s(3, 1)+ 4- (s68, 1) +3 8(3,2)) = 

=(3+4)s(3,1)+3-48(3,2) = 
= (3+4)-((2,0) +2 5(2, 1))+3-4-(8(2, 1) +2 s(2,2)) = 
=(2:3+2:4+3-4)8(2,1)+2-3-4s(2,2) = 
=(2:3+2-4+3-4)-(s(1,0) + 1-s(1, 1) +2:3-4 (s(1,1) +1 +5(1,2)) = 
=(1:2:3+1:2:4+1:3:44+2:3-4) -s(1,1) = 
=(1:2:3+1:2:4+1-3-4+2:3-4) -(s(0,0) + 0-s(0, 1)) = 

2123+ 1524413442 94 


Odavde vidimo da je s(5,2) jednak zbiru produkata po svim kombinacijama 
klase 3 prirodnih brojeva od 1 do 4. Može se naslutiti da je u općem slučaju 
s(n,k) jednak zbiru produkata po svim kombinacijama klase n—k prirodnih 
brojeva u opsegu od 1 do n—1. Matematičkom indukcijom se pokazuje da je ta 
slutnja tačna, odakle slijedi formula 


s(n,k)= $ hii 


1<ii<ig<...< ip- Sn-l 
Na primjer, za s(7,3) dobijamo: 


VOLEI = 
1<ij<ip<iz<i4<6 
= 1-2-3-4+1-2-3-5+1-2-3-6+1-2-4-5+1-2-4-6+1-2-5-6+1-3-4-5+ 
+1-3-4-6+1-3-5-6+1-4-5-6+2-3-4-5+2-3-4-6+2-3-5-6+2-4-5-6+3-4-5-6= 
= 24+30+36+40+48+60+60+72+90+ 120+ 120+ 144 + 180 + 240 + 360 = 
= 1624 


Međutim, ova formula je teško upotrebljiva (osim za posve male vrijednosti n i 
k) jer se u njoj javlja C(n—1,n—k) sabiraka. Na primjer, za n = 50 i k=25 u ovoj 
formuli se javlja preko 6-10'* sabiraka (od kojih je svaki produkt od 25 faktora), 
dok se računanje s(50,25) preko Stirlingovog trougla može izvesti pomoću 
svega 1+2+3+... +49 = 1225 sabiranja i isto toliko množenja. 


Intersantno je napomenuti da bi isti postupak “razmotavanja'' pokazao da se 
Stirlingovi brojevi druge vrste S(n, k) mogu dobiti kao zbirovi produkata po svim 
kombinacijama sa ponavljanjem klase n—k prirodnih brojeva u opsegu od 1 do 
k, tj. da vrijedi formula 
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Sake M Mda 


151, £ip£.. Kip ik 


S druge strane, vidjeli smo da za računanje Stirlingovih brojeva druge vrste 
postoje mnogo praktičnije formule. 


Za Stirlingove brojeve prve vrste s(n, k) karakteristično je da uz fiksirano n 
posjeduju izuzetno jednostavnu funkciju izvodnicu (71; t) = (f), pri čemu je (0), 
Pochhamerov simbol (ili pomaknuti faktorijel) koji smo već spominjali, odnosno 
Ọ(n;t)= t(t+1)(t+2)... (t+n—1). Dakle, ova funkcija izvodnica je polinom, što 
omogućava veoma jednostavno računanje Stirlingovih brojeva, pogotovo čitave 
serije brojeva s(n,k) za razne vrijednosti k pri fiksiranom n. Na primjer, da 
bismo izračunali s(7,k) za sve vrijednosti k od 0 do 7, dovoljno je izvršiti 
ekspanziju polinoma 


(7 =1t(t+1)(t+2)... (t+6) =7201+17641"+16241+73511+1758 +211+1" 


odakle neposredno čitamo s(7,0) = 0, s(7, 1) = 720, s(7,2) = 1764, s(7,3) = 1624 
itd. Naravno, ako nam treba samo vrijednost s(n, k) za fiksnu vrijednost k, pri 
ekspanziji možemo ignorirati sve stepene od ź sa ekspnonentom većim od k, kao 
u sljedećoj ekspanziji za računanje s(/, 2): 


t(t+1)(t+2)(t+3) (t+4)(t+5) (1t+6) = (1+1)(6+51+) (20+91+)(6+1) = 
=(61+111+..)(120+741+ 1517+...) = 7201+1764 1+... 


Za razliku od situacije kada je n fiksirano, Stirlingovi brojevi s(n, k) nemaju 
nikakav jednostavan oblik za funkciju izvodnicu pri fiksnoj vrijednosti k, ali za 
taj slučaj postoji relativno jednostavna eksponencijalna funkcija izvodnica u 
obliku w(k; t) = (In (1— t)" /k!. Koristeći ovu funkciju i metode matematičke 
analize, moguće je izvesti izraze za vrijednosti s(n, k) u funkciji od n za fiksne 
vrijednosti k. Slično izrazima za brojeve S(n, k), složenost ovih formula se brzo 
povećava sa porastom k, ali za razliku od izraza za brojeve S(n,k), izrazi za 
brojeve s(n, k) su znatno složeniji i nisu posve eksplicitni, jer se u njima javljaju 
konačne sume koje se ne mogu izraziti u kompaktnom obliku. Primjeri takvih 
formulazak=1,k=2ik=3 glase 


s(n, 1) = (n— 1)! 
n-1 
s(n,2) = (n— Dži 
= in 1 nI 
s(n,3) = (n—D!I (SI | 


i=1 i=1 l 
Kao što se Stirlingovi brojevi druge vrste S(n, k) Joan u formulama koje 
izražavaju obične stepene x" preko padajućih stepena x“, Stirlingovi brojevi 
prve vrste javljaju se u formulama koje izražavaju padajuće stepene x"" preko 
običnih stepena x". Najjednostavnija formula tog tipa je sljedeća: 
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x® = $ CD" s(n,k)x" 
k=0 


Upravo ova formula je razlog zbog čega mnogi autori definiraju Stirlingove 
brojeve prve vrste sa faktorom (-1)"*, tj. Stirlingovim brojevima prve vrste 
nazivaju brojeve s(n, k) = (EL s(n,k), dok same brojeve s(n,k) nazivaju 
nepredznačenim Stirlingovim brojevima prve vrste. Mi ćemo ipak Stirlingovim 
brojevima prve vrste zvati prosto brojeve s(n,k), dok brojeve s(n, k) u slučaju 
potrebe možemo zvati predznačeni Stirlingovi brojevi prve vrste. Interesantno je 
i da ukoliko formiramo matrice A i B u kojima se u i-tom redu i j-toj koloni 
nalaze brojevi s(n, k) odnosno S(n, k), tada su matrice A i B međusobno inverzne, 
odnosno vrijedi B=A'', A=B" i AB=BA=I. Ova formula uspostavlja 
interesantnu matričnu vezu između (predznačenih) Stirlingovih brojeva prve vrste 
i Stirlingovih brojeva druge vrste. 


Napomenimo da s(n,k) i S(n,k) nisu i jedine oznake koje se u literaturi 
susreću za obilježavanje Stirlingovih brojeva prve odnosno druge vrste, tako da 
po tom pitanju u literaturi vlada pravo šarenilo oznaka. Tako se mogu susresti 
oznake poput s,, S,» S;(n, k), Sa(n, k) itd. Pri tome je najgore što ista oznaka kod 
različitih autora označava različite stvari. U posljednje vrijeme sve više su u 
upotrebi oznake koje je uveo J. Karamata' i koje jako podsjećaju na oznake za 
binomne koeficijente, samo što se umjesto okruglih koriste vitičaste odnosno 


uglaste zagrade: 
=) = S(n,k), H = s(n, k) 


Na primjer, identiteti koji generiraju Stirlingove trouglove za podskupove odnosno 
za cikluse, upotrebom ove notacije izražavaju se u sljedećem obliku: 


n n—1 n—1 n n—1 n—1 
kkf) [fes 
Ove oznake posebno se mnogo koriste u literaturi iz oblasti računarskih nauka, 
prvenstveno zahvaljujući publikacijama D. Knutha koji ih je obilato koristio i na 
taj način ih popularizirao. Mada je ovaj udžbenik također prvenstveno namijenjen 
studentima računarskih nauka i mada su ove oznake vjerovatno najpraktičnije od 
svih oznaka do sada predloženih za označavanje Stirlingovih brojeva, one u 


ovom udžbeniku nisu korištene iz prostog razloga što nisu praktične za pisanje 
oznaka Stirlingovih brojeva unutar teksta. 


Na kraju napomenimo da kao i u slučaju binomnih koeficijenata, postoje 
brojni identiteti u kojima se javljaju Stirlingovi brojevi prve i druge vrste, od 
kojih mnogi također imaju zanimljive i korisne kombinatorne interpretacije. 


! Jovan Karamata (1902-1967), srpski matematičar. Bavio se uglavnom matematičkom analizom. 
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6.9* Permutacije totalnog nereda (deranžmani) 


Neka je dat skup A = {a;, a2, ...,an}. Jednu njegova permutaciju, recimo 
(41,2, ..., dn), proglasićemo za osnovnu permutaciju. Svaka druga permutacija 
kod koje se prvi element razlikuje od a;, drugi element razlikuje od a, i, 
općenito, element na poziciji i razlikuje od a; za sve indekse i=1..n naziva se 
permutacija totalnog nereda ili deranžman skupa A. Recimo, ukoliko u skupu 
A= {a,b,c,d} permutaciju (a,b,c,d) proglasimo za osnovnu, tada su moguće 
permutacije totalnog nereda skupa A permutacije (b,a,d,c), (b,c,d,a), 
(b,d,a,c), (c,a,d,b), (c,d,a,b), (c,d,b,a), (d,a,b,c), (d,c,a,b) i (d,c,b,a). 
Permutacije totalnog nereda je često susreću u rješavanju mnogih kombinatornih 
problema, tako da je od velikog značaja odrediti koliko ukupno postoji 
permutacija totalnog nereda u skupu od n elemenata (taj broj ne zavisi od izbora 
osnovne permutacije). Njihov broj označićemo sa D(n). Radi boljeg upoznavanja 
sa raznim pristupima rješavanju kombinatornih problema, vrijednost D(n) ćemo 
odrediti na dva različita načina: koristeći rekurzivno rezonovanje i pomoću 
principa uključenja i isključenja. 


Neka je osnovna permutacija (a1, a2, ..., An). Da bismo dobili deranžman, na 
prvo mjesto možemo staviti bilo koji element različit od aj. Očigledno, ovo je 
moguće izvesti na n— 1 različitih načina. Recimo, neka je to element označen sa 
dx (k#£1). Da bismo primijenili multiplikativni princip, ostaje da vidimo na 
koliko načina možemo riješiti preostali dio problema, tj. na koliko načina iz 
skupa (41,02, ..., Ak-1, Ak+1, +- dn) možemo izabrati n— 1 elemenata na pozicije od 2 
do n tako da se element na poziciji i razlikuje od a; za sve i=2..n. Bilo bi lijepo 
kada bi ovaj problem bio iste prirode kao i polazni sa jednim elementom manje, 
ali nažalost on to nije. Probajmo stoga preimenovati element a, u ax. Na taj 
način, problem bi se sveo na problem određivanja na koliko načina se iz skupa 
{a2, 43, ..., an} može izabrati n—1 elemenata na pozicije od 2 do n tako da se 
element na poziciji i razlikuje od a; za sve i=2..n. Ovaj problem jeste iste 
prirode kao i polazni (s obzirom da činjenica da se posmatraju indeksi i pozicije 
numerirani od 2 do n umjesto od 1 do n—1 suštinski ne mijenja ništa), tako da 
broj takvih izbora iznosi D(n—1). Međutim, preimenovanjem elementa a, u a; 
gubimo neka rješenja. Naime, element a; ne smije stajati na poziciji k, dok 
element a, smije (jer je k#1). Stoga moramo još razmotriti situacije u kojima se 
element a; nalazi na poziciji k. To je zapravo situacija u kojoj su elementi a; i ax 
razmijenili mjesta, tako da preostaje da elemente iz skupa (a2, ..., Ak-1, Qla1, ++-, An} 
rasporedimo na pozicije od 2 do k—1 i od k+1 do n tako da se element na 
poziciji i razlikuje od a;zasvei=2..k-1ii=k+1..n. Ovaj problem je suštinski 
iste prirode kao i polazni problem, samo sa dva elementa manje, tako da broj 
takvih izbora iznosi D(n—2). Stoga, prema aditivnom principu, broj načina da se 
iz skupa (41,2, ..., Ak-1, Gla1> +, An} izabere n—1 elemenata na pozicije od 2 do n 
tako da se element na poziciji i razlikuje od elementa a; za sve i=2..n iznosi 
D(n—1)+D(n—2). Konačno, na osnovu multiplikativnog principa slijedi da je 
D(n) = (n—1)(D(n—1)+D(n-—2)). 
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Ovim smo dobili rekurzivnu formulu za računanje D(n). Da bi ova formula 
zaista bila upotrebljiva za računanje D(n) potrebne su nam još neke početne 
vrijednosti. Lako uviđamo da je D(1)=0 i D(2) =1. Zaista, u jednočlanom skupu 
nije moguće napraviti niti jedan deranžman, dok u dvočlanom skupu postoji 
tačno jedan deranžman — onaj u kojem su elementi razmijenjeni u odnosu na 
osnovnu permutaciju. Ove početne vrijednosti dovoljne su za računanje D(n) za 
ma kakvu vrijednost n. Na primjer, imamo 


D(3)=(3-1) (D(2)+D(1))=2.(1+0)=2 
D(4) =(4-1) (DG3)+D(Q2) =3:(2+1)=9 
D(5) =(5-1) :(D4)+D(3) = 4- (9+2) =44 


Moguće je drugim postupcima izvesti i drugačije rekurzivne formule za 
računanje D(n). Na primjer, jedna takva formula je D(n) =nD(n-1)+ (1). 
Interesantno je da je za primjenu ove rekurzivne formule dovoljna samo jedna 
početna vrijednost, recimo D(1) =0, nakon čega imamo 


D(2)=2D(1)+(-1)=2-0+1=1 
D(3)=3D(2)+(Č-1)*=3-1-1=2 
D(4)=4D(3)+C-1)=4:2+1=9 
D(5)=5D(4)+(-1)*=5-:9-1=44 


U ovom slučaju, dobijene rekurzivne formule za D(n) se mogu relativno 
lako riješiti da se dobije eksplicitan izraz za D(n) u funkciji od n, mada sam 
postupak rješavanja nije toliko očigledan. Ne ulazeći u sam postupak rješavanja, 
prvo se dolazi do sljedećeg rješenja u obliku konačne sume: 


Prije nego što pokažemo kako se ovaj izraz može “prečistiti” i svesti na posve 
eksplicitan izraz u kojem ne figuriraju nikakve sume, do iste formule ćemo doći 
i na drugi način, primjenom principa uključenja i isključenja. 


Neka je S skup svih permutacija skupa A = {a1, a2, ..., an}. Jasno je da je tada 
#S =P(n)=n!. Dalje, neka su S; i=1..n skupovi svih permutacija skupa A u 
kojima se na i-toj poziciji nalazi element a;. Tada je očigledno da vrijednost D(n) 
možemo dobiti kao D(n) = #S — F(S, U S,U ... U S,). Broj #(S,US2U...10S,) 
ćemo izračunati pomoću principa uključenja i isključenja. Za tu svrhu će nam 
trebati brojevi elemenata svih skupova oblika S; NS;N..N Si,» pri čemu 
indeksi i,, i, itd. mogu uzimati vrijednosti od 1 do n. Jasno je da su to skupovi 
permutacija skupa A u kojima se na poziciji i, nalazi element a;,, na poziciji i, 
element a;,, itd. Međutim, nakon što fiksiramo pozicije p elemenata, jasno je da 
ostalih n-p elementata možemo permutirati na ukupno P(n—p) = (n-p)! načina. 
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Stoga je #(S;, OSA... Si) =(n—p)!, neovisno od vrijednosti indeksa i,, i>, itd. 
Sada, prema formuli uključenja i isključenja imamo: 


D(n) = #S-#(S USU... U Sa) = 
=#S Bree DAGOS, OAS; )= ni-X GD > (n-p) = 


p=1l I£i|<i><.. <ip<n p=1l 1£i,<i9<..<i,<n 


=n! XD" Co p)(n=pl=n= XD" (9)a-p= 
p=l 


p=1 
VE 
=n! 
“x S 


s pn! TED” 
n!-$ CD a n(1-9] pi 
p=l p=l 

Ovim smo do istog izraza za D(n) došli na sasvim drugačiji način. Pokažimo 
još kako se u dobijenom izrazu za D(n) možemo osloboditi sume i dobiti posve 
eksplicitnu formulu za D(n). Za tu svrhu, pozvaćemo se na činjenicu iz 
matematičke analize prema kojoj suma u ovoj formuli konvergira ka 1/e kada n 
teži u beskonačnost. Stoga možemo pisati 


n —1)! oo —1)' oo -p = 
Dnd = È SH) =} cv 


k=0 ; k=0 j k=n+1 g k=n+1 


p 


Razmotrimo sada posljednju sumu. U pitanju je alternativni red, za koji je iz 
matematičke analize poznato da mu je suma po apsolutnoj vrijednosti uvijek 
manja od apsolutne vrijednosti prvog člana, koja iznosi n!/(n+1)! = 1/(n+1). 
Slijedi da se za n2 1 vrijednost D(n) razlikuje od vrijednosti n!/e za manje od 
1/2. Kako je D(n) uvijek cijeli broj, slijedi da D(n) možemo dobiti 
zaokruživanjem n!/e na najbliži cijeli broj, odnosno vrijedi formula 


D(n)=Ln!/e+1/2] 


pri čemu | x | označava cijeli dio od x. Ova formula je ispravna za n2 1. Zan=0 
ova formula daje D(0)=0, mada se po konvenciji uzima da je D(0) = 1, što je 
konzistentno sa ranije razmatranim rekurzivnim formulama. Zaista, možemo 
smatrati da je jedina permutacija koju možemo napraviti od praznog skupa 
(prazna permutacija) ujedno i deranžman, jer u njoj “niti jedan element nije na 
svom mjestu". Inače, veličina D(n) se u kombinatorici (i diskretnoj matematici 
općenito) često naziva subfaktorijel i obilježava oznakom ni ili !n. 


6.10" Particije i kompozicije 


Kombinatorika je toliko sadržajna oblast diskretne matematike da je zaista 
bespredmetno na tako malom prostoru pokušati obraditi iole značajniji dio ove 
oblasti, čak i ako se ograničimo samo na enumerativnu kombinatoriku. Na ovom 
mjestu ćemo prikazati još dva naizgled veoma srodna kombinatorna problema, a 
čija se složenost drastično razlikuje. To pokazuje koliko različiti po svojoj prirodi 
mogu biti kombinatorni problemi koji su prividno međusobno veoma slični. 
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Pod particijama prirodnog broja n smatramo svaku rastavu prirodnog broja 
n na sabirke koji su također prirodni brojevi, pri čemu se smatra da poredak 
pojedinih sabiraka nije bitan, odnosno dvije particije su identične ukoliko se 
sastoje od istih sabiraka. Ukoliko smatramo da je poredak sabiraka bitan, tada 
govorimo o kompozicijama. Po dogovoru, particije se standardno prikazuju u 
takvom poretku da sabirci formiraju nerastući niz brojeva. Na primjer, sve 
particije broja 5 su 5, 4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1, 2+1+1+1 1 1+1+1+1+1, 
dok su sve kompozicije istog broja 5, 4+1, 3+2, 2+3, 1+4, 3+1+1, 2+2+1, 
2+1+2,1+3+1,1+2+2,1+1+3,2+1+1+1,1+2+1+1,1+1+2+1,1+1+1+2 
i1+1+1+1+1. Particije i kompozicije imaju veliku primjenu u modernoj fizici. 
Primijetimo također da se particije pojavljuju u ranije izvedenim formulama za 
određivanje broja varijacija i kombinacija sa ponavljanjem i ograničenjima. 


Pretpostavimo sada da je potrebno odrediti koliko ukupno postoji particija 
odnosno kompozicija broja n. U slučaju kompozicija, ovaj zadatak je prilično 
jednostavan. Za tu svrhu, prvo treba pokazati da postoji tačno C(n—1,k—1) 
kompozicija broja n koje se sastoje od tačno k sabiraka, što se lako može izvesti 
metodom zvjezdica i štapića. Zaista, svaku kompoziciju broja n sa k sabiraka 
oblika nı +12+... + nx možemo obostrano jednoznačno kodirati stringom u kojem 
se javljaju grupe koje redom sadrže n;—1, n2—1, ... n,—1 zvjezdica, a koje su 
međusobno razdvojene štapićima (obratimo pažnju da niti jedna od vrijednosti 
n; i=1..k ne može biti 0). Ukupan broj štapića je tada k—1, dok ukupan broj 
zvjezdica iznosi (ny—1)+(m—1)+...+(Mm—I)=(nj+n+..+n)-k=n-k, tako da 
je ukupan broj simbola (n—k)+(k-1)=n—1. Sada se problem svodi na nalaženje 
koliko ima stringova od n—1 zvjezdica i štapića od kojih je tačno k—1 štapića, a 
znamo da taj broj iznosi C(n—1,k—1). Bitno je primijetiti da bismo napravili 
grešku da smo kodiranje izvršili stringom u kojem se javljaju grupe koje redom 
sadrže nı, 12, ..., nę Zvjezdica, jer bi tada postojali stringovi koji ne kodiraju niti 
jednu kompoziciju (svi oni kod kojih se javlja dva ili više uzastopnih štapića, s 
obzirom da tada niti jedna grupa zvjezdica ne bi mogla biti prazna), tako da 
korespodencija između kompozicija i stringova ne bi bila obostrano jednoznačna. 
Inače, previdi takve vrste su najčešća greška koja se može načiniti pri primjeni 
metoda zvjezdica i štapića. Na kraju, ukupan broj svih kompozicija broja n 
dobijamo sabiranjem broja kompozicija sa tačno k sabiraka C(n—1,k—1) po svim 
vrijednostima k od 1 do n, tj. kao zbir C(n—1,0)+C(n—1,1)+...+C(n—1l,n—]1). 
Međutim, ovaj zbir iznosi 2", što direktno slijedi iz Newtonovog binomnog 
obrasca za formiranje razvoja (a+b)"" kada uvrstimo a=b=1. Dakle, ukupan 
broj kompozicija broja n iznosi 2" . 


S druge strane, određivanje broja particija broja n je znatno teži zadatak, koji 
do danas nije adekvatno riješen i svaki novi rezultat iz te oblasti smatra se 
značajnim otkrićem. Broj particija broja n u kombinatorici se obično označava 
sa P(n), rjeđe sa p(n), pri čemu ćemo se mi odlučiti za oznaku p(n) pošto je 
oznaka P(n) već previše eksploatisana za druge svrhe. Čistim prebrojavanjem 
lako je utvrditi da je npr. p(5) = 7, p(10) = 42, itd. Međutim, do današnjeg dana 
nikome nije pošlo za rukom da nađe elegantnu i efikasnu eksplicitnu formulu za 
računanje p(n), bez obzira na velike uložene napore i činjenicu da problem 
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izgleda tek neznatno drugačiji od problema određivanje broja kompozicija. U 
nastavku ćemo izvesti neke od elementarnih postupaka za računanje p(n) i 
izložiti neke od poznatih efikasnijih metoda za istu svrhu. 


Mogli bismo pokušati prvo odrediti broj particija broja n koje sadrže tačno k 
sabiraka, slično kao kod određivanja broja kompozicija. Ovaj broj možemo 
označiti sa p(n, k). Međutim, pokazuje se da je znatno lakše doći do postupka za 
računanje broja particija broja n koje sadrže najviše k sabiraka, koji se obično 
označava sa g(n, k). Izvešćemo rekurzivnu formulu za računanje g(n,k), nakon 
čega je očigledno p(n) = g(n,n) i p(n,k) = g(n,k)— g(n, k-1). Za tu svrhu, prvo 
treba uočiti da je svaka particija broja n jednoznačno određena jednim rješenjem 
Diofantove jednačine xı +2x2+3x3+...+ nX =n u skupu nenegativnih cijelih 
brojeva. Zaista, možemo uzeti da x, broji koliko puta se u razmatranoj particiji 
pojavljuje sabirak 1, x, koliko se puta pojavljuje sabirak 2, itd. (pri čemu jasno 
neke od vrijednosti x;, i=1..n mogu biti jednake nuli). Stoga je p(n) ujedno i 
broj rješenja ove Diofantove jednačine, dok su g(n,k) i p(n,k) respektivno broj 
njenih rješenja koja zadovoljavaju dopunska ograničenja x,+x2+...+x, < k 
odnosno X1+%+...+x,=k. Međutim, uz ovaj posljednji uvjet, polazna jednačina 
se može napisati u obliku xx+2x3+...+(n—1)x,=n—k. Kako su svi x, i=1..n 
cijeli i nenegativni, mora biti x;=0 za sve i? n—k+1, jer bi u suprotnom produkti 
oblika (/—1).x; sa lijeve strane jednačine bili veći od n-k. Stoga je broj rješenja 
ove jednačine isti kao i broj rješenja jednačine x2+2x3 +... + (n—k)Xnkı = n-k uz 
ograničenje x2+X3+... + Xn-t+1 S k, koje slijedi iz ograničenja x,+X2+...+x,=k1 
činjenice daje x,2>01ix;=0 za sve i>n—k+1. Kako su ova jednačina i dopunsko 
ograničenje istog oblika kao i početna jednačina i ograničenje samo sa n—k 
promjenljivih, možemo tvrditi da je broj njenih rješenja q(n—k,k). Odavde 
slijedi interesantna relacija p(n, k) = q(n—k,k). Ova relacija skupa sa očiglednom 
relacijom p(n,k)=q(n,k)—q(n, k-1) daje relaciju g(n, k) = g(n, k-1)+q(n—k,k) 
koja predstavlja traženu rekurzivnu relaciju za računanje g(n,k). Uz očigledne 
dopunske uvjete g(n,1) = 1, g(0,k)=1 i g(n, k) = g(n,n) za k>n, ova rekurzivna 
formula je dovoljna za računanje g(n, k) za proizvoljne vrijednosti n i k, a samim 
tim i računanje p(n) odnosno p(n, k). Na primjer: 


p(5) = q(5,5) = q(5,4) +q(0,5) = q(65,4)+1 =q(5,3)+gq(1,4) +1 = 
= 905,3)+g(1,1)+1 = g(05,3)+1+1 = g(5,3) +2 = g(5,2) +g(2,3) +2 = 
=q(65,2)+q(Q2,2)+2=gq(5,1)+4q(3,2)+q(2,1)+q(0,2)+2 = 
=1+q3,2)+1+1+2=q(3,2)+5 =q(3,1)+gq(1,2)+5 = 
=1+q(l,1)+5=1+1+5=7 


Kao i kod mnogih sličnih rekurzivnih relacija, računanje vrijednosti g(n, k) 
za zadane vrijednosti n i k je bolje izvoditi računajući tabelarno vrijednosti 
q(n,k) postupno počev od manjih vrijednosti n i k ka većim. Također, koristeći 
vezu koja postoji između p(n,k) i q(n,k), lako se može pokazati da brojevi 
p(n,k) zadovoljavaju rekurzivnu formulu p(n,k)=p(n—1l,k-1)+p(n—k,k) koja, 
uz dopunske uvjete p(n,1)=1,p(0,k)=0ip(n,k) =0 za k>n omogućava direktno 
rekurzivno računanje p(n, k), bez prethodnog računanja g(n, k). 
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Interesantno je primijetiti da je broj particija broja n sa tačno k sabiraka isti 
kao i broj particija broja n sa proizvoljnim brojem sabiraka, ali u kojima su svi 
sabirci manji ili jednaki od k. Da bismo se uvjerili u to, prikažimo proizvoljnu 
particiju broja n sa k sabiraka oblika n;+n2 +... +n, dijagramom u kojem se u 
prvom redu nalazi n; zvjezdica, u drugom redu m zvjezdica, itd. (takvi dijagrami 
nazivaju se Ferrersovi dijagrami). Na primjer, za particiju 9+4+3 broja 16 
imamo sljedeći dijagram: 


KKK K k K KK K 
KKK K 
KKK 


Ako sada isti dijagram pročitamo po kolonama umjesto po redovima, dobićemo 
novu particiju istog broja, koja se naziva konjugirana particija date particije. Na 
primjer, za particiju iz prethodnog primjera dobijamo konjugiranu particiju 
3+3+3+2+1+1+1+1+1. Jasno je da konjugirana particija neke particije od k 
sabiraka mora imati sve sabirke koji su manji ili jednaki od k. Na taj način je 
uspostavljena bijekcija između svih particija sa k sabiraka i svih particija u 
kojima su sabirci manji ili jednaki od k. Odavde slijedi da je g(n, k) ujedno i broj 
svih particija broja n u kojima su svi sabirci manji ili jednaki od £. 


Problemi prebrojavanja particija veoma se elegantno rješavaju preko funkcija 
izvodnica, naročito u slučaju kada se postavljaju dodatna ograničenja na strukturu 
sabiraka koji se smiju pojaviti u particijama. Takve funkcije izvodnice formiraju 
se koristeći slične ideje koje smo prikazali pri razmatranju općeg problema 
određivanja broja kombinacija sa ponavljanjem i ograničenjima. Tako je, na 
primjer, funkcija izvodnica za određivanje g(n, k) pri fiksnom k 


k œ 
(k; t) = Hrs (LHC. D(L HEH ++...) (1HE...) 
izl jo 


Da bismo se u to uvjerili, uočimo da prvi faktor možemo shvatiti kao sumu 
članova oblika 1" po svim cijelim brojevima x,>0, drugi faktor kao sumu 
članova oblika 1"? po svim cijelim brojevima x220, itd. Množenjem svih tih 
članova dobijaju se članovi oblika 1"!*72*-*4"* Jasno je da će takvih članova 
oblika z” biti onoliko koliko ima rješenja jednačine x,+2x2+...+kxx=n u skupu 
nenegativnih cijelih brojeva, što je ujedno i broj particija broja n u kojima niti 
jedan sabirak nije veći od k, odnosno q(n,k). Dakle, nakon izvršene ekspanzije, 
množilac uz 1" će biti q(n,k), što je i trebalo pokazati. 


Generalizirajući ovo razmatranje, nije teško zaključiti kako se formiraju 
funkcije izvodnice za probleme prebrojavanja particija pod raznim dopunskim 
ograničenjima. Na primjer, ukoliko se traži da sabirci ne mogu biti proizvoljni 
nego samo elementi nekog skupa S (recimo, neparni brojevi), produkt ne treba 
uzimati po svim vrijednostima i od 1 do k, nego samo po vrijednostima i iz 
skupa S. Dalje, ukoliko se zahtijeva da se neki specifični sabirak n; ne smije 


! Norman Macleod Ferrers (1829-1903), britanski matematičar. 
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pojavljivati proizvoljan broj puta nego recimo samo a puta, ili b puta, ili c puta 
itd. tada se umjesto faktora 1+1"+1"+f"+.. javlja faktor 1" +P" +t +... 
Dakle, općenita funkcija izvodnica za nalaženje broja particija kod kojih svi 
sabirci pripadaju skupu S, pri čemu broj pojavljivanja svakog od sabiraka n; 
može biti samo element nekog skupa S; glasi 


&(S;S,,S2,..5)= [F 


ies jes; 


Na primjer, za slučaj određivanja broja particija broja n u kojima su svi sabirci 
različiti (što je inače još teži problem nego određivanje broja particija bez 
ikakvih ograničenja) funkcija izvodnica glasi Q(t) = AHAHAH)... Zaista, 
svaki od mogućih sabiraka p ili se ne javlja, što odgovara članu 1, ili se javlja 
tačno jednom, što odgovara članu z”. 


Vratimo se na funkciju izvodnicu za određivanje g(n, k). Koristeći poznati 
izraz za sumu geometrijskog reda, ova funkcija izvodnica se može prikazati u 
kompaktnom obliku kao 


S 1 1 
(k; t) = z= 
II l-t! A-90—1?9)..0—1") 


I 


Pomoću tehnika zasnovanih na z-transformaciji, na osnovu ovog oblika 
funkcije izvodnice moguće je izvesti eksplicitne formule za g(n, k) u funkciji od 
n za svaku fiksnu vrijednost k, pri čemu složenost postupka i složenost samih 
formula drastično raste (i u skladu s tim njihova upotrebljivost opada) sa porastom 
k. Prvih nekoliko takvih formula su sljedeće: 


q(n, 1) =1 
_ 2+3HCI)" 

g(n,2) = i 

2 n 
g(n, 3) = oi Lint + ( a + S cos = 
2 n 
gade (+92 +20n+35 CD jE ELA 23 in (2n+1)m 
288 E 27 3 


Na osnovu veze p(n, k) = g(n, k)— g(n,k—1) slijede i analogne formule za p(n, k) 
u funkciji od n za fiksne vrijednosti k: 


p(n,1)=1 
2n-1+(-1)” 
p(n,2) = 7 
6n'-7 GI)" 2 Ann 
p(n,3)= 77 8s 93 
2 
2n*+4n-13 , (- nm 203 (2n— DT 


1)", 1 
]+—cos 
288 32 8 2 27 3 


p(n,4) = (n+1)| 
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Ipak, po svemu sudeći, ovo i nisu najjednostavnije formule za ovu svrhu. Tako 
su R. Honsberger' i B. Schwennicke raznim poluempirijskim postupcima 
neovisno jedan od drugog izveli nekoliko veoma jednostavnih formula za p(n, k) 
u funkciji od n za nekoliko malih vrijednosti k, poput sljedećih: 


p(n,2)=|5| 
n? 1 
p(n,3)=|Pp +7. 


2 a —1)" 
p(n,4) = (n+) E, R) 


Sumiranjem po k dolazimo do analognih formula za g(n, k) za male vrijednosti k: 
n 
g(n,2) = 1 bod 


2 
a(n,3)=1+|5| ++] 


2 2 = —1)” 
qnd =1+ Z] +] Hapé, L 


Međutim, nije poznat sistematičan metod za nalaženje ovakvih formula za veće 
vrijednosti k. 


Što se tiče računanja p(n), postoje i rekurzivne formule u kojima se direktno 
javlja upravo p(n), što omogućava efikasnije računanje p(n) nego posredno 
pomoću relacije p(n) = g(n, n). Međutim, takve formule je znatno teže izvesti. Za 
umjereno velike vrijednosti n, najpogodnija je sljedeća rekurzivna formula, 
poznata kao Eulerova pentagonalna (petougaona) formula: 


pin) = XD pn-4kGk+1), p(O)=1 


k#0 


U ovoj formuli, sumiranje se vrši po svim cjelobrojnim vrijednostima k 
(pozitivnim i negativnim) osim nule, za koje se dobija da je argument funkcije p 
nenegativan (nije teško uočiti da će se granice sumacije pri tome kretati otprilike 
u opsegu od -nh do 4/2n/3 ). Tako, na primjer, imamo: 


pd)=p(0)=1 
pQ)=p0)+pd)=1+1=2 
pG)=p(l)+p(2)=1+2=3 
pi) =p(QQ)+p3)=2+3=5 
p5)=-p(0)+p(3) +p4)=-1+3+5=7 
p(6)=-p(l)+p4)+p5)=-1+5+7=11 
plT)=-p(0)-p(2) +p(5)+p(6)=-1-2+7+11=15 


! Ross Honsberger (1929—), kanadski matematičar. Bavio se kombinatorikom i popularizacijom matematike. 
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U literaturi se često susreće i sljedeća rekurzivna formula, pri čemu o(n) 
označava Zbir svih pozitivnih djelilaca broja n: 


1 n—1 
p(n)= —)_o(n-i) p(i) 
n Zo 


Ipak, ova formula za računanje p(n) zahtijeva prethodno računanje vrijednosti 
p(i) i o(i) za sve vrijednosti i od 0 do n-1, tako da je znatno manje pogodna od 
Eulerove pentagonalne formule. 


Brojni pokušaji da se nađe koliko-toliko eksplicitna formula za p(n) do 
danas nisu bili osobito uspješni. Veza p(n) = q(n,n) nije ni od kakve koristi, jer 
nije poznata eksplicitna formula za g(n,k) u funkciji od n i k. Na osnovu veze 
p(n) = g(n, œ) možemo pisati da funkcija izvodnica za brojeve p(n) glasi 


Međutim, beskonačni produkt koji se ovdje javlja ne može se prikazati u 
kompaktnom obliku, što onemogućava primjenu tehnika koje se inače koriste za 
izvođenje eksplicitnih formula iz funkcija izvodnica. Formalnim diferenciranjem 
ove funkcije možemo izvesti izraz 


z 1 d” n 1 
a mi II 1—t' Jl 


i=1 


Međutim, ovo je tipičan primjer prividno kompaktnog a zapravo potpuno 
neupotrebljivog izraza. Naime, prema ovoj formuli, za računanje p(n) treba naći 
n-ti izvod funkcije koja je data kao produkt n drugih funkcija, što već za n=10 
daje izraz dugačak desetak stranica papira. Ovo je tipičan primjer kako nas 
vizuelna kompaktnost nekog izraza ne smije da Zavara. 


G. Hardy i S. Ramanujan’ su napravili prve konkretnije pomake ka nalaženju 
eksplicitne formule za p(n). Oni su, koristeći veoma komplicirani matematski 
aparat iz oblasti teorija funkcije kompleksne promjenljive, došli do približne 
eksplicitne formule za p(n) čija tačnost raste sa porastom n. Kasnije je H. 
Rademacher’ uopćio njihove rezultate i uspio doći do tačne formule za p(n) koja 
se najviše približava onome što smatramo eksplicitnom formulom. Ta formula, 
poznata kao Hardy-Ramanujan-Rademacherova formula, izražava p(n) u vidu 
beskonačnog konvergentnog reda. Interesantno je da je prikaz ove formule u 
literaturi često netačan, što i nije neko čudo s obzirom na njenu veliku složenost. 
Ovdje je ona prikazana u donekle pojednostavljenom (i uz to provjereno tačnom) 
obliku u odnosu na najčešće citirane oblike: 


l Srinivasa Ramanujan (1887-1920), indijski matematičar. Samouk, bavio se matematičkom analizom, 
redovima, verižnim razlomcima, teorijom brojeva. Odlikovao se veoma snažnom matematičkom intuicijom. 
? Hans Rademacher (1892-1969), njemački matematičar. Bavio se matematičkom analizom i teorijom brojeva. 
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AB mh oka MELINE nj 
p(n)= ai Q4n-)Jk = CAn-1}'? PALE ZET sE 17%, | 


NZD "= 1 


Unutrašnja suma se vrši po svim vrijednostima h =1..k za koje je NZD(h,k)=1. 
Naravno, pri praktičnoj primjeni ove formule, sumiranje možemo prekinuti kada 
parcijalne sume reda postanu dovoljno bliske jedna drugoj (tada dobijenu sumu 
možemo zaokružiti na cijeli broj, s obzirom da p(n) uvijek mora biti cijeli broj). 
Interesantno je da je Hardy-Ramanujan-Rademacherova formula ujedno i veoma 
efikasna, s obzirom da beskonačni red koji se u njoj javlja konvergira prilično 
brzo (tako da je, na primjer, za n = 1000 dovoljno sabrati svega 8 članova reda). 
Tako je, bez obzira na prividnu složenost, ova formula najefikasniji način 
računanja p(n) za velike vrijednosti n. 


Primjer određivanja broja particija proizvoljnog prirodnog broja n jasno 
ilustrira koliko komplicirani mogu biti na prvi pogled posve jednostavni 
problemi enumerativne kombinatorike. Kao još jedan izuzetno težak problem sa 
veoma jednostavnom formulacijom interesantno je navesti i problem određivanja 
koliko se može formirati tranzitivnih relacija u nekom skupu sa n elemenata. Za 
razliku od problema particija, koji je ipak koliko-toliko riješen, do danas nisu 
poznati gotovo nikakvi rezultati koji bi išli u prilog rješenju ovog problema. 


6.11% Dvanesterostruki način (twelvefold way) 


Kroz prethodna izlaganja vidjeli smo koliko po svojoj prirodi mogu biti 
različiti zadaci prebrojavanja. Stoga nije nikakvo čudo da do danas nije nađena 
adekvatna sistematizacija problema enumerativne kombinatorike. Međutim, 
američki matematičar italijanskog porijekla Gian-Carlo Rota' otkrio je veoma 
jednostavan način na koji je moguće na jedinstven način tretirati više na prvi 
pogled potpuno različitih kombinatornih elemenata, kao što su permutacije, 
varijacije i kombinacije (sa i bez ponavljanja), zatim Stirlingovi brojevi druge 
vrste i Bellovi brojevi, te na kraju particije i kompozicije. Radi se zapravo o 
otkriću da se jedan u osnovnim crtama isti kombinatorni problem svodi na posve 
različite kombinatorne probleme kada se interpretira na 12 različitih načina. Na 
prijedlog drugog matematičara J. Spencera", ovaj pristup je danas poznat pod 
nazivom dvanesterostruki način (engl. twelvefold way). 


Problem o kojem je riječ u osnovi zvuči posve jednostavno, a to je problem 
prebrojavanja na koliko načina je moguće n kuglica rasporediti u k kutija (engl. 
urns and balls problem). Međutim, ovaj problem se može posmatrati u nekoliko 
različitih varijanti. Na prvom mjestu, postavlja se pitanje da li se dozvoljava da 
kutije budu prazne ili ne i da li se dozvoljava da u jednoj kutiji bude više kuglica 
ili ne. Dalje, moguće je postaviti pitanje da li se kuglice odnosno kutije mogu 


! Gian-Carlo Rota (1932-1999), italijansko-američki matematičar i filozof. Značajan je njegov doprinos u 
kombinatorici i u filozofskom pokretu poznatom kao fenomenologija. 
2 Joel Spencer (1946—), američki matematičar. Bavi se probabilističkim metodama u kombinatorici. 
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međusobno razlikovati ili ne (tj. da li individualne kuglice odnosno kutije imaju 
svoj identitet po kojem je moguće razlikovati koja je koja ili ne). Pokazaćemo da 
se, u zavisnosti od toga kakvi su odgovori na ova pitanja, polazni problem svodi 
na posve različite kombinatorne probleme. 


Pretpostavimo prvo da se i kuglice i kutije mogu međusobno razlikovati i da 
nema nikakvih ograničenja na broj kuglica u kutijama. Tada svaku od n kuglica 
možemo nezavisno rasporediti na k načina u neku od k različitih kutija, tako da 
prema multiplikativnom principu ukupan broj različitih rasporeda iznosi k". 
Međutim, lako je vidjeti da se ovaj problem može modelirati i kao varijacije sa 
ponavljanjem. Zaista, neka da su kuglice i kutije numerirane redom prirodnim 
brojevima od 1 do n odnosno od 1 do k. Tada svaka uređena n-torka (a1, a2, ..., dn) 
sastavljena od elemenata skupa (1,2,...,k) obostrano jednoznačno kodira raspored 
po kojem se kuglica sa rednim brojem a;, i=1..n nalazi u kutiji sa rednim brojem 
i. Stoga je broj traženih rasporeda upravo P(k, n) =k". 


Pretpostavimo sada ponovo da je moguće međusobno razlikovati i kuglice i 
kutije, ali da postoji dopunsko ograničenje da u svaku kutiju može stati najviše 
jedna kuglica. Tada, prvu kuglicu možemo rasporediti na k različitih načina u 
jednu od k različitih kutija. Međutim, sljedeću kuglicu možemo rasporediti samo 
na k—1 načina, s obzirom da je jedna kutija već zauzeta. Slično, sljedeću kuglicu 
možemo rasporediti na k—2 načina, itd. Tako, prema multiplikativnom principu 
ukupan broj rasporeda iznosi k-(k—1) :(k—2)-...:(k-n+1) =k” načina. Nije teško 
vidjeti da se ovaj problem može modelirati koristeći varijacije bez ponavljanja. 
Zaista, kao i u prethodnom slučaju, rasporede kuglica možemo jednoznačno 
kodirati uređenim n-torkama oblika (a,,a2,...,4,), samo što ovaj put svi brojevi 
a i=1..n moraju biti međusobno različiti, zbog činjenice da dvije različite 
kuglice ne smiju biti u istoj kutiji. Prema definiciji, ovo su upravo varijacije bez 
ponavljanja klase n skupa A = (1,2,...,k), tako da je njihov broj P(k, n) = k”. U 
specijalnom slučaju n = k dobijaju se permutacije bez ponavljanja P(n)=n!. 


Sada ćemo razmotriti slučaj kada se kuglice i kutije također međusobno 
razlikuju, ali gdje se zahtijeva da niti jedna kutija ne smije biti prazna. Ovaj 
slučaj je znatno složeniji od prethodnih, ali je sretna okolnost da smo problem 
ovog tipa već rješavali. Naime, problem koji rješavamo se očigledno može 
formulirati kao problem nalaženja broja sirjektivnih funkcija iz skupa sa n 
elemenata u skup sa k elemenata, a ranije smo pokazali da se on u suštini svodi 
na problem nalaženja varijacija sa ponavljanjem klase n skupa A=(1,2,...,k) uz 
dopunsko ograničenje da se svaki element skupa mora pojaviti barem jedanput. 
Tom prilikom smo na dva načina izveli izraz za traženi broj P(k, n; N, N,... N) u 
vidu konačne sume (pomoću funkcija izvodnica i pomoću principa uključenja i 
isključenja). Međutim, nešto kasnije smo, pri razmatranju Stirlingovih brojeva 
druge vrste, došli do zaključka da se isti izraz može napisati i u obliku P(k) S(n,k) 
odnosno Å! S(n, k), što je najkompaktniji način da se zapiše rješenje ovog slučaja. 


Pređimo sada na razmatranje slučajeva u kojima se kuglice međusobno ne 
razlikuju, dok se kutije i dalje razlikuju. U ovakvim slučajevima multiplikativni 
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princip nije ni od kakve koristi, s obzirom da kuglice nemaju svoj identitet tako 
da se ne može govoriti niti o redoslijedu raspoređivanja. Jedino što razlikuje 
jedan raspored od drugog ovdje je broj kuglica u pojedinim kutijama, a ne i same 
kuglice koje se u njima nalaze. S druge strane, problemi ovog tipa uspješno se 
rješavaju pomoću metoda zvjezdica i štapića. Pretpostavimo prvo da ne postoje 
ograničenja na broj kuglica u kutijama. Pomoću metoda zvjezdica i štapića posve 
je lako izvesti da traženi broj rasporeda iznosi C(n+k—1,n). Međutim, lako se 
vidi da se zapravo radi o kombinacijama sa ponavljanjem. Zaista, svaki od 
mogućih rasporeda može se obostrano jednoznačno kodirati kao kombinacija sa 
ponavljanjem klase n skupa A=(1,2,...,k) u kojoj broj ponavljanja svakog od 
elemenata i,i = 1..k odgovara broju kuglica u i-toj kutiji. Stoga traženi broj 
rasporeda iznosi C(k, n) = C(n+k—1,n). 


Neka se sada ponovo kuglice međusobno ne razlikuju a kutije međusobno 
razlikuju, ali jedna kutija smije sadržavati najviše jednu kuglicu. Svaki takav 
raspored jednoznačno je određen izborom kojih n od ukupno k kutija sadrže 
kuglicu u sebi. Stoga se očigledno radi o kombinacijama bez ponavljanja i traženi 
broj rasporeda iznosi C(k,n). Do istog rezultata možemo doći pomou metoda 
zvjezdica i štapića tako što ćemo štapićima kodirati recimo kutije koje sadrže 
kuglicu, a zvjezdicama prazne kutije. 


Sada ćemo razmotriti slučaj kada se kuglice međusobno ne razlikuju a 
kutije međusobno razlikuju, uz dopunski uvjet da svaka kutija mora sadržavati 
barem jednu kuglicu. Pomoću metoda štapića i zvjezdica, na identičan način kao 
kod određivanja broja kompozicija broja n koje sadrže k sabiraka dolazimo do 
rezultata C(n—1,k—1). Ovo nije nikakva slučajnost, nego se ovdje zaista radi o 
kompozicijama. Zaista, svaki raspored n identičnih kuglica u k kutija koje ne 
smiju biti prazne možemo jednoznačno kodirati kao rastavu broja n na k sabiraka 
iz skupa prirodnih brojeva, pri čemu je poredak sabiraka bitan (i-ti sabirak kodira 
broj kuglica koje se nalaze u i-toj kutiji). Ovaj rezultat se može izraziti i u obliku 
C(n—1,n—k), zahvaljujući odnosu C(n, k) = C(n,n—k). Međutim, kako ovaj odnos 
ne vrijedi za n<0, formule C(n—1,k—1) i C(n—1,n—k) ne daju isti rezultat u 
ekstremnoj situaciji za n=0. Naime, tada samo formula C(n—1,n—k) daje tačan 
rezultat 0, tako da se obično ona navodi kao korektna formula za ovaj slučaj. 


Pređimo sada na analizu slučajeva u kojima se kutije ne mogu međusobno 
razlikovati (pod tim podrazumijevamo da ne pravimo nikakvu razliku između 
rasporeda u kojima se jedna konfiguracija kuglica nalazi u nekoj kutiji X a druga 
konfiguracija u nekoj kutiji Y i rasporeda u kojima se prva konfiguracija kuglica 
nalazi u kutiji Y a druga u kutiji X). Pretpostavimo prvo da se kuglice razlikuju 
međusobno. Kod ovog tipa problema lakše je prvo pretpostaviti da kutije ne 
smiju biti prazne. Problem se tada svodi na problem na koliko se načina skup od 
n kuglica može razbiti na k disjunktnih nepraznih podskupova (kutije se sada 
modeliraju prosto kao podskupovi, što je moguće s obzirom da one sada nemaju 
nikakav identitet). Alternativno, problem se može iskazati i kao nalaženje broja 
razbijanja skupa od n kuglica na k klasa ekvivalencije (sve kuglice unutar jedne 
kutije smatramo ekvivalentnim u odnosu na neku relaciju ekvivalencije). Na 
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osnovu definicije Stirlingovih brojeva druge vrste odmah slijedi da je traženi 
broj S(n, k). 


Neka se sada kutije međusobno ne razlikuju a kutije razlikuju, ali neka nema 
nikakvih ograničenja na broj kuglica u kutijama. U ovom slučaju problem se 
svodi na problem prebrojavanja na koliko se načina skup od n kuglica može 
razbiti na k disjunktnih podskupova, ali koji više nisu nužno neprazni. S obzirom 
da oni nemaju nikakav identitet, prazne podskupove (kutije) možemo prosto 
isključiti iz razmatranja, nakon čega se problem svodi na prebrojavanje na koliko 
se načina skup od n kuglica može razbiti na najviše k disjunktnih nepraznih 
podskupova (odnosno na prebrojavanje broja razbijanja skupa od n kuglica na 
najviše k klasa ekvivalencije). Jasno je da se traženo rješenje može predstaviti u 
vidu zbira S(n,0) + S(n,1) +...+ S(n,k), međutim ovaj zbir se ne može iskazati ni 
u kakvom kompaktnom obliku, osim u specijalnom slučaju kada je n=k, kada 
ova suma predstavlja n-ti Bellov broj B(n). 


Interesantan slučaj nastaje kada se kutije međusobno ne razlikuju a kutije 
razlikuju, uz dopunsko ograničenje da jedna kutija može sadržavati najviše jednu 
kuglicu. Jasno je da je za n> k takav raspored nemoguć. S druge strane, za n <k 
postoji samo jedan mogući raspored — onaj u kojem n od ukupno k kutija sadrže 
po jednu kuglicu, a ostalih k—n kutija je prazno. Zaista, zbog činjenice da se 
kutije ne mogu međusobno razlikovati, ne mogu se međusobno razlikovati ni svi 
rasporedi ovog tipa koji bi inače bili različiti. Slijedi da se ovdje radi o trivijalnom 
degenerisanom slučaju čije je rješenje Ozan?ki 1 zan= k. 


Na kraju, ostaje da analiziramo slučajeve u kojima se niti kuglice niti kutije 
ne razlikuju međusobno. Ponovo ćemo prvo pretpostaviti da kutije ne smiju biti 
prazne. Kako ni kuglice ni kutije nemaju identitet, svaki raspored je u potpunosti 
opisan brojem kuglica u pojedinim kutijama, pri čemu je nebitno koliki je broj u 
tačno određenoj kutiji, nego je bitna samo ukupna raspodjela broja kuglica po 
kutijama. Drugim riječima, svaki raspored tog tipa možemo jednoznačno kodirati 
kao rastavu broja n na k sabiraka iz skupa prirodnih brojeva, pri čemu poredak 
sabiraka nije bitan. Slijedi da se problem može modelirati kao problem nalaženja 
broja particija broja n na tačno k sabiraka, tako da je njegovo rješenje p(n, k) gdje 
je p(n, k) funkcija koju smo uveli u Odjeljku 6.10. 


Neka se ponovo kuglice i kutije ne mogu međusobno razlikovati, ali neka 
nema nikakvog ograničenja na broj kuglica u kutijama. Kako prazne kutije 
ponovo možemo isključiti iz razmatranja, problem se svodi na nalaženje broja 
particija broja n na najviše k sabiraka, odnosno rješenje problema je q(n,k). 
Zahvaljujući odnosu p(n, k) =q(n—k, k), ovo rješenje se može iskazati i u obliku 
p(n+k, k), što se češće susreće u literaturi. 


Posljednji slučaj nastaje kada se niti kuglice niti kutije međusobno ne 
razlikuju, uz dopunsko ograničenje da jedna kutija može sadržavati najviše jednu 
kuglicu. Ovdje ponovo imamo trivijalni degenerisani slučaj čije je rješenje 0 za i 
1 za n<k. Zaista, ukoliko postoji samo jedan ili nijedan takav raspored čak i u 
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slučaju kada kuglice posjeduju identitet, jasno je da se ništa neće promijeniti ni 
ukoliko se identitet kuglica izgubi. 


Rezultate provedene analize za 12 podslučajeva polaznog problema možemo 
pregledno prikazati u sljedećoj tablici, koja daje rješenje problema za svaki od 
razmotrenih podslučajeva: 


Broj kuglica u kutiji | Dozvoljena je najviše | Niti jedna kutija 
nije ograničen jedna kuglica u kutiji | ne smije biti prazna 
Kuglice se razlikuju = m — gn) ! 
Kutije se razlikuju P(k,n)=k P(k,n)=k k!S(n, k) 
Kuglice se ne razlikuju C(k,n) = n+k-l C(k,n) = k k—1 
Kutije se razlikuju , n 4 n n—k 
k 
Kuglice se razlikuju ; 1 zan=k 
Kutije se ne razlikuju 2 S(n,i) Ozan>k S(n, k) 
i=0 
Kuglice se ne razlikuju lzan<k 
Kutije se ne razlikuju a(n,k) Ozan>k p(n, k) 


Na kraju vrijedi istaći da je opisani metod sistematizacije kombinatornih 
problema ovdje prikazan neformalno kao problem raspoređivanja kuglica u kutije. 
Postoje i razni drugi (međusobno ekvivalentni) neformalni načini na koje se može 
izložiti ovaj pristup. Međutim, ovaj metod se često izlaže i posve formalno, kao 
problem prebrojavanja koliko ima funkcija čiji domen i kodomen imaju n odnosno 
k elemenata respektivno, pri čemu se eventualno zahtijeva da funkcije budu 
injektivne odnosno sirjektivne. Pored toga, može se zahtijevati da se smatraju 
jednakim funkcije koje se razlikuju samo po tome što je izvršeno permutiranje 
elemenata domena, kodomena ili i jednog i drugog. Lako se vidi da je ovakav 
formalistički pristup potpuno ekvivalentan sa ovdje provedenim neformalnim 
pristupom. Međutim, činjenica je da je takav formalistički pristup često mnogo 
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6.1 


6.2 
6.3 


6.4 


6.5 


6.6 


6.7 


6.8 


6.9 


6.10 


6.12 


6.13 


6.14 


6.15 
6.16 


6.17 


6.18 


Zadaci uz Poglavlje 6. 


U ladici se nalazi pet različitih pari rukavica. Izvlačimo nasumice po jednu rukavicu i ne 
vraćamo ih nazad u ladicu. Koliko je najmanje izvlačenja potrebno da bismo garantirali da 
sigurno imamo obje rukavice istog para? 


Pokažite da u grupi od 45 ljudi barem 4 čovjeka imaju rođendan u istom mjesecu. 


Dokažite da u svakoj godini postoji petak trinaesti i da takvih dana u jednoj godini mogu 
biti najviše tri. 

5100 kuglica, od kojih je 300 crnih a ostale bijele, smješteno je u nekoliko kutija, tako da 
je u svakoj kutiji najviše 3 crnih kuglica. Pokažite da postoje dvije kuglice u kojima se 
nalazi jednak broj kuglica. 


Na ispitu je bilo 5 zadataka, od kojih je za prolaz trebalo uraditi 2 zadatka. Ispitu su 
pristupila 32 studenta, a položilo ih je 25 %. Dokažite da je među tih 5 zadataka bio barem 
jedan koji je tačno riješilo najviše 12 studenata. 


Odredite koliko postoji načina da se izabere 5 karata koje su poredane po redu u istoj boji 
(kenta u boji) ukoliko je as najveća vrijednost. 


Odredite koliko postoji načina da 16 studenata zauzme 16 stolica. 


Odredite koliko ima bijektivnih a koliko injektivnih funkcija sa skupa X = {a, b, c, d, e, f} 
na skup Y ukoliko je 
a) Y= {u, v, w, x,y,z) b) Y={u,v,w} c) Y= {s,t, u, v, W, X, Y, Z} 


Dat je skup A= {a,b,c,d} i dvije njegove permutacije X=(c,a,b,d) i Y= (a, d,c, b). 
Nađite inverzne permutacije X`! i Y-' i produkte permutacija XoY odnosno Y 0X. 


Odredite koliko se različitih peterocifrenih brojeva može napisati pomoću cifara 0, 2, 4, 5 i 
7 ukoliko se cifre ne ponavljaju. Također odredite koliko među tim brojevima ima parnih 
brojeva. 


Odredite koliko postoji četverocifrenih brojeva u čijem se zapisu ne javlja cifra 0 i u kojem 
se niti jedna cifra ne pojavljuje dvaput. 


Odredite koliko postoji mogućnosti da se sastavi komisija za odbranu diplomskog rada 
koja se sastoji od predsjednika, mentora i člana ukoliko se učesnici komisije biraju iz 
skupine od 30 profesora. 


Odredite koliko se različitih ogrlica može napraviti od n perli (bisernih kuglica) ukoliko 
pretpostavimo da su sve perle različito obojene i da se koriste sve perle. 


U ravni je zadano n tačaka od kojih nikoje tri ne leže na istom pravcu. Odredite koliko ima 
trouglova sa vrhovima u zadanim tačkama. 


Odredite koliko postoji načina da se iz skupa od 30 profesora sastavi tročlana delegacija. 


Odredite koliko različitih stringova dužine 4 možemo napraviti od slova A, B, C, D, E, F i 
G ukoliko ne dopuštamo ponavljanje slova u stringu i ukoliko prvo slovo mora biti A ili D. 


Špil karata (52 karte) ima 4 boje/znaka (pik, tref, karo i srce) od kojih svaka ima 13 

vrijednosti (as, 2 — 10, žandar, dama i kralj). Odredite 

a) Koliko postoji načina za izbor pet karata za poker? 

b) Koliko postoji načina za izbor pet karata koje pripadaju istoj boji (flash)? 

c) Koliko postoji načina da se izabere pet karata od kojih su tri iste vrijednosti i preostale 
dvije također iste vrijednosti (full)? 


Na koliko načina se mogu poredati 7 crnih i 5 bijelih kuglica različite veličine u jednoj 
liniji ako dvije bijele kuglice ne mogu stajati jedna do druge? 
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Odredite koliko postoji načina da se izabere pet karata među kojima se nalaze tačno dvije 
boje. 


Na šahovskom turniru odigrano je 45 partija, pri čemu je svaki učesnik sa ostalim odigrao 
po jednu partiju. Koliko je bilo učesnika na turniru? 


Košarkaški tim sačinjavaju 5 bekova, 4 centra i 3 krila. Na koliko načina se može od njih 
sačiniti petorka ako u njoj moraju da igraju bar dva beka i bar jedan centar? 


Odredite koliko postoji osmobitnih stringova (tj. nizova od 8 znakova pri čemu znakovi 
mogu biti samo 0 ili 1) koji sadrže barem dvije uzastopne nule. 


Na koliko načina možemo razmjestiti 7 različitih crnaca i 5 različitih bijelaca u red tako da 
nikoja dva bijelca ne stoje jedan do drugog? 


Odredite na koliko načina je moguće rasporediti za sjedenje oko okruglog stola skupinu od 
7 muškaraca i 4 žene ukoliko se postavlja ograničenje da dvije žene nikada ne sjede jedna 
do druge. 


U trgovini ima k vrsta razglednica. Neko želi poslati razglednicu svakome od svojih n 

prijatelja. 

a) Na koliko načina je to moguće učiniti? 

b) Na koliko načina je to moguće učiniti ukoliko je potrebno svakom prijatelju poslati 
drugačiju razglednicu? 

c) Na koliko načina je moguće svakom prijatelju poslati po dvije različite razglednice (pri 
čemu različiti prijatelji mogu dobiti istu razglednicu)? 


Red od 16 sjedišta zauzima 16 studenata sa svojim torbama. Među 16 torbi nalaze se 4 
iste. Odredite koliko postoji različitih rasporeda torbi (pri čemu dvije iste torbe ne možemo 
razlikovati). 


Na koliko načina možemo 8 bijelih šahovskih figura (2 topa, 2 skakača, 2 lovca, kralja i 
kraljicu) postaviti na prvi red šahovske ploče? 


Odredite koliko se različitih stringova može napraviti premetanjem slova iz riječi 
“MISSISSIPPI'", pri čemu treba upotrijebiti sva slova. 


Odredite koliko se različitih peterocifrenih brojeva može napisati pomoću cifara iz skupa 
A=(2,3,4,7,8,9) pri čemu svaku cifru uzimamo iz istog skupa. 


Koliko se ukupno brojeva manjih od 10000 može napisati pomoću cifri 2, 31 5? 
Odredite koliko postoji različitih načina da se popuni tiket sportske prognoze sa 12 utakmica. 
Odredite koliko postoji različitih ishoda pri bacanju 3 igraće kocke. 


Na tiketu sportske prognoze nalazi se 12 susreta. Odredite koliko kolona tiketa treba 
popuniti da bismo imali 12 tačnih pogodaka ukoliko su poznati rezultati za 5 susreta. 
Zatim odredite koliko kolona tiketa treba popuniti da bismo imali 12 tačnih pogodaka 
ukoliko se zna da 7 susreta neće biti neriješena. 


Koliko ima stringova dužine n koji se sastoje samo od slova A, B i C a koji sadrže barem 
jedno slovo A, barem jedno slovo B i barem jedno slovo C? 


Odredite koliko ukupno ima sedmocifrenih brojeva (u dekadnom brojnom sistemu) kod 
kojih su tačno 3 cifre jednake osmici (tj. cifri 8). Vodite računa da ispravan sedmocifreni 
broj ne može početi nulom (tj. prva cifra mora biti u opsegu 1-9). 


Odredite koliko se ukupno riječi može sastaviti od slova u riječi “KOBASICA” (nebitno je 
imaju li riječi smisla ili ne) pod uvjetom da riječi počinju samoglasnikom. 


Odredite koliko se može napraviti različitih troslovnih riječi od slova u riječi PARADA". 


Odrediti koliko se četveroslovnih riječi može formirati od slova u riječi MATRICA". 
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Odredite koliko se različitih trocifrenih brojeva može napisati uzimajući cifre iz broja 
2524725, ukoliko se svaka cifra može uzeti samo jedanput. 


Parlament neke države ima 201 mjesto i 3 političke stranke. Na koliko se načina mjesta 
mogu podijeliti među strankama tako da nijedna stranka nema većinu? 


Odredite koliko ima različitih načina da se napravi niz od četiri kuglice (poredak kuglica je 
bitan) ukoliko se kuglice vade iz kutije u kojoj ima 5 crvenih, 3 plave, 3 zelene, 2 crne i 1 
bijela kuglica (pri tome se prepostavlja da se kuglice iste boje ne mogu međusobno 
razlikovati). 


Odredite koliko se različitih petoslovnih riječi može formirati iz slova koja se nalaze u 
riječi POPOKATEPETL, pod uvjetom da te riječi sadrže barem dva različita samoglasnika. 


Odredite na koliko načina možemo rasporediti 30 kuglica koje se ne mogu međusobno 
razlikovati u 10 kutija ukoliko 

a) ne postavljamo nikakva ograničenja na broj kuglica u pojedinim kutijama; 

b) zahtijevamo da niti jedna kutija ne bude prazna; 

c) zahtijevamo da u svakoj kutiji budu barem dvije kuglice. 


Svaki od sedam patuljaka D;— D; mora u rudniku obaviti jedan od sedam poslova P;—P+4. 
Patuljak D; ne može raditi poslove P% i P; (jer je previše nizak). Slično, D) ne može raditi 
poslove P, i Ps, D4 ne može raditi poslove P, i Pg, Ds ne može raditi poslove P, i P;, D; ne 
može raditi posao P4, dok Dz i Dg mogu raditi sve poslove. Koliko ima načina da patuljci 
obave sve te poslove? 


Odredite na koliko načina je moguće rasporediti 25 kuglica koje se ne mogu međusobno 
razlikovati u 8 različitih kutija, ali tako da barem jedna kutija bude prazna. 


Na koliko načina možemo raspodijeliti 12 jabuka, 10 krušaka i 8 banana među petero djece, 
pri čemu se pretpostavlja se da se jabuke, kruške i banane ne mogu međusobno razlikovati? 


Na koliko načina se može 9 jednakih predmeta rasporediti na 6 ljudi ali tako da svaki 
čovjek dobije makar jedan predmet? 


Na koliko načina se može 8 različitih predmeta smjestiti u 5 različitih kutija, ali da pri 
tome niti jedna kutija ne ostane prazna? 


Neki fakultet je dobio 20 novih računara i 10 printera. Odredite na koliko različitih načina 
je moguće ovu opremu raspodijeliti na 4 fakultetska odsjeka, pri čemu su svi računari i 
printeri međusobno jednaki (u smislu da smatramo da se ne mogu međusobno razlikovati). 
Pri tome nas ne zanima da li je raspodjela pravična ili ne (recimo, sasvim je legalna 
raspodjela prema kojoj sva oprema pripadne jednom odsjeku, a preostalim odsjecima ne 
pripadne ništa). 


Odredite koliko se različitih paketa koji sadrže četiri voćke može napraviti ukoliko su nam 
na raspolaganju 5 jabuka, 3 kruške, 2 banane, 2 breskve i 1 naranča (uz pretpostavku da ne 
pravimo razliku između različitih primjeraka iste voćke). 


Na stolu se nalazi 9 kapa, od kojih su 4 plave, 2 crvene, 2 smeđe i 1 bijela. Stolu prilaze 4 
osobe i svaka od njih uzima po jednu kapu. Odredite koliko pri tome može nastati različitih 
situacija ukoliko smatramo da se dvije kape iste boje ne mogu međusobno razlikovati. 


Na koliko načina može četvero djece između sebe podijeliti 7 jabuka, 8 krušaka i 10 
naranči, ali tako da svako dijete dobije barem jednu voćku? 


Na koliko načina se mogu 24 jabuke podijeliti među četvero djece tako da svako dijete 
dobije barem 3 ali ne više od 8 jabuka? 


Nađite broj načina da se 20 jednakih kuglica razmjesti u 5 različitih kutija tako da u svakoj 
kutiji budu barem dvije, a najviše 7 kuglica. 


362 


6.56 


6.57 


6.58 


6.59 


6.60 


6.61 


6.62 


6.63 


6.65 


6.66 


6.67 


6.68 


6.69 


Na ulasku u restoran svaki od n ljudi ostavio je na ulazu šešir i kišobran. Na izlasku oni 
nasumice uzimaju jedan kišobran i jedan šešir. Izvedite formulu koja daje broj načina da se 
to učini tako da niko ne uzme svoje stvari. 


Iz špila od 52 karte izvlači se uzorak od 6 karata. Odredite koliko postoji takvih uzoraka u 
kojima se nalazi bar po jedna karta od svake boje ukoliko smatramo da je poredak karata u 
uzorku bitan, a koliko ukoliko smatramo da poredak nije bitan. 


Potrebno je formirati šestočlanu ekipu za međunarodno softversko-hardversko takmičenje. 
Uvjeti su da ekipa mora imati barem dva studenta sa smjera za računarstvo i informatiku, 
dok su studenti drugih smjerova poželjni (zbog većeg hardverskog znanja) ali ne i obavezni. 
Za takmičenje se prijavilo 8 studenata smjera za računarstvo i informatiku i 5 studenata 
smjera za automatiku i elektroniku, dok studenti drugih smjerova nisu bili zainteresirani. 
Odredite na koliko načina je moguće odabrati traženu ekipu. Koliko će iznositi broj 
mogućih ekipa ukoliko se postavi dodatno ograničenje da ekipa mora imati i barem dva 
studenta smjera za automatiku i elektroniku? 


Izvedite rekurzivnu formulu koja daje broj podskupova skupa (1,2,3,...,n) u kojima nema 
susjednih brojeva, tj. brojeva koji se razlikuju za 1 (ne zaboravite prazan skup). Kako glasi 
eksplicitno rješenje te rekurzivne formule? 


Izvedite rekurzivnu formulu koja daje broj načina na koji se može izračunati proizvod od n 
brojeva i riješite “razmotavanjem” dobijenu rekurzivnu formulu. 


Na koliko načina je 15 različitih predmeta moguće rasporediti u 4 vreće koje se međusobno 
ne mogu razlikovati pod uvjetom da niti jedna vreća ne ostane prazna? Kako se mijenja 
broj rasporeda ukoliko dopustimo da pojedine vreće mogu ostati prazne? 


Odredite broj načina da se 10 ljudi međusobno podijeli u klanove, pri čemu je klan skupina 
ljudi koji dijele neki zajednički interes, dok nikoja dva čovjeka iz različitih klanova nemaju 
zajeničkih interesa. Pri tome pretpostavljamo da i jedna zasebna individua može formirati 
klan sam za sebe (ukoliko ne dijeli zajedničke interese ni sa kim drugim). 


Odredite broj načina da se 16 ljudi razmjesti oko 5 okruglih stolova, za koje smatramo da 
se međusobno ne razlikuju (u smislu da razmjena ljudi koji sjede za dva različita stola ne 
dovodi do razmještaja koji smatramo drugačijim od prvobitnog). Razmještaj ljudi oko 
jednog stola je bitan, ali se ne mijenja prostom rotacijom ljudi oko stola. 


Fudbalsko prvenstvo igra se u osam gradova. Također, postoji osam glavnih sudija, svaki 
iz po jednog grada u kojima se igra prvenstvo. Da bi prvenstvo bilo regularno, niti jedan 
sudija ne smije suditi u onom gradu iz kojeg dolazi. Odredite koliko postoji načina da se 
organizira regularno prvenstvo. 


Na stolu se nalazi izmješano deset šešira koji su u vlasništvu deset ljudi (svako ima svoj 
šešir). Na koliko načina oni mogu uzeti šešire sa stola tako da 
a) tačno 3 čovjeka uzmu svoj šešir; b) barem tri čovjeka uzmu svoj šešir. 


Izračunajte na koliko načina se broj 10 može napisati kao zbir prirodnih brojeva ukoliko je 
a) poredak sabiraka nebitan; b) poredak sabiraka bitan. 


Na koliko načina je 15 identičnih predmeta moguće rasporediti u 4 vreće koje se međusobno 
ne mogu razlikovati pod uvjetom da niti jedna vreća ne ostane prazna? Kako se mijenja 
broj rasporeda ukoliko dopustimo da pojedine vreće mogu ostati prazne? 


Odredite na koliko se načina broj 12 može napisati kao zbir međusobno različitih prirodnih 
brojeva ukoliko je poredak sabiraka nebitan. 


Izvedite funkciju izvodnicu za broj načina da se broj n napiše kao suma nekoliko a-ova, 
b-ova, c-ova itd. gdje su a, b, c itd. neki zadani brojevi. 


Odredite na koliko različitih načina je moguće isplatiti iznos od 100 KM koristeći kovanice 
od 1 KM, 2 KM i 5 KM. 
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7. Uvod u diskretnu teoriju vjerovatnoće 


7.1 Algebra događaja 


Nakon izlaganja osnovnih pojmova i metoda enumerativne kombinatorike, 
izložićemo neke osnovne elemente teorije vjerovatnoće. Bez obzira što teorija 
vjerovatnoće sama po sebi nije vezana za kombinatoriku, rješavanje praktičnih 
problema kojima se ova teorija bavi gotovo uvijek zahtijeva solidno poznavanje 
enumerativne kombinatorike. Treba istaći da je savremena teorija vjerovatnoće 
veoma komplicirana teorija, koja je, pored jake veze sa teorijom skupova, tijesno 
vezana i sa teorijom integracije i teorijom mjere, tako da kao takva znatno izlazi 
iz okvira diskretne matematike. Međutim, pored tako zasnovane opće teorije 
vjerovatnoće, postoji i znatno prostija teorija vjerovatnoće, koja se naziva 
elementarna teorija vjerovatnoće. Takva teorija uvijek je primjenljiva u 
slučajevima kada događaji na koji se teorija odnosi tvore diskretne skupove i 
tada govorimo o diskretnoj teoriji vjerovatnoće. Stoga ona svakako spada u 
oblast proučavanja diskretne matematike. U nastavku ćemo razmotriti osnovne 
pojmove diskretne teorije vjerovatnoće (mnogi od uvedenih pojmova vrijede i za 
elementarnu teoriju vjerovatnoće općenito, pa čak i za opću teoriju vjerovatnoće). 


U elementarnoj teoriji vjerovatnoće, osnovni pojam je eksperiment, koji 
predstavlja bilo kakvu radnju koja kao svoj rezultat može imati jedan ili više ali 
najviše prebrojivo mnogo ishoda (engl. outcome). Neprazni skupovi ishoda 
nazivaju se događaji (engl. event). Događaji koji uključuju samo jedan ishod 
nazivaju se elementarni događaji. Smatramo da je neki događaj uslijedio kao 
rezultat eksperimenta ukoliko je kao ishod eksperimenta uslijedio ma koji od 
ishoda od kojih je događaj sastavljen. Na primjer, ukoliko je eksperiment 
bacanje igraće kocke, tada elementarni događaji mogu biti “pala je jedinica", 
“pala je dvica", itd. dok događaji općenito mogu biti “pala je jedinica ili petica", 
“pao je paran broj“, itd. 


Napomenimo da je prilično neodređeno šta ćemo smatrati ishodima odnosno 
elementarnim događajima, tako da se za svaki konkretan slučaj mora postulirati 
šta se podrazumijeva pod ishodima odnosno elementarnim događajima. Jedini 
uvjet je da ishodi odnosno elementarni događaji moraju biti međusobno isključivi. 
Na primjer, kod bacanja igraće kocke, sasvim je korektno proglasiti događaje 
“pao je paran broj" i “pao je neparan broj” elementarnim događajima ukoliko 
nas u konkretnoj primjeni ne zanima ništa drugo osim da li je pao paran ili 
neparan broj (tj. sigurni smo da nas nikada neće zanimati da li je možda pala 
petica ili šestica). Neko opet može proglasiti da događaj poput “pala je jedinica" 
nije elementaran, jer se sastoji od više mogućnosti, recimo “pala je jedinica, na 
lijevu polovinu stola" i “pala je jedinica, na desnu polovinu stola". Očigledno je 
da postoji neograničeno mnogo načina kako možemo izabrati skup elementarnih 
događaja. S druge strane, događaji “pao je paran broj" i “pao je broj veći od 3" 
ne mogu biti elementarni, jer nisu međusobno isključivi (ukoliko padne 
četvorka, desila su se oba događaja). Događaji se obično označavaju velikim 
slovima abecede kao A, B, C itd. 
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Pod sigurnim (izvjesnim) događajem podrazumijevamo događaj koji mora 
uvijek rezultirati kao ishod nekog eksperimenta. Na primjer, događaj "pao je 
broj između 1 i 6" je siguran događaj pri bacanju igraće kocke. S druge strane, 
događaj koji nikada ne može rezultirati kao ishod eksperimenta nazivamo 
nemoguć događaj. Na primjer, događaj “pao je broj 7" je nemoguć događaj pri 
bacanju igraće kocke. Siguran događaj označavamo sa I, dok nemoguć događaj 
označavamo sa O. Događaji koji nisu ni sigurni ni nemogući, nazivaju se 
slučajni (neizvjesni) događaji. 


Sa događajima se definiraju izvjesne operacije, koje su analogne operacijama 
sa skupovima. Neka su A i B dva događaja. Tada je komplementarni (suprotni) 
događaj događaja A događaj A koji nastupa tačno kada ne nastupa događaj A. 
Na primjer, ako je pri bacanju igraće kocke događaj A "pala je jedinica ili trica", 
tada je događaj A “pala je dvojka, četvorka, petica ili šestica". U događaj A 
ulaze oni i samo oni ishodi koji su mogući kao ishod eksperimenta, a koji ne 
ulaze u događaj A. Suma (ili unija) događaja A i B (u oznaci A+B) je događaj 
koji nastupa kada nastupa bilo događaj A, bilo događaj B, bilo oba događaja A i 
B. U događaj A+B ulaze ishodi koji ulaze bilo u događaj A, bilo u događaj B. 
Događaj E je elementaran ako i samo ako se E ne može prikazati kao suma 
druga dva događaja A+B (tj. uzE#A1iE#B). Produkt (ili presjek) događaja A 
i B (u oznaci AB) je događaj koji nastupa kada nastupi i događaj A i događaj B. 
U događaj AB ulaze ishodi koji ulaze i u događaj A i u događaj B. Razlika 
događaja A i B (u oznaci A-B) je događaj koji nastupa kada nastupi događaj A, 
a ne nastupi događaj B. U događaj A—B ulaze ishodi koji ulaze u događaj A, a 
ne ulaze u događaj B. Kažemo da događaj B slijedi iz događaja A i pišemo 
ACB, ukoliko nastupanje događaja A ima kao posljedicu nastupanje događaja 
B, odnosno ukoliko svi ishodi koji ulaze u događaj A ulaze i u događaj B. 
Relacija “cœ” predstavlja relaciju parcijalnog (djelimičnog) poretka u skupu 
događaja. Za uvedene operacije sa događajima vrijede sljedeća pravila: 


A+B=B+A AB=BA 
(A+B)+C=A+(B+C) (AB)C=A(BC) 
(A+B)C=AC+BC A+BC=(A+B)(A+C) 
A+0=A AI=A 
A+A=I AA=0 
A+A=A AA=A 
A+B=AB AB=A+B 
B-A=BA A=I-A 
A(B-C)=AB-AC AB-C=(A-C)(B-C) 
OCA AcI 
AcB>A=AB AcB>B=A+AB 


Nije nimalo čudno što vam ova pravila vjerovatno djeluju poznata. Naime, 
skup svih događaja koji mogu rezultirati kao ishod nekog eksperimenta zajedno 
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sa operacijama sabiranja i množenja događaja čini Booleovu algebru, pri čemu 
je nemogući događaj O neutralni element za sabiranje, dok je sigurni događaj I 
neutralni element za množenje događaja. 


Ukoliko imamo skupinu događaja A; i=1..n pri čemu vrijedi A;A;=O za 
sve i, j=l..n uz i£j i AHA, +..+A,= I, tada se skup događaja A; i=1..n 
naziva potpuni skup (ili sistem) događaja. Svi elementarni događaji vezani za 
neki eksperiment svakako obrazuju potpuni skup događaja, ali mogući su i drugi 
potpuni skupovi događaja. Na primjer, skup koji se sastoji od događaja "pao je 
paran broj" i “pao je neparan broj” čine potpun skup događaja za eksperiment 
bacanja igraće kocke, bez obzira šta smo uzeli za ishode odnosno elementarne 
događaje. Događaji ma kakvog potpunog skupa događaja mogu se po potrebi 
proglasiti za elementarne događaje (u tom slučaju, potrebno je na odgovarajući 
način redefinirati i značenje ishoda). Za one koji nisu sigurni u razliku između 
ishoda i elementarnog događaja, napomenimo da je razlika analogna razlici 
između elementa nekog skupa (recimo, a) i jednočlanog skupa koji se sastoji od 
tog elementa (tj. skupa {a}). 


7.2 Pojam vjerovatnoće 


U teoriji vjerovatnoće, svakom događaju A pridružuje se realan broj p(A) za 
koji vrijedi O<p(A)<1 i koji se naziva njegova vjerovatnoća. Pri tome se 
sigurnim i nemogućim događajima dodjeljuju respektivno vjerovatnoće 1 i 0, tj. 
vrijedi p(I)=1 i p(O) =0. Treba naglasiti da sama teorija vjerovatnoće ne daje 
nikakva pravila kako treba dodjeliti vjerovatnoću nekom neizvjesnom događaju, 
niti kako treba interpretirati činjenicu da događaj A ima vjerovatnoću p(A). 
Teorija vjerovatnoće jedino postavlja izvjesne uvjete na to kakva svojstva 
vjerovatnoća p(A) mora zadovoljavati. Tako se recimo zahtijeva da u slučaju da 
se događaji A i B međusobno isključuju (tj. ukoliko je AB=0), tada mora 
vrijediti da je p(A+B)=p(A)+p(B). Vidjećemo uskoro da iz ovog pravila 
slijede izvjesne vrlo jake intuitivne preporuke kako bi se trebala dodjeljivati 
vjerovatnoća pojedinim događajima. Kasnije ćemo također razmotriti neke 
intuitivne preporuke kako bi se trebala interpretirati činjenica da neki događaj 
ima neku vjerovatnoću. Međutim, još jednom ćemo naglasiti da se sama teorija 
vjerovatnoće ne bavi davanjem egzaktnih odgovora na ova pitanja (odgovorima 
na takva pitanja bavi se uglavnom statistika). 


S obzirom na prethodno iskazane činjenice, može se sa pravom postaviti 
pitanje čime se zapravo teorija vjerovatnoće uopće bavi. Možemo reći da jedino 
čime se teorija vjerovatnoće bavi je određivanje vjerovatnoće nekog događaja 
koji je na neki način izveden iz neke druge skupine događaja za koje smatramo 
da imaju poznate vjerovatnoće. Pri tome se to određivanje izvodi na potpuno 
egzaktan način, tako da je teorija vjerovatnoće potpuno egzaktna nauka u kojoj 
nema apsolutno nikakvih dvosmislenosti, nepreciznosti 1 proizvoljnosti. Ovo je u 
suprotnosti sa mišljenjima neupućenih, koji smatraju da je teorija vjerovatnoće 
nekakva nadri-nauka puna nepreciznih i proizvoljnih zaključaka. Istina je 
zapravo da su jedine nepreciznosti i proizvoljnosti vezane za teoriju vjerovatnoće 
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pitanje tačnosti ulaznih podataka (odnosno vjerovatnoća početnih događaja iz 
kojih izvodimo neki drugi događaj) i pitanje interpretacije dobijenih rezultata, 
ali smo već rekli da se time sama teorija vjerovatnoće uopće ne bavi. Uostalom, 
svaka teorija će dati podatke sumnjive valjanosti ukoliko je sumnjiva valjanost 
ulaznih podataka, a pored toga, većina teorija dopušta raznolike interpretacije 
rezultata koji slijede iz teorije. 


Iz osnovnih uvjeta koji se postavljaju na vjerovatnoću nekog događaja, kao i 
pravila algebre događaja, slijede neka vrlo važna pravila koja se koriste prilikom 
računanja vjerovatnoća. Na primjer, ukoliko vrijedi ACB, iz toga slijedi da je 
p(A)< p(B). Dalje, lako se vidi da vrijedi p(A) +p(A)= 1, iz čega slijedi vrlo 
važno pravilo p(A) = 1—p(A). Na primjeru ovog pravila možemo vrlo jasno 
ilustrirati čime se teorija vjerovatnoće bavi. Recimo, ovo pravilo kaže da ako 
događaj A ima vjerovatnoću 0.3 (ili 30%, s obzirom da se vjerovatnoća obično 
izražava u postocima), tada događaj A ima vjerovatnoću 0.7 (odnosno 70%). 
Ovaj račun je potpuno egzaktan, i tu nema nikakve dvojbe. Međutim, teorija 
vjerovatnoće ne postavlja pitanje odakle nam podatak koji kaže da događaj A 
ima vjerovatnoću 0.3 (ta činjenica se prosto smatra ulaznim podatkom), niti šta 
znači činjenica da događaj A ima vjerovatnoću 0.7 (nego se to prosto smatra kao 
rezultat koji slijedi iz teorije). Ovoj činjenici se doduše mogu dodijeliti izvjesne 
intuitivne interpretacije, ali one nisu dio same teorije. 


Generaliziranjem osnovnog pravila AB=O => p(A +B) =p(A)+p(B) lako 
zaključujemo da ukoliko se događaji A;, i=1..n u parovima isključuju (tj. 
ukoliko vrijedi A;A;=0 za sve i,j=1..n uz i#j), tada vrijedi vrlo značajna 
relacija p(A;+A2+...+A,) =p(A1)+p(A2)+...+p(A,). Međutim, u praksi je 
često potrebno naći vjerovatnoću događaja koji je suma više događaja koji se 
međusobno ne isključuju. Za slučaj dva proizvoljna događaja A, i A, nije teško 
pokazati da vrijedi p(A; +A;) =p(A1)+ p(A2) - p(Aı A2), pri čemu ne postoji 
način da se vjerovatnoća p(A; A2) izrazi samo preko vjerovatnoća p(A;) i p(A;), 
već je potrebno poznavati i samu strukturu događaja A; i A, (može se uočiti 
izvjesna analogija između vjerovatnoće nekog događaja i kardinalnog broja 
skupa). Generaliziranjem prethodnog pravila na sumu n događaja dolazimo do 
sljedećeg pravila, koje zapravo predstavlja formulaciju principa uključenja i 
isključenja prilagođenog teoriji vjerovatnoće (zapravo, ovaj princip se prvi put i 
pojavio upravo unutar teorije vjerovatnoće). Ovaj princip se veoma mnogo 
koristi prilikom računanja vjerovatnoća složenih događaja, a lako se dokazuje 
matematičkom indukcijom: 


p(A1+A2+...+A,) =p(A1)+p(A2)+...+p(A,) — 


—p(ArA»)-p(ArA3)-..—p(ArA)-p(AoA3)-...—p(AxA,) - 
-PAAD = PUMA s PA GAJ F 
+ p(A: A; A3) +... + p(Aı A2 An) +... +p(A,2 Anı An) = 
sub 


LED" p(A; A2... An) 
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Iz provedene diskusije slijede neki vrlo značajni zaključci. Ukoliko imamo n 
događaja A;, i= 1..n koji obrazuju potpuni sistem događaja i ukoliko je poznato 
da svi ovi događaji imaju istu vjerovatnoću, tada imamo p(A+A2+...+A,)=1i 
p(A)) =p(A;) =... = p(A,), odakle neposredno slijedi p(A;) =1/n, i= 1..n. Drugim 
riječima, pod navedenim pretpostavkama vjerovatnoća svakog od događaja 
A; i=1..n potpuno je određena i ne postoji nikakva proizvoljnost u načinu kako 
ćemo ovim događajima dodijeliti vjerovatnoću. Međutim, primijetimo da je to 
moguće samo ukoliko posjedujemo jaku apriornu informaciju o činjenici da svi 
ovi događaji imaju istu vjerovatnoću. Dalje, ukoliko imamo neki događaj A koji 
se može prikazati kao suma nekih m događaja (m<n) iz skupa A; i=1..n, tada 
očigledno vrijedi p(A) =m/n. U ovom slučaju kažemo da su tih m događaja 
povoljni događaji za događaj A, dok su svi događaji iz skupa A;, i = 1..n mogući 
događaji za događaj A. Ponovo imamo situaciju da je vjerovatnoća događaja A 
potpuno određena i data kao količnik broja povoljnih događaja i broja mogućih 
događaja. Naglasimo da je ovdje veoma bitan zahtjev da svi mogući događaji za 
događaj A imaju istu vjerovatnoću odnosno da su jednako vjerovatni (to će onda 
vrijediti i za povoljne događaje). Samo u prisustvu takve garancije moguće je 
vjerovatnoću događaja računati na opisani način. 


Treba napomenuti da mnogi elementarni kursevi teorije vjerovatnoće prosto 
definiraju vjerovatnoću događaja A kao p(A)=m/n, gdje je m broj povoljnih a n 
mogućih događaja, gdje se sami pojmovi povoljnih i mogućih događaja smatraju 
intuitivno jasnim (ovo je tzv. klasična definicija vjerovatnoće). Međutim, takva 
definicija je veoma problematična. Poželimo li da preciziramo ovu definiciju, 
moramo definirati i pojam povoljnih i mogućih događaja, a definicija povoljnih i 
mogućih događaja zahtijeva da oni imaju istu vjerovatnoću, tako da je jasno da 
se vrtimo u krug. Pored toga, postoje slučajevi kada je, intuitivno posmatrano, 
broj povoljnih i mogućih događaja beskonačan, tako da ova formula ne daje 
ništa korisno. Na primjer, ukoliko nasumice biramo neki prirodan broj, intuitivno 
bi vjerovatnoća da izabrani broj bude paran trebala biti 0.5 (tj. 50%), mada nam 
pomenuta formula ne daje nikakvu korisnu informaciju da bi zaista tako trebalo 
biti. Konačno, u mnogim praktičnim slučajevima nije nimalo očigledno da li 
pretpostavljeni skup mogućih događaja zaista obrazuje skup događaja čija je 
vjerovatnoća jednaka. 


Ilustrirajmo prethodno rezonovanje jednim jednostavnim primjerom. Neka 
je eksperiment bacanje igraće kocke i neka nas zanima vjerovatnoća događaja A 
koji glasi “pala je trojka". Intuitivno, ovdje imamo 6 mogućih događaja (“pala je 
jedinica", “pala je dvojka", “pala je trojka", “pala je četvorka", “pala je petica" i 
“pala je šestica“), za koje vjerujemo da imaju istu vjerovatnoću. Povoljan 
događaj je u ovom slučaju samo jedan, tako da je p(A)=1/6. Neka nas sad 
zanima vjerovatnoća događaja B koji glasi “pao je paran broj”. Povoljni 
događaji za ovaj događaj su “pala je dvojka", “pala je četvorka" i “pala je 
šestica" (ukupno tri događaja), tako da je p(B)=3/6 =1/2. Međutim, da li je baš 
tako? Ovo smo izveli uz pretpostavku da su pretpostavljeni mogući događaji 
zaista jednako vjerovatni, što možemo tvrditi samo ako je kocka savršeno 
pravedna, tj. ako je savršeno simetrična, napravljena od savršeno homogenog 
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materijala, itd. Recimo, asimetrična ili nehomogena kocka može zanositi na 
neku stranu prilikom bacanja, tako da, intuitivno posmatrano, vjerovatnoće svih 
pobrojanih ishoda ne moraju biti jednake (naravno, ovo je samo intuitivno 
rezonovanje, jer mi i nemamo egzaktan kriterij šta je vjerovatnoća nekog 
događaja). Sada se postavlja pitanje kako možemo garantirati da je kocka 
savršeno pravedna. Postoje izvjesni eksperimenti kojima se može provjeriti 
pouzdanost ovakve pretpostavke, o čemu ćemo govoriti kasnije, ali u to se sa 
sigurnošću ne možemo uvjeriti (takvi eksperimenti će samo ukazati imamo li 
razloga vjerovati u takvu pretpostavku). Takvi eksperimenti će zapravo dati i 
izvjesnu procjenu kakve bi mogle biti vjerovatnoće pretpostavljenih mogućih 
događaja, ali ponovo naglašavamo da se radi samo o procjeni, a ne o pouzdanom 
načinu utvrđivanja njihovih vjerovatnoća. 


U svakom slučaju, da bismo izveli ikakve korisne pretpostavke o 
vjerovatnoći pojedinih događaja koji mogu slijediti kao ishodi bacanja igraće 
kocke, moramo ili usvojiti pretpostavku o “pravičnosti kocke" (iz koje slijedi da 
pretpostavljeni mogući događaji zaista imaju istu vjerovatnoću), ili apriorno 
usvojiti kolike su vjerovatnoće pojedinih elementarnih događaja koji mogu 
uslijediti kao ishodi bacanja kocke (pri čemu postoje eksperimenti koji mogu 
dati preporuke ali ne i garancije kolike bi te vjerovatnoće trebale biti). Međutim, 
ta dvosmislenost ne čini teoriju manje egzaktnom. Na primjer, ako postuliramo 
da događaji “pala je dvica", “pala je četvrtica“ i “pala je šestica" imaju 
respektivno vjerovatnoće 0.2, 0.15 i 0.18 (recimo, zbog nesimetričnosti kocke), 
teorija vjerovatnoće garantirano tvrdi da događaj “pao je paran broj" ima 
vjerovatnoću 0.2+0.15+0.18 =0.53 (odnosno 53%). Brojevi 0.2, 0.15 i 0.18 
ovdje se prosto tretiraju kao “ulazni podaci", a o tačnosti ulaznih podataka niti 
jedna teorija ne raspravlja (slično kao što se recimo u mehanici ne raspravlja da 
li su mase i brzine pojedinih objekata tačno izmjerene ili ne). Pored toga, sama 
teorija vjerovatnoće također ne raspravlja ni o pitanju šta znači činjenica da 
događaj “pao je paran broj” ima vjerovatnoću 0.53 (to je prosto rezultat). 


Sljedeći primjer ilustrira da moramo biti jako oprezni pri izboru skupa 
mogućih događaja. Neka imamo dvije potpuno pravične igraće kocke, i neka nas 
zanima vjerovatnoća događaja A “zbir brojeva na kockama je 9". Prije nego što 
damo tačan odgovor prikazaćemo dva pogrešna rezonovanja. Prvo pogrešno 
rezonovanje je sljedeće. Mogući zbirovi su u opsegu od 2 (1+1) do 12 (6+6), 
tako da ima ukupno 11 mogućih događaja (“zbir je 2", “zbir je 3", itd. do “zbir je 
12”). Od ovih događaja povoljan je samo događaj “zbir je 9”, tako da je tražena 
vjerovatnoća p(A)=1/11. Ovaj rezon je pogrešan, zbog toga što pretpostavljeni 
mogući događaji nisu jednako vjerovatni. Naime, zbir 2 može se pojaviti samo 
ukoliko se na obje kocke pojavi jedinica dok, recimo, zbir 6 možemo dobiti na 
mnogo više načina (recimo, jedna kocka može pokazati četvorku a druga dvicu, 
ili obje mogu pokazati tricu, itd.). Drugo pogrešno rezonovanje je sljedeće. 
Posmatraćemo moguće pojave brojki na obje kocke, tako da ćemo skraćeno 
pisati (3,5) za događaj “jedna kocka je pala na tricu, a druga na peticu”. Tada su 
mogući događaji {1,1}, (1,2), {1,3}, {1,4}, {1,5}, 11,61, {2,2}, 12,3), 12,4), 
(2,5), {2,6}, {3,3}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {4,4}, {4,5}, {4,6}, {5,5}, {5,6} i 
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{6,6}, kojih ima C(6,2) = C(6+2—1,2) =21. Od ovih događaja povoljni su samo 
događaji {3,6} i {4,5}, tako da je tražena vjerovatnoća p(A)=2/21. Ovaj rezon 
je ponovo pogrešan, zbog činjenice da pretpostavljeni elementarni događaji 
ponovo nisu jednako vjerovatni. Naime, događaj poput {3,3} može nastupiti 
samo ukoliko su obje kocke pale na tricu, dok događaj poput (2,5) može 
nastupiti ukoliko prva kocka padne na dvicu, a druga kocka na peticu, ili ukoliko 
prva kocka padne na peticu, a druga kocka na dvicu. Stoga je intuitivno jasno da 
je događaj poput {2,5} vjerovatniji od događaja poput {3,3}. 


Posljednje rezonovanje ukazuje i na način kako bi se ispravno trebao riješiti 
problem. Potrebno je kao elementarne događaje razmatrati moguće pojave brojki 
na obje kocke, ali tako da se pri tome tačno zna koja je vrijednost na prvoj, a 
koja na drugoj kocki (dakle, kocke moramo razlikovati). Iskazano jezikom 
kombinatorike, umjesto kombinacija sa ponavljanjem potrebno je razmatrati 
varijacije sa ponavljanjem. Pisaćemo skraćeno (3,5) za događaj “prva kocka je 
pala na tricu, a druga na peticu” (primijetimo različito značenje riječi "druga" u 
ovom i prethodnom rezonovanju — na ovu jezičku zavrzlamu vratićemo se nešto 
kasnije). Tada su mogući događaji (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), 
(2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,1), (4,2), 
(4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), (6, 1), (6,2), (6,3), 
(6,4), (6,5) 1 (6,6). Lako se možemo intuitivno uvjeriti da bi, uz pretpostavku o 
potpunoj pravičnosti kocke, ovi događaji zaista trebali biti jednako vjerovatni, s 
obzirom da ishod bacanja jedne kocke ni na koji način ne ovisi od ishoda bacanja 
druge kocke (tu činjenicu ćemo kasnije egzaktno potvrditi). Ovih događaja ima 
P(6,2) = 6*=36. Od ovih događaja, povoljna su četiri događaja (3,6), (4,5), (5,4) 
i (6,3), tako da je tražena vjerovatnoća p(A) =4/36 = 1/9. 


> Primjer: Kolika je vjerovatnoća da se kod igre loto u kojoj se izvlači 6 od 
ukupno 49 brojeva pogode 4 tačna broja, a kolika da se pogodi svih 6 
brojeva? 


Da bismo riješili ovaj problem, moramo učiniti apriornu pretpostavku da 
postoji jednaka vjerovatnoća izvlačenja svakog od brojeva iz loto bubnja (o 
realističnosti ove pretpostavke može se opravdano diskutirati). U tom slučaju, 
svaka kombinacija 6 izvučenih brojeva od ukupno 49 brojeva ima podjednaku 
vjerovatnoću, tako da su te kombinacije mogući događaji, i njih ima ukupno 
C(49, 6) = 13983816. Nađimo sada broj povoljnih događaja. Postoji ukupno 
C(6,4) = 15 načina da se od 6 izvučenih brojeva izaberu 4 broja, i naši povoljni 
događaji su samo oni koji sadrže upravo ta 4 broja. Međutim, tiket sadrži još 
6—4=2 broja koji se smiju izabrati iz preostalih 49 — 6 = 43 "pogrešnih" brojeva, 
i ovaj izbor se može izvršiti na ukupno C(43,2) =903 načina. Sada, prema 
multiplikativnom principu slijedi da ukupan broj kombinacija koje sadrže 4 
tačna i 2 pogrešna broja iznosi 15-903 = 13545. Stoga je tražena vjerovatnoća 
13545/13983816 = 0.0009686, tj. oko 0.09686%. Ukoliko insistiramo na pogađanju 
svih 6 brojeva, povoljan je samo jedan događaj (kombinacija koja sadrži upravo 
tih 6 brojeva), tako da tražena vjerovatnoća iznosi 1/13983816 = 7.1511 -+10*, 
odnosno oko 7.1511 - 10“ %. 
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> Primjer: Na stolu se nalazi n diploma. Stolu prilazi n studenata i svaki od 
njih nasumice (sa jednakom vjerovatnoćom izbora) uzima po jednu diplomu. 
Kolika je vjerovatnoća da niti jedan student nije uzeo svoju diplomu? 


U ovom primjeru, broj mogućih slučajeva je broj svih mogućih načina na 
koji studenti mogu uzeti svoje diplome, koji je očito n!, dok je broj povoljnih 


slučajeva jednak broju svih permutacija totalnog nereda (deranžmana) skupa od 
n elemenata, tj. !n. Stoga je tražena vjerovatnoća 


Li k n k 
p=hn/in!=n! MT +2 
k=0 < k=0 <“ 


Približne vrijednosti p za vrijednosti n od 1 do 10 prikazane su u sljedećoj tabeli: 


n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
p(%)| 0 50 | 33.3 | 37.5 [36.67 [36.81 136.79 136.79136.79 136.79 


Vidimo da su vjerovatnoće za n> 6 praktično iste (do na dvije decimale) za sve 
vrijednosti n> 6. Zapravo, kako suma u gornjoj formuli vrlo brzo teži ka 1/e 
(gdje je e baza prirodnih logaritama), to je tražena vjerovatnoća za iole veće n 
približno jednaka 1/e = 0.36788, odnosno oko 36.79 %. Pomalo je iznenađujuće 
da je tražena vjerovatnoća praktično ista za slučaj 10 diploma odnosno studenata 
kao i za slučaj 10000 diploma odnosno studenata. 


> Primjer: Koliko se ljudi treba skupiti na nekom skupu da bi vjerovatnoća da 
su barem dvije osobe rođene istog dana u godini (godine rođenja ne moraju 
biti iste) bila veća od 50%? 


Ovdje ćemo opet morati učiniti pretpostavku da su vjerovatnoće da ma koji 
čovjek bude rođen ma kojeg dana u godini potpuno jednake za sve dane u 
godini, odnosno da vjerovatnoća da je čovjek rođen na neki tačno određen dan u 
godini iznosi 1/365 (o realističnosti ove pretpostavke ponovo se može opravdano 
diskutirati). Odredićemo prvo vjerovatnoću da u skupini od k ljudi dva čovjeka 
imaju rođendan na isti dan, a zatim ćemo odrediti za kakvo k je ta vjerovatnoća 
veća od 0.5. 


Označimo sa (dı, do, ..., dy) događaj “osoba 1 je rođena na dan dı, osoba 2 je 
rođena na dan d,, itd. dok je osoba k rođena na dan d’. S obzirom da dan 
rođenja ma koje osobe ni na koji način ne utiče na dan rođenja neke druge 
osobe, za sve ovakve događaje možemo uzeti da su jednako vjerovatni i to su 
naši mogući događaji. Ovih događaja ima P(365, k) = 365", jer je očigledno da se 
radi o varijacijama sa ponavljanjem klase k iz skupa od 365 dana. S druge strane, 
povoljni su događaji samo oni kod kojih se barem dva dana d; i d; poklapaju. Da 
bismo odredili broj povoljnih događaja, prvo ćemo odrediti broj nepovoljnih 
događaja, odnosno onih događaja kod kojih se niti jedna dva dana d; i dj ne 
poklapaju, s obzirom da je to mnogo lakše. Naime, u tom slučaju se očigledno 
radi o varijacijama bez ponavljanja klase k iz skupa od 365 dana, a njih ima 


P(365,k) = 365“. Odavde neposredno slijedi da je broj povoljnih događaja 
365-365“, tako da je tražena KJOKOVAMIOĆA p=1-365*/365“. Sad je potrebno 
naći takav k da vrijedi 1—365%/365" > 0.5. Ovu nejednakost je veoma teško 
riješiti analitički, tako da moramo koristiti tehniku isprobavanja. Radi bolje 
ilustracije, na sljedećoj slici je prikazan grafik funkcije p=1—365*/365“ u 
ovisnosti od k. Vidimo da nejednakost 1—365“/365* >0.5 vrijedi za k2 23. 
Dakle, dovoljno je da se skupe barem 23 osobe da postoji vjerovatnoća veća od 
50% da barem dvije osobe imaju rođendan na isti dan (za slučaj 57 ili više 
osoba, ova vjerovatnoća iznosi preko 99 %). 


10 20 30 40 50 60 70 


Ovaj rezultat je zaista iznenađujući (i neki ga nazivaju rođendanski 
paradoks). Naime, mnogi će ljudi kada ih upitate da procjene koliko se ljudi 
treba skupiti da bi vjerovatnoća da barem dvije osobe imaju rođendan na isti dan 
biti veća od 50 % dati procjenu da je potrebno znatno više od 23 osobe. Slično, 
ukoliko ih upitate da procijene kolika je vjerovatnoća da u grupi od 23 osobe 
dvije osobe imaju rođendan na isti dan, procjena većine ljudi biće znatno niža od 
izračunatih 50 %. Ovo zapravo znači da su mnogi događaji vjerovatniji nego što 
izgledaju na prvi pogled. 


> Primjer: Na nekoj nagradnoj igri, ispred igrača se nalaze troja vrata (A, Bi 
C). Iza jednih od tih vrata nalazi se automobil (nagrada), a iza svakih od 
preostalih vrata nalazi se koza. Podjednako je vjerovatno da se automobil 
nalazi iza bilo kojih vrata. Igrač glasno bira jedna od vrata ali ih ne otvara. 
Tada voditelj, koji zna gdje se nalazi nagrada, otvara jedna od preostalih 
vrata i to uvijek ona iza kojih se sigurno ne nalazi nagrada (ukoliko nijedna 
od tih vrata ne kriju nagradu, on nasumice otvara jedna od njih). Nakon toga, 
voditelj igraču nudi izbor da li da ostane pri svom prvobitnom izboru ili da 
izabere druga vrata. Da li igrač ima ikakve koristi (ili eventualno štete) od 
promjene izbora u odnosu na varijantu da ostane pri prvobitnom izboru? 


Ovaj primjer demonstrira još jedan od veoma kontraintuitivnih rezultata 
teorije vjerovatnoće, koji se susreće u brojnoj literaturi pod nazivom Monty Hall‘ 
paradoks. Pokažimo šta je ovdje zapravo sporno. Iz postavke problema odmah 
slijedi da vjerovatnoća da se nagrada nalazi iza bilo kojih od nasumice izabranih 
vrata iznosi 1/3. Stoga i vjerovatnoća da je igrač odmah na početku izabrao vrata 
koja kriju nagradu iznosi također 1/3 i ona takva ostaje do kraja igre. S obzirom 


! Monte Halperin — Monty Hall (1921—), kanadski glumac, pjevač i voditelj. Najpoznatiji po vođenju kviza 
“Let's make a deal" u Sjedinjenim Državama. 
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da je vjerovatnoća lociranja nagrade iza bilo kojih vrata jednaka, mnogi će 
intuitivno zaključiti da se za igrača ništa ne mijenja ukoliko promijeni izbor, 
odnosno da u slučaju promjene izbora igrač ima posve istu šansu (1/3) da osvoji 
nagradu kakvu ima i ukoliko zadrži prvobitni izbor. Drugi će opet biti prilično 
ubijeđeni da nakon što se vrata otvore i time eliminira jedna mogućnost, 
vjerovatnoća da se nagrada nalazi iza ma kojih od preostalih vrata (bilo onih 
koje je igrač inicijalno odabrao bilo onih drugih) postaje 1/2 (odnosno 50 %). 
Međutim, oba zaključka su potpuno pogrešni. Tačan odgovor će mnoge šokirati: 
vjerovatnoća osvajanja nagrade se udvostručuje ukoliko igrač promijeni izbor, 
odnosno postaje 2/3 (preko 66 %)! 


Da bismo objasnili ovaj neočekivani rezultat, pretpostavimo bez umanjenja 
općenitosti da je igrač izabrao vrata A (jasno je da je na identičan način moguće 
analizirati i preostale situacije). Ukoliko se nagrada nalazi baš iza vrata A, igrač 
dobija samo ako ostane pri svom izboru, a gubi u protivnom. Međutim, ukoliko 
se nagrada nalazi iza vrata B ili C, igrač gubi ukoliko ostane pri svom izboru a 
sigurno dobija ukoliko promijeni izbor! Zaista, neka je nagrada iza vrata B. Tada 
će, prema pravilima igre, voditelj sigurno otvoriti vrata C, tako da promjenom 
izbora igrač bira upravo vrata B iza kojih se nalazi nagrada. Slično se dešava 
ukoliko je nagrada iza vrata C. Dakle, od tri jednako vjerovatna scenarija, igrač 
koji ostaje pri svom izboru dobija nagradu u samo jednom od njih, dok igrač koji 
se odluči na promjenu izbora dobija nagradu u dva od tri jednako vjerovatna 
scenarija, što objašnjava porast vjerovatnoće dobitka na 2/3. 


U literaturi se mogu pronaći i mnoga druga objašnjenja ovog neočekivanog 
rezultata. Možda je najjednostavniji rezon sljedeći. Vjerovatnoća da je igrač u 
startu pogodio ispravna vrata iznosi 1/3, dok vjerovatnoća da se nagrada nalazi 
iza nekih drugih vrata iznosi 2/3. Ključno zapažanje je da otvaranje vrata od 
strane voditelja ne može izmijeniti tu vjerovatnoću, koja ostaje 1/3. Slijedi da 
igrač koji ostane pri svom izboru dobija nagradu sa vjerovatnoćom 1/3. Međutim, 
tada jedina alternativa koju igrač ima (promjena izbora) mora donositi nagradu 
sa vjerovatnoćom 2/3, jer se te dvije alternative međusobno isključuju i suma im 
je siguran događaj. Možemo rezonovati i ovako. Neka je igrač izabrao recimo 
vrata A. Vjerovatnoća da se nagrada nalazi baš iza tih vrata iznosi 1/3, dok je 
vjerovatnoća da se nagrada nalazi iza drugih vrata (B ili C) iznosi 2/3. Dakle, 
zbir vjerovatnoća da se nagrada nalazi iza vrata B i iza vrata C iznosi 2/3. Nakon 
što voditelj otvori jedna od tih vrata, recimo B (i otkrije kozu), vjerovatnoća da je 
koza nalazi iza tih vrata pada na nulu, jer je eliminirana mogućnost da se nagrada 
nalazi iza njih (o ovome ćemo detaljnije pričati kada budemo razmatrali uvjetnu 
vjerovatnoću). Međutim, vjerovatnoća da se nagrada nalazi iza vrata B ili C 
ostaje 2/3, odnosno zbir vjerovatnoća nalaženja nagrade iza vrata B i vrata C 
ostaje isti. To znači da sada vjerovatnoća da se nagrada nalazi iza vrata C skače 
na 2/3, što je i trebalo pokazati. 


Interesantno je da bez obzira na brojna relativno jednostavna objašnjenja ovog 


rezultata, mnogi veoma teško prihvataju zdravim razumom njegov zaključak, pa 
čak 1 oni sa priličnim stepenom vještine u matematičkom rasuđivanju (mnogi će 
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čak ratoborno tvrditi da nakon otvaranja vrata vjerovatnoća nalaženja nagrade iza 
ma kojih od preostalih vrata mora iznositi 1/2). Kada su 1990. godine ovaj 
problem i njegovo rješenje izloženi u magazinu "Parade", blizu 10000 čitalaca je 
poslalo pismo redakciji sa komentarom da je rješenje pogrešno. Među njima je 
bilo oko 1000 čitalaca sa doktoratima (poneki i iz tehničkih nauka), pa čak i 
nekoliko dobitnika Nobelove nagrade. Mnogima nije dovoljna ni činjenica da je 
ovaj zaključak mnogo puta eksperimentalno provjeren kroz statističke simulacije. 


yese 


ljudi opire da prihvati rezultate koji slijede iz analize ovog problema. 


Treba još napomenuti da je za ovaj paradoskalan rezultat veoma bitna 
činjenica da voditelj zna gdje se nalazi nagrada i da nikada neće otvoriti baš ta 
vrata. Kada bi voditelj posve nasumice otvarao vrata koja nije izabrao igrač, 
mijenjanje izbora ne bi donosilo nikakvu korist (a ni štetu) igraču u odnosu na 
zadržavanje izbora. Međutim, tada igra ne bi imala ni previše smisla, s obzirom 
da posve nasumično otvaranje nudi mogućnost da voditelj slučajno otvori baš 
ona vrata iza kojih se nalazi nagrada. Inače, upravo činjenica da voditelj zna gdje 
se nalazi nagrada dovodi do “promjene snaga” pri promjeni izbora, s obzirom da 
je otvaranjem vrata voditelj otkrio dio informacije (njemu poznate) o lokaciji 
nagrade. Bez obzira što na taj način nije otkrivena cjelokupna informacija, u 
odjeljku posvećenoj uvjetnoj vjerovatnoći ćemo vidjeti da se vjerovatnoća nekog 
događaja može bitno promijeniti u prisustvu informacije da se dogodio neki 
drugi događaj koji je na neki način povezan sa njim. 


7.3 Računanje vjerovatnoće pri izboru uzoraka 


Računanje vjerovatnoće se često može svesti na problem uzimanja uzoraka, 
koji smo razmotrili u prethodnom poglavlju. Neka ponovo imamo univerzu A sa 
n elemenata koja je podijeljena na klase A;, Az, ..., Ay Sa Ni, 12, ... Ng elemenata 
respektivno (n;+n2+..+ny=n) i neka nas zanima vjerovatnoća da će izabrani 
uzorak od m elemenata iz univerze A sadržavati tačno m; elemenata iz svake od 
klasa A; i= 1..k (m;+m2 +... + mz = m), pod pretpostavkom da je izvlačenje ma 
kojeg od uzoraka jednako vjerovatno. Kada smo razmatrali problem uzimanja 
uzoraka, izveli smo da je broj traženih uzoraka, uz pretpostavku da je poredak 
elemenata u uzorku značajan, dat izrazima za P(n,m;n1,12,.-.> Nk, Mi, M, ..., Mk) 
odnosno P(n, M; Ni, 12, +++ Nk, M1, Mh, ..., Mg), ovisno da li dozvoljavamo da uzorak 
sadrži ili ne sadrži jednake elemente. S druge strane, broj svih mogućih uzoraka 
od m elemenata uzetih iz skupa od n elemenata (uz uvažavanje poretka), sa i bez 
dopuštanja ponavljanja elemenata, iznosi P(n,m)=n" odnosno P(n,m)=n"" 
respektivno. To su upravo naši mogući događaji, dok su uzorci koji zadovoljavaju 
postavljeni kriterij o pripadnosti elemenata pojedinim klasama povoljni događaji. 
Stoga, tražene vjerovatnoće iznose 


; à (m)_ (m) 
_ P(n,m; n, ng, ng; M, M3, My) m! Hi YH 2? 


P(n,m) m!m,!...m,! no 


ukoliko ponavljanje elemenata nije dopušteno, odnosno 
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= P(n, m,n, Nna,- IM > M3, Mg) m! n m (12 m, (2: jrs 


P(n, m) m!m,!..m,! n n `n 


ukoliko se dopušta ponavljanje elemenata. 


Ovdje možemo primijetiti nešto vrlo interesantno. Naime, lako se može 
vidjeti da izvedenu formulu za vjerovatnoću izvlačenja uzoraka u slučaju da 
ponavljanje elemenata nije dopušteno možemo napisati i u sljedećem obliku: 


= C(n;,m)C(n,,m,)...C(n;, My) 
p C(n, m) 


Ono što je zanimljivo jeste činjenica da bismo isti rezultat dobili uz pretpostavku 
da poredak elemenata u uzorku nije bitan. Međutim, tako zaista i treba biti. U 
slučaju kada ponavljanje nije dopušteno, broj različitih uzoraka koji se razlikuju 
samo u poretku elemenata uvijek je isti, nezavisno od sadržaja uzorka (i iznosi 
m!). Slijedi da ukoliko su svi uzorci kod kojih je poredak elemenata bitan 
jednako vjerovatni, takvi su i svi uzorci kod kojih poredak elemenata nebitan. 
Stoga je svejedno da li ćemo kao moguće događaje uzimati uređene ili 
neuređene uzorke (tj. da li ćemo gledati poredak elemenata u uzorku ili ne). 
Naravno da ignoriranje poretka smanjuje broj mogućih događaja, ali isto tako 
smanjuje i broj povoljnih događaja (jer tada kod njih također nećemo uzimati u 
obzir poredak), tako da odnos broja povoljnih i mogućih događaja ostaje isti. 


Bitno je naglasiti da prethodno rezonovanje vrijedi samo ukoliko ponavljanje 
elemenata nije dopušteno. Naime, ukoliko dopustimo ponavljanje elemenata, 
broj različitih uzoraka koji se razlikuju samo u poretku elemenata može zavisiti i 
od sadržaja uzorka. Na primjer, uzorak aab kod kojeg smatramo da poredak nije 
bitan mogao je nastati od uzoraka aab, aba ili baa kod kojih je poredak bitan, 
dok je uzorak abc kod kojeg poredak nije bitan mogao nastati od uzoraka abc, 
acb, bac, bca, cab i cba kod kojih je poredak bitan. Stoga, uzorci kod kojih 
smatramo da poredak nije bitan ne moraju biti jednako vjerovatni, čak i ukoliko 
su uzorci kod kojih je poredak bitan jednako vjerovatni. U ovo smo se već 
uvjerili prilikom razmatranja bacanja dvije igraće kocke. Kada je dopušteno 
ponavljanje elemenata, jedino uzimanje poretka u obzir može obezbijediti 
jednaku vjerovatnoću svakog od uzoraka. 


Pokažimo kako se pomoću izvedenih formula mogu jednostavnije riješiti 
neki problemi koje smo već riješili. Nađimo ponovo vjerovatnoću da se kod 
lotoa u kojem se izvlači 6 od ukupno 49 brojeva pogode 4 izvučena broja. Neka 
univerzu sačinjavaju brojevi od 1 do 49, koju ćemo podijeliti u dvije klase: 
izvučeni brojevi, kojih ima 6 (posve je nebitno što ne znamo koji su to izvučeni 
brojevi, bitno je samo koliko ih ima), i ostali brojevi, kojih ima 43. Dakle, 
imamo n = 49, ni =6 i m =43. Prema uvjetima zadatka jem=6,mi=4im=2 
(s obzirom da tiket sadrži 6 brojeva, a tražimo da od njih 4 broja budu izvučeni 
brojevi), a ponavljanje brojeva nije dozvoljeno. Prema prethodno izvedenoj 
formuli, imamo: 
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_ 6! 60430 _— 645 


PZA 49® 665896 


= (0.0009686 = 0.09686% 


Vidimo da smo dobili isti rezultat kao i ranije. Ilustrirajmo ovo na još nekoliko 
primjera koji su vezani za primjere koje smo ranije rješavali. 


> Primjer: Kolika je vjerovatnoća da će 6 izvučenih karata iz špila od 52 karte 
sadržavati 3 karte sa slikom i 2 asa? 


Podijelimo univerzu svih karata na klasu karata sa slikom, klasu asova i 
klasu ostalih karata, tako da jen=52,nmi=12,m=41in3=36. Prema uvjetima 
zadatka, za traženi uzorak vrijedi m= 6, mj=3, m =2 i m;= 1. Kako ponavljanje 
nije dozvoljeno, za traženu vjerovatnoću dobijamo: 


6! 12949360 _ 1188 


= = = 0.002334 = 0.2334% 
321 520 508963 i 


p 


> Primjer: Kolika je vjerovatnoća da se dobiju barem dvije četvrtice prilikom 
pet uzastopnih bacanja igraće kocke? 


Ovaj problem možemo riješiti na dva načina. Primijetimo da ukoliko 
tražimo barem dvije četvrtice u pet uzastopnih bacanja, to znači da se mogu 
pojaviti dvije, tri, četiri ili pet četvrtica. U svim ovim varijantama, univerza je 
skup svih mogućih ishoda bacanja kocke (sa 6 elemenata), koji možemo 
podijeliti na klasu četvrtica (sa jednim elementom) i klasu ostalih brojeva (sa 5 
elemenata). Dakle, u svim varijantama je n=6, n;=1 i n,=5. Također, u svim 
varijantama imamo uzorke sa 5 elemenata (dakle m=5) uz dozvoljeno 
ponavljanje elemenata, ali se struktura uzoraka razlikuje od varijante do 
varijante, tako da ovisno od varijante m, može biti 2, 3, 4 ili 5, dok m, može biti 
3, 2, 1 ili O (tim redom). Kako se ove varijante međusobno isključuju, za traženu 
vjerovatnoću dobijamo: 


P= 236 6. 3216 6. 416 6. SO 6 '6 


AS 105 I BE MG 
3888 3888 7776 7776 3888 


POE PEE S O 


= 0.1962 = 19.62% 


Do istog rezultata možemo doći i brže. Naime, posmatrajmo komplementarni 

(tj. suprotni) događaj, odnosno događaj u kojem su se pojavile manje od dvije 

četvrtice u pet uzastopnih bacanja. To zapravo znači da se pojavila jedna ili 

nijedna četvrtica. Označimo vjerovatnoću ovog suprotnog događaja sa p'. Ovu 

vjerovatnoću možemo izračunati na isti način kao i pri prvom načinu, samo što 
ovdje imamo dvije umjesto četiri varijante, tako da je: 

5! (15 5! EV) 3125 3125 3125 

se tg) CN = 


== ——— | —— = 


= +— = = 
PO a 6 6 05! 6" 6 7776. 71716 3888 
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Konačno, za vjerovatnoću traženog događaja, prema zakonu p(A)+ p(A) = 1, 
imamo: 


,_1{_ 3125 _ 763 


p=1-p=1 = = 0.1962 = 19.62% 
3888 3888 


Vidimo da smo došli do istog rezultata. Računanje preko vjerovatnoće suprotnog 
događaja uvijek se isplati ukoliko se suprotan događaj sastoji od manje varijanti 
nego sam događaj. Korištenje suprotnog događaja naročito je pogodno kada se 
traži vjerovatnoća da se dogodi barem jedan ishod od više traženih ishoda, jer u 
tom slučaju suprotni događaj uključuje samo jednu varijantu (tj. varijantu u kojoj 
se nije dogodio niti jedan od traženih ishoda). 


> Primjer: U skupini od 100 studenata nalazi se po 30 studenata smjerova S; i 
S2 i po 20 studenata smjerova S3 i Sa. Sa svakog smjera nalazi se jednak broj 
pripadnika muškog i ženskog pola. Kolika je vjerovatnoća da nasumično 
izabrana skupina od 10 studenata sadrži tačno 4 studenta smjera S; i tačno 5 
djevojaka? 


Ovaj problem također možemo riješiti korištenjem formule za računanje 
vjerovatnoće pri izboru uzoraka. Međutim, ne možemo prosto formirati klasu 
studenata smjera S, i klasu djevojaka, jer te klase nisu disjunktne. Zbog toga 
ćemo univerzu A svih studenata koja ima n = 100 elemenata podijeliti u sljedeće 
disjunktne klase: 


— Klasa A; studenata smjera S, muškog pola (n; = 15); 
— Klasa A, studenata smjera S, ženskog pola (m = 15); 
— Klasa A; studenata ostalih smjerova muškog pola (n = 35); 
— Klasa A, studenata ostalih smjerova ženskog pola (n4 = 35). 


Neka uzorak od m = 10 studenata sadrži m; elemenata iz klase A;,i=1..4. 
Prema uvjetima zadatka imamo m; +m = 4, m+my=51imy+m+m3+ma= 10. 
Odavde je mı =4-m, ms=m+limy=5-m. Kako m, može imati bilo koju 
vrijednost od 0 do 4, imamo 5 različitih tipova uzoraka (po jedan tip za svaku 
vrijednost m), tako da ukupnu vjerovatnoću dobijamo sabiranjem vjerovatnoća 
za svaki mogući tip uzorka. Stoga je: 


4 
p= )) P(100,10;15,15,35,35;4—m,,m;,m,+1,5—m,) = 
mo =0 
u > C(15,4-m,)C(15,m,) C(35,m;+1)C35,5—m,) 
m,=0 C(100, 10) 


= (0.0536 % = 5.36 % 


> Primjer: Kolika je vjerovatnoća da će među 6 nasumično izvučenih karata 
iz špila od 52 karte biti zastupljene sve boje? 


Podijelimo univerzu od n = 52 karte na 4 jednake klase koje predstavljaju 4 
boje (pik, tref, karo i herc), tako daje nı = m = n3 = n4 = 13. Da bi u uzorku od 6 
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karata bile zastupljene sve boje, postoje dvije mogućnosti. Prva mogućnost je da 
imamo tri karte jedne boje i po jednu kartu od svake od tri preostale boje. Druga 
mogućnost je da dva puta po dvije karte iste boje i po jednu kartu od svake od 
dvije preostale boje. Međutim prva mogućnost može nastupiti na četiri načina, 
jer postoje četiri mogućnosti koja će od četiri boje biti ona koju posjeduju tri 
karte. Svi ti načini imaju istu vjerovatnoću, pa za njihovo računanje možemo bez 
umanjenja općenitosti uzeti da je mı = 3, m = m = m4 = 1 i pomnožiti dobijenu 
vjerovatnoću sa 4. Slično, druga mogućnost može nastupiti na C(4, 2) = 6 načina, 
jer toliko ima načina da od četiri boje izaberemo dvije. Stoga za računanje 
vjerovatnoće druge mogućnosti možemo uzeti m; =m,=2, m=m=1i 
pomnožiti dobijenu vjerovatnoću sa 6. Stoga tražena vjerovatnoća iznosi: 


_,.CU39CA3D" 6. C032’ C43 D? _,, 628342, £, 1028196_ 
C(52,6) C(52,6) 20358520  2035852( 


_ 8682544 _ 83486 
20358520 195755 


= 0.4265 = 42.65 % 


Izloženi primjeri lijepo ilustriraju da se, uz malo domišljatosti, mnogi klasični 
problemi nalaženja vjerovatnoća mogu svesti na problem računanja vjerovatnoće 
pri izboru uzoraka. 


7.4 Uvjetna (relativna) vjerovatnoća i nezavisni događaji 


Intuitivni doživljaj vjerovatnoće nekog događaja može se promijeniti u 
slučaju da imamo apriornu informaciju da se neki drugi događaj već dogodio. Na 
primjer, vidjeli smo da prilikom bacanja potpuno pravične igraće kocke, 
vjerovatnoća da će kocka pasti na broj veći od 3 iznosi 3/6 = 1/2. Međutim, 
pretpostavimo da imamo saznanje da je sigurno pao paran broj. Ova informacija 
smanjuje broj mogućih događaja sa 6 na 3, jer nakon ovog saznanja ostaju samo 
mogućnosti da je pala dvojka, četvorka ili šestica. S druge strane, ova 
informacija smanjuje i broj povoljnih događaja, jer sad kao povoljni događaji 
ostaju samo mogućnosti da je pala četvorka ili šestica (s obzirom da je 
mogućnost pojave petice eliminirana). Stoga sada vjerovatnoća da će kocka pasti 
na broj veći od 3 iznosi 2/3. Kaže se da vjerovatnoća pojave broja većeg od 3 
pod uvjetom da je pao paran broj iznosi 2/3. S druge strane, ukoliko imamo 
saznanje da je pao paran broj, vjerovatnoća pojave jedinice iznosi 0, s obzirom 
da nemamo niti jedan povoljan događaj (pojava jedinice nije uključena u moguće 
događaje nakon ove informacije). Drugim riječima, vjerovatnoća pojave jedinice 
pod uvjetom da je pao paran broj iznosi 0. Vjerovatnoća nekog događaja računata 
pod uvjetom da znamo da se neki drugi događaj već dogodio naziva se uvjetna 
(uslovna) odnosno relativna vjerovatnoća, za razliku od klasično definirane 
vjerovatnoće (računate u odsustvu bilo kakvih dodatnih informacija) koja se 
naziva bezuvjetna odnosno apsolutna vjerovatnoća (nekad se koristi i izraz 
apriorna vjerovatnoća, iako ovaj izraz ima i druga značenja u nekim drugim 
kontekstima). 
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Provedeno razmatranje može se ovako formalizirati. Vjerovatnoća da se 
desio događaj B pod uvjetom da se prethodno desio događaj A označava se sa 
p(B/A), a formalno se definira kao p(B/A) =p(AB)/p(A). Ovdje je p(AB) 
vjerovatnoća događaja AB, odnosno vjerovatnoća da su se dogodili i događaj A 
i događaj B. Recimo, neka imamo ponovo primjer sa bacanjem igraće kocke. 
Neka je A događaj “pao je paran broj”, B događaj “pao je broj veći od 3" i C 
događaj “pala je jedinica". Apsolutne (apriorne) vjerovatnoće ovih događaja 
očigledno iznose p(A)=1/2, p(B)=1/2 i p(C)=1/6. Dalje, događaj AB 
predstavlja događaj “pao je paran broj veći od 3”, odnosno “pala je četvorka ili 
šestica", tako da imamo p(AB)=2/6=1/3. S druge strane, događaj AC je 
nemoguć, jer su događaji A i C nespojivi (formalno posmatrano, događaj AC 
glasi “pala je jedinica i paran broj (misli se u istom bacanju)"). Zbog toga, 
vrijedi p(AC) =0. Sada, prema navedenoj definiciji uvjetne vjerovatnoće imamo 
p(B/A) = p(AB)/p(A) =(1/3)/(1/2) =2/3 i p,C/A)=p(AC)/p(A) =0/(1/2) = 0, 
što je sasvim u skladu sa ranije provedenim intuitivnim rezonovanjem. 


> Primjer: Iz kutije u kojoj se nalazi jedna bijela, tri crne i dvije zelene 
kuglice, nasumice se izvlači jedna kuglica. Kolika je vjerovatnoća da je 
izvučena zelena kuglica ukoliko je poznato da nije izvučena crna kuglica? 
Neka su A, B i C redom događaji “izvučena je bijela kuglica", “izvučena je 
crna kuglica" i “izvučena je zelena kuglica". Uz pretpostavku da je izvlačenje 
svake od kuglica jednako vjerovatno, bezuvjetne vjerovatnoće događaja A, B i C 
redom iznose p(A) = 1/6, p(B) =3/6 = 1/2 i p(C) =2/6 = 1/3. Tražena vjerovatnoća 
je zapravo p(C/(A+C)) (odnosno p(C/B)), tako da imamo 


ge oj,s E MI. PO 
p(A+C) P(A+C)  p(A+O) 
pO _ 1/3 


TAHO V6+18 3 


Za dva događaja A i B kažemo da su nezavisni ukoliko pojava događaja A 
ni na kakav način ne utiče na pojavu događaja B (niti obrnuto). Formalno 
iskazano, događaji A i B su nezavisni ukoliko vrijedi p(B/A) = p(B) odnosno 
P(A/B) = p(A) (nema potrebe za provjeravanjem oba uvjeta, jer se veoma lako 
pokazuje da jedan povlači drugi). S obzirom da su relativne vjerovatnoće 
formalno definirane preko vjerovatnoće produkta događaja, odnosno s obzirom 
da je p(B/A)=p(AB)/p(A), uvjet nezavisnosti događaja može se iskazati u 
obliku p(AB) =p(A) p(B). Međutim, u mnogim slučajevima je intuitivno jasno 
da su događaji A i B nezavisni, tako da se u takvim slučajevima nezavisnost 
događaja A i B može prosto postulirati, tj. uzeti kao poznata činjenica. Uz takvu 
pretpostavku vjerovatnoću događaja AB možemo izračunati iz vjerovatnoća 
događaja A i B po formuli p(AB) =p(A) p(B). Recimo, možemo praktično sa 
sigurnošću tvrditi da pad savršeno pravične igraće kocke ni na koji način ne 
zavisi od rezultata utakmice Sarajevo — Željezničar, tako da su ta dva događaja 
nezavisna. Također, kada izvlačimo dvije karte iz špila karata, vjerovatnoća da 
će druga izvučena karta biti kralj ni na koji način ne ovisi od toga koje je boje 


379 


bila prva izvučena karta, tako da su ti događaji također nezavisni. S druge strane, 
vjerovatnoća da će druga izvučena karta biti kralj zavisi od vrijednosti prve 
izvučene karte. Zaista, ukoliko je prva karta također bila kralj, manja je 
vjerovatnoća da će u drugom pokušaju biti izvučen kralj nego u slučaju da je 
prva izvučena karta bila neka druga, s obzirom da se nakon izvlačenja jednog 
kralja u špilu nalazi jedan kralj manje. 


> Primjer: Dva strijelca gađaju metu, pri čemu je poznato da vjerovatnoće 
pogotka mete za prvog i drugog strijelca iznose 70% i 80% respektivno. 
Kolika je vjerovatnoća da je meta pogođena nakon što oba strijelca ispale po 
jedan hitac? 


Označimo događaje "prvi strijelac je pogodio metu" 1 "drugi strijelac je 
pogodio metu" sa A i B respektivno. Mi tražimo vjerovatnoću događaja A+B 
koji glasi “metu je pogodio prvi ili drugi strijelac (ili obojica)“. Poznato je da 
vrijedi p(A+B)=p(A)+p(B)-p(AB). Apriorne vjerovatnoće p(A)=0.7 i 
p(B)=0.8 poznate su iz postavke problema. Potrebna nam je još vjerovatnoća 
p(AB). Možemo tvrditi da to da li će jedan strijelac pogoditi metu ili ne ni na 
kakav način ne ovisi o tome da li je drugi strijelac pogodio metu ili ne (ako 
isključimo moguće razloge psihološke prirode), tako da su ti događaji nezavisni. 
Na osnovu toga izvodimo p(A B) = p(A) p(B) =0.7 -0.8 = 0.56, tako da konačno 
imamo p(A +B) = 0.7 + 0.8- 0.56 = 0.94 = 94 %. Ovdje imamo tipični račun teorije 
vjerovatnoće: teorija ne kaže šta znači dobijena vjerovatnoća od 94 %, niti na 
koji način su dobijeni ulazni podaci 70 % 1 80 %. Jednostavno, činjenica je da ako 
su vjerovatnoće pogodaka mete za jednog i drugog strijelca 70 % odnosno 80 %, 
tada vjerovatnoća pogotka mete nakon što obojica ispale po jedan hitac 
garantirano iznosi 94 %, ma šta to značilo. 


Do istog rezultata možemo doći i na drugi način. Posmatrajmo suprotne 
događaje A i B događaja A i B, tj. događaje “prvi strijelac nije pogodio metu" i 
“drugi strijelac nije pogodio metu". Njihove vjerovatnoće su p(A)=1—p(A) =0.3 
i iB)=1-p(B) =0.2. Ako su događaji A i B nezavisni, tada su nezavisni 
također i događaji A i B, tako da je p(AB)=p(A)p(B) =0.06. Događaj AB je 
događaj “niti jedan strijelac nije pogodio metu", tako da je njegov suprotni 
događaj upravo traženi događaj “barem jedan strijelac je pogodio metu" (ovo je 
u skladu sa De Morganovom teoremom za događaje AB=A+B). Na osnovu 
ovoga, slijedi da je p(A+B)=1-p(AB)=0.94=94 %. 


Maločas smo spomenuli i mogući psihološki efekat pogotka jednog strijelca 
na pogodak drugog strijelca. Zaista, moguće je da i takav utjecaj postoji. 
Međutim, da bismo uključili i takvu mogućnost u račun, morale bi nam biti 
poznate vjerovatnoće pogotka drugog strijelca u slučaju da je prvi strijelac 
pogodio metu, kao i u slučaju da prvi strijelac nije pogodio metu. Drugim 
riječima, morale bi nam biti poznate vjerovatnoće p(B/A) i p(B/A). Samo 
računanje vjerovatnoće pogotka u tom slučaju moglo bi se obaviti u skladu sa 
razmatranjima koja će biti provedena u sljedećem odjeljku. 
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Treba napomenuti da rezultate više ponovljenih eksperimenata možemo 
smatrati međusobno neovisnim kad god ne postoji memoriranje rezultata 
eksperimenta u samom sistemu nad kojim se obavlja eksperiment, odnosno 
ukoliko izvođenje eksperimenta ne ostavlja nikakav trag nad sistemom nad 
kojim se obavlja eksperiment. Recimo, kada bacamo savršeno pravičan novčić, 
vjerovatnoća da će pasti glava ili pismo ni na koji način ne ovisi od prethodnih 
bacanja (tj. novčić ne može memorirati kako su se završila prethodna bacanja) i 
uvijek iznosi 1/2. Mnogi ljudi nisu posve svjesni ove činjenice. Zaista, mnogi će 
na pitanje kolika je vjerovatnoća da će pasti glava nakon što je 10 puta zaredom 
pala glava odgovoriti da je takva vjerovatnoća veoma mala, mada je ustvari ta 
vjerovatnoća 1/2, isto kao da nikakvu informaciju o prethodnim bacanjima nismo 
imali. Ovdje treba jasno razlikovati dvije stvari: vjerovatnoća da 11 puta zaredom 
padne glava zaista je vrlo mala (1/2'', odnosno nešto manje od 0.05%), ali 
vjerovatnoća da jedanaesti put padne glava ni najmanje ne ovisi od toga koliko 
puta je glava pala prije toga (zaista, novčić to ne može znati). Također, neka je u 
4 kola lota zaredom izvučen broj 5. Mnogi misle da to znatno smanjuje 
vjerovatnoću da u sljedećem kolu bude ponovo izvučen broj 5. To, naravno, nije 
tačno. Vjerovatnoća izvlačenja broja 5 ne ovisi od toga koliko je puta on bio 
izvučen prije. Ono što je zaista malo je vjerovatnoća da pet puta zaredom bude 
izvučen broj 5. Treba uočiti razliku između te vjerovatnoće i vjerovatnoće da 
bude izvučen broj 5 nakon što je četiri puta izvučen broj 5 (ona je ista kao i 
apsolutna vjerovatnoća izvlačenja broja 5, s obzirom da su izvlačenja u različitim 
kolima međusobno potpuno nezavisna, ili bi bar takva trebala da budu, ukoliko 
vjerujemo u pravičnost cijelog sistema igre i prateće opreme). 


U vezi sa prethodnim razmatranjem, interesantno je ukazati na još jedan 
problem psihološke prirode. Posmatrajmo, na primjer, igru loto, u kojoj se izvlači 
recimo 6 brojeva iz opsega od 1 do 49. Postavimo sada pitanje da li je vjerovatnije 
da je dobitna kombinacija brojeva 1, 2, 3,4, 5, 6 ili recimo neka druga kombinacija 
poput 3, 7, 11, 23, 40, 47. Mnogi će tvrditi da je prva od ove dvije kombinacije 
daleko manje vjerovatna, čak će tvrditi da ona nema “nikakvih šansi” za uspjeh. 
Međutim, obje ove kombinacije imaju posve istu vjerovatnoću da budu izvučene. 
Zapravo, kako vjerovatnoća izvlačenja nekog broja koji nije do tada bio izvučen ni 
na kakav način ne ovisi od toga koji su brojevi izvučeni prije njega, neposredno 
slijedi da sve kombinacije brojeva imaju jednaku vjerovatnoću da budu izvučene, 
koliko god se to opiralo intuiciji koja govori da “razbacane” kombinacije brojeva 
imaju veću vjerovatnoću izvlačenja nego kombinacije “pravilne” strukture. 
Doduše, istina je da je vjerovatnoća da bude izvučena neka “razbacana” 
kombinacija (pri čemu ne mislimo na neku konkretnu kombinaciju) znatno veća 
nego vjerovatnoća da bude izvučena neka “pravilna? kombinacija, iz prostog 
razloga što “razbacanih” kombinacija ima znatno više nego “pravilnih”. 


Bitno je ukazati na neke česte greške u rezonovanju vezane za računanje 
vjerovatnoće događaja A B. Neka je potrebno odrediti vjerovatnoću događaja “u 
jednom bacanju igraće kocke pala je trojka, a u drugom bacanju pao je paran 
broj”, uz pretpostavku potpune pravičnosti kocke. Neka je događaj A “u prvom 
bacanju kocke pala je trojka". Njegova vjerovatnoća je p(A)=1/6. Neka je 
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događaj B “u drugom bacanju kocke pao je paran broj”. Njegova vjerovatnoća je 
p(B) = 1/2. Prvo i drugo bacanje kocke su posve neovisni (rezultat prvog bacanja 
ni na koji način ne utječe na rezultat drugog bacanja), tako da vrijedi 
P(AB) =p(A) p(B) = 1/12. Međutim, ovo nije vjerovatnoća traženog događaja, iz 
prostog razloga što AB nije traženi događaj. Zaista, događaj AB glasi “u prvom 
bacanju igraće kocke pala je trojka, a u drugom bacanju pao je paran broj", dok 
traženi događaj dopušta mogućnost da paran broj padne u prvom, a trojka u 
drugom bacanju kocke. Slijedi da je vjerovatnoća traženog događaja zapravo 
dvostruko veća od vjerovatnoće p(A B), odnosno iznosi 1/6. Uzmimo sada da je 
događaj A “u barem jednom od dva bacanja kocke pala je trojka", a događaj B 
“u barem jednom od dva bacanja kocke pao je paran broj". Koristeći metod 
suprotnih događaja koji smo već koristili u ranijim primjerima, nije teško 
izračunati da je p(A)= 1—(5/6)? =11/36 i p(B)=1—(1/2)=3/4. Uz ovako 
definirane događaje A i B, nije teško pokazati da traženi događaj zaista jeste 
događaj AB. Međutim, njegova vjerovatnoća nije p(A) p(B)= 11/48. Naime, 
ovako definirani događaji A i B nisu nezavisni. Zaista, saznanje da je u barem 
jednom bacanju kocke pala trojka smanjuje šanse da je u barem jednom bacanju 
kocke pao paran broj. Sličnu grešku napravili bismo ukoliko bi događaji A i B 
bili “u tačno jednom od dva bacanja kocke pala je trojka" odnosno “u tačno 
jednom od dva bacanja kocke pao je paran broj“. Jedini način za ispravno 
računanje vjerovatnoće traženog događaja je razlikovanje slučaja kada je prvo 
bacanje rezultiralo trojkom, a drugo bacanje parnim brojem, i slučaja kada je 
prvo bacanje rezultiralo parnim brojem, a drugo bacanje trojkom. 


Interesantno je uočiti da je dio problema na koje je maločas ukazano 
uzrokovan i jednom jezičkom zavrzlamom bosanskog jezika. Naime, riječ 
“drugi” u bosanskom jeziku može imati dva prilično različita značenja, koja se u 
engleskom jeziku javljaju kao dvije posve različite riječi “second? i "another". 
Po prvom značenju, riječ “drugi” odnosi se na poredak, odnosno “ono što slijedi 
iza prvog", dok po drugom značenju, riječ “drugi” ima značenje “različit od onoga 
o čemu se maločas govorilo“. Sada nije teško uočiti da u formulaciji problema 
koji smo razmatrali, riječ "drugom" ima drugo od dva opisana značenja, dok 
problemi nastaju ukoliko ovoj riječi, pri analizi problema, brzopleto pridružimo 
prvo od dva opisana značenja. 


Principijelno je vjerovatnoću događaja AB moguće izračunati čak i ukoliko 
događaji A i B nisu nezavisni, koristeći relacije p(AB) =p(A) p(B/A) odnosno 
P(AB) =p(B)p(A/B). Međutim, tada je neophodno znati relativne vjerovatnoće 
p(B/A) ili p(A/B). U sljedećem odjeljku ćemo vidjeti da su česti problemi iz 
kojih su ove vjerovatnoće poznate iz same postavke problema. 


7.5 Totalna vjerovatnoća i Bayesova teorema 
Pretpostavimo da neki događaj A može nastupiti sa jednim i samo jednim 


događajem iz neke skupine događaja A;, i=1..n koji se međusobno isključuju. U 
tom slučaju, događaji AA; također su međusobno isključivi, i pri tome je 
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A=AA;+AA+.. FAA,. S obzirom na tu činjenicu, kao i činjenicu da vrijedi 
p(AA) =p(A»p(A/A), zaključujemo da vrijedi 


p(A) = >, pA D pA) 


i=1 


Događaji A; i=1..n nazivaju se mogući uzroci događaja A, dok se posljednja 
formula naziva teorema o totalnoj vjerovatnoći. Ona se koristi za računanje 
vjerovatnoće nekog događaja ukoliko su poznate vjerovatnoće svakog od 
mogućih uzroka tog događaja, kao i relativne vjerovatnoće događaja ukoliko se 
tačno zna koji je od njegovih mogućih uzroka nastupio. 


Kako vrijedi (AB) =p(A)p(B/A) i p(A B) = p(B) p(A/B), neposredno slijedi 
da vrijedi jednakost p(A) p(B/A)= p(B) p(A/B), odakle dobijamo važno pravilo 
P(B/A) = p(B)p(A/B)/p(A). Ovo pravilo se mnogo koristi ukoliko je potrebno 
izračunati uvjetnu vjerovatnoću p(B/A) na osnovu poznate uvjetne vjerovatnoće 
p(A/B) i apriornih vjerovatnoća p(A) i p(B). 


Opisano pravilo predstavlja specijalni slučaj tzv. Bayesove' teoreme koja je 
od velikog značaja u teoriji vjerovatnoće. Ona omogućava da ukoliko znamo da 
se neki događaj desio, odredimo vjerovatnoću da je taj događaj uzrokovao neki 
od mogućih uzroka. Da bismo dobili opći oblik Bayesove teoreme, stavimo 
B=A, čime dobijamo p(A,/A)=p(A»p(A/Ay/p(A). Ukoliko sada na p(A) 
primijenimo teoremu o totalnoj vjerovatnoći, dobijamo 


pA) pA) 


n 


X p(A,) P(AJA,) 


i=1 


,k=l.n 


P(A/A) = 


Ovo je opći oblik Bayesove teoreme i vrijedi pod istim uvjetima kao i teorema o 
totalnoj vjerovatnoći. Zapravo, obje teoreme vrijede kad god događaji A;, i= 1..n 
iz nekog skupa X obrazuju potpuni sistem događaja, a A je ma koji događaj iz 
istog skupa X. 


Interesantno je navesti jednu jednostavnu posljedicu specijalnog slučaja 
Bayesove teoreme, koja se može koristiti za računanje vjerovatnoće produkta 
više od dva događaja. Naime, za produkt 3 događaja A, B i C možemo pisati 


p(ABC)=p(C) p(AB/C) = p(C) (p(A B) p(C/AB)/p(C)) = 
= plAB)p(C/A B) = p(A) p(B/A) p(C/A B) 


Generalizacijom ove formule za n događaja dolazimo do sljedeće formule, koja 
se lako dokazuje matematičkom indukcijom: 


p(A1A2...Ap) = p(A1) p(A2/A1) p(A3/A2A;) ... PASA A2... Ap) 


! Thomas Bayes (1702-1761), britanski matematičar i svećenik. Objavio dva djela u životu — jedno kojim je 
branio Newtonove matematičke principe od kritičara, te jedno iz područja teologije. 
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> Primjer: Od 3 mašine u jednom pogonu prva proizvodi 20%, druga 30% a 
treća 50% od ukupne proizvodnje. Pri tome, prva proizvede 5%, druga 4% a 
treća 2% robe sa greškom (škarta) tokom proizvodnje. Odrediti kolika je 
vjerovatnoća da se proizvede roba sa greškom, kao i kolika je vjerovatnoća 
da je slučajno pronađenu robu sa greškom proizvela prva mašina. 


Označimo sa A;, i= 1..3 događaje “robu je proizvela i-ta mašina". Očigledno 
je A,\A;= O zaižji A1:+A;+A3=I. Iz postavke problema slijedi p(A,)=0.2, 
p(A»)=0.3 i p(A2)=0.5. Dalje, neka je A događaj “proizvedena je roba sa 
greškom". Događaji A A; i=1..3 glase “robu sa greškom proizvela je i-ta 
mašina". Iz postavke zadatka također slijedi p(A/A;)=0.05, p(A/A2)=0.04 i 
p(A/A3)=0.02, s obzirom da p(A/A;) predstavlja vjerovatnoću da je proizvedena 
roba sa greškom uz pretpostavku da ju je proizvela i-ta mašina. Mi zapravo 
tražimo p(A), koju dobijamo na osnovu teoreme o totalnoj vjerovatnoći: 


P(A) = pA) PAA) +p(A2) p(A/A2) + p(A3) p(A/A3) = 0.032 = 3.2% 


Sada, vjerovatnoću p(A,/A) da je robu sa greškom proizvela prva mašina lako 
nalazimo pomoću Bayesove teoreme: 


P(A JA) = p(A»p(A/Ap/p(A) = 0.3125 = 31.25% 


> Primjer: Na avion se ispaljuju tri protivavionske rakete, čije su vjerovatnoće 
pogađanja 40 %, 50 % i 70 % respektivno. Ako avion pogodi jedna raketa, on 
pada sa vjerovatnoćom 20%, u slučaju pogotka sa dvije rakete pada sa 
vjerovatnoćom 50 %, dok u slučaju da ga pogode tri rakete, on pada sigurno. 
Kolika je vjerovatnoća da će avion biti oboren? 


Označimo sa A; događaje “Avion je pogodila i-ta raketa" (i= 1..3), a sa B; 
događaje “Avion je pogođen sa ukupno i raketa" (/=0..3). Prema postavci 
zadatka imamo p(A1) =0.4, p(A2)=0.5 i p(A3)=0.7. Vjerovatnoće događaja B; 
možemo indirektno izračunati koristeći pravila algebre događaja, s obzirom da je 


By = =A 14A2A3, B,= =A LAoA3 + A LAoA3 +A 14A2A3, B= =A 1A2A3 +A 1A2A3 + A 1A2A3 
i B; = A1A2A; i da su događaji A;, A2 i A; međusobno nezavisni: 


P(Bo) =p(A) PA) pA) = (1—p(A)))(1—p(Az))(1—p(Ax3)) = 
= (1-0.4) - (1-0.5) - (1—0.7) = 0.09 
PE = p(A1) p(A2) p(A3) + pA) PCA) pAs) + pA) pA) p(A3) = 
= p(A»(1-p(Ax)-p(A3))+(1-p(Ap)p(A»(1-p(A3)) + 
+(1-p(Ap»)1-p(Ax)p(A3) = 
= 0.4-(1—0.5)+(1—0.7) +(1—0.4) - 0.5 : (1—0.7) + (1-0.4) : (1-0.5) - 0.7 = 0.36 


p(@æB2) =p(Ay) p(A») p(A3) +p(A)) p(A») p(A3) + p(A) p(A») p(A3) = 
= p(A:)p(A) (1 -p(A3))+p(A) (1 —p(A;)) p(A3) +(1—p(A;)) p(A;) p(A3) = 
= 0.4-0.5 :(1—0.7) + 0.4-(1—0.5)+0.7 + (1—0.4) - 0.5 -0.7 = 0.41 


p(B4) =p(A;)p(A2)p(A3) = 0.4 - 0.5 -0.7 = 0.14 
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Neka je sada C događaj “Avion je oboren". Na osnovu podataka iz postavke 
problema imamo p(C/Bo) = 0, p(C/B;) =0.2, p(C/B;) =0.5 i p(C/B3) =1, pa na 
osnovu pravila o totalnoj vjerovatnoći imamo: 


P(O) = p(Bo) p(C/Bo) + p(By) p(C/B;) + p(B2) p(C/B2) +p(B3) p(C/B3) = 
=0.09:0+0.36 -0.2 +0.41 -0.5 +0.14- 1 = 0.417 = 41.7 % 


> Primjer: Tri lovca su gađala medvjeda, za koji se kasnije ispostavilo da je 
pogođen jednim metkom. Poznato je da vjerovatnoće uspješnog pogotka za 
svakog od ova tri lovca iznose respektivno 30 %, 50 % i 20 %. Koliko iznose 
vjerovatnoće da je medvjeda pogodio prvi, drugi, odnosno treći lovac? 


Neka je A; događaj "Medvjeda je pogodio i-ti lovac" (i=1..3). Prema 
postavci problema imamo p(A;) =0.3, p(A2) =0.5 1 p(A4) = 0.2. Dalje, neka je A 
događaj "Medvjed je pogođen tačno jednim metkom". Kako za događaj A vrijedi 
A=A AA; HA A,A; HA AA; i kako su događaji A;, i=1..3 međusobno 
neZavisni, imamo 


p(A) =p(A;) p(A2) p(A3) + p(A1) p(A2) p(A3) + p(A1) p(A2) p(A3) = 
=p(A)(1-p(A))(1-p(A3)) +(1-p(A D p(A;)(1—p(A3)) + 
+(1—p(A)))(1—p(A;)) p(A,) = 
= 0.3+(1—0.5)-(1—0.2) +(1—0.3)+0.5-(1—0.2)+(1—0.3)-(1—0.5)-0.2 = 0.47 


Ovdje se zapravo traže uvjetne vjerovatnoće p(A;/A),i=1..3. Njih lako 
možemo odrediti pomoću Bayesove teoreme ukoliko su nam poznate uvjetne 
vjerovatnoće p(A/A)), i=1..3. Nažalost, one nisu poznate iz postavke problema. 
Međutim, njih možemo lako izračunati preko formule p(A/A)=p(AA)»/p(A), s 
obzirom da se vjerovatnoće p(AA;) mogu izračunati koristeći pravila algebre 
događaja. Naime, množenjem izraza za A sa A;,i=1..3 lako uočavamo da je 
AA; = A AA, AA, = A AA; i AA; = A AA, tako da imamo: 


p(A/A)) = p(Az) p(As) = (1—Pp(Az2))(1—p(As)) = (1-0.5) - (1—0.2) =0.4 
P(A/A;) = pA) p(A3) = (1—Pp(A))(1—p(A;)) = (1—0.3) + (1—0.2) =0.56 
p(A/A3) = pA) pA) = (1-p(A D) (I—p(Az)) = (1-0.3) : (1—0.5) =0.35 


Sada imamo sve neophodne podatke na osnovu kojih možemo izračunati 
tražene uvjetne vjerovatnoće primjenom Bayesove formule: 


P(AVJA) = p(A)) p(A/A1)/p(A) =0.3-0.4/0.47 = 0.255 = 25.5 % 


P(A2/A) = p(A2) p(A/A2) /p(A) =0.5+0.56/0.47 = 0.596 = 59.6 % 
P(AY/A) = p(A3) p(A/A3)/p(A) =0.2-0.35/0.47 =0.149 = 14.9% 
Izvedene formule za uvjetne vjerovatnoće p(A/A)), i= 1..3 mogu se veoma 


lako objasniti i intuitivnim putem. Recimo, ako se zna da je medvjeda pogodio 
prvi lovac, tada je vjerovatnoća da je medvjed pogođen samo jednim metkom 
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jednaka produktu vjerovatnoća da su svi ostali lovci promašili, jer je samo u tom 
slučaju moguće da medvjed bude pogođen samo jednim metkom. 


7.6 Eksperimentalno određivanje i interpretacija vjerovatnoće 


Mada je rečeno da se sama teorija vjerovatnoće ne bavi pitanjem značenja 
vjerovatnoće nekog događaja, nego je posmatra kao puku formalnu vrijednost 
pridruženu nekom događaju koja zadovljava neke propisane osobine, sasvim je 
jasno da pojam vjerovatnoće nije nastao iz čisto formalističkih razloga, nego da 
je imao neku motivaciju iz realnosti. Intuitivno, vjerovatnoća nekog događaja 
trebala bi predstavljati neku mjeru mogućnosti da se događaj dogodi, ali takvu 
interpretaciju je veoma teško staviti pod neke precizne okvire. Zapravo, posve je 
nemoguće dati preciznu interpretaciju šta predstavlja vjerovatnoća nekog događaja, 
a da se u toj interpretaciji ne iskoristi makar neka intuitivna predodžba o 
vjerovatnći koja sama po sebi nije precizna, poput predodžbe da je događaj čija 
je vjerovatnoća vrlo bliska jedinici "gotovo izvjestan“ (ovdje se problem javlja 
pri pokušaju preciziranja značenja sintagmi poput “gotovo izvjestan" ili “skoro 
siguran", itd.). U nastavku će biti izložene neke činjenice koje će ipak razjasniti 
smisao uvođenja pojma vjerovatnoće događaja. 


Neka smo neki eksperiment ponovili n puta, pri čemu je n relativno velik 
broj, i neka se u toj seriji eksperimenata događaj A dogodio na puta. Od samog 
osnutka teorije vjerovatnoće primijećeno je da ukoliko iz opravdanih razloga 
očekujemo da neki događaj ima vjerovatnoću p(A) (u onom smislu kojem 
očekujemo da bi vjerovatnoća pojave petice pri bacanju savršeno pravične igraće 
kocke trebala biti 1/6, ili da bi vjerovatnoća da padne glava pri bacanju savršeno 
pravičnog novčića trebala biti 1/2), tada je količnik n,/n najčešće vrlo blizak 
broju p(A). Drugačije iskazano, broj na najčešće je vrlo blizak broju n p(A). Na 
primjer, ukoliko bacimo savršeno pravedan novčić 1000 puta, sa razlogom 
očekujemo da će novčić pasti na glavu otprilike 500 puta. 


Opisano intuitivno rezonovanje poznato je većini ljudi, ali svaki pokušaj da 
se ovo rezonovanje formalizira vezano je sa velikim teškoćama, jer se u njemu 
pojavljuju neprecizno definirani pojmovi poput “relativno velik broj", "najčešće", 
“vrlo blizak", itd. Bez obzira na nepreciznost ovakvog rezonovanja, gotovo će 
svi zaključiti da je novčić zaista bio pravičan ukoliko se u 1000 bacanja glava 
pojavila recimo 489 puta, pri čemu će se razlika od 11 puta u odnosu na 
očekivanih 500 puta pripisati “slučajnosti”. S druge strane, ukoliko se glava pojavi 
recimo samo 320 puta, to se obično smatra “sigurnim dokazom" da novčić nije 
pravičan, pri čemu se tada uzima da vjerovatnoća pojave glave iznosi oko 
320/1000 odnosno 0.32 ili 32% (s obzirom na nedostatak mogućnosti da se 
precizira šta tačno znači ovo “oko”, obično se tada uzima da vjerovatnoća pojave 
glave iznosi tačno 0.32, mada je jasno da to nije posve pouzdano). 


Iz izloženog rezonovanja izvjesno je da u nekom smislu vrijedi da je odnos 


na/n, koji se često naziva relativna frekvencija ili vjerovatnoća a posteriori 
događaja A, približno jednak vjerovatnoći p(A) događaja A (koju nazivamo i 
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vjerovatnoća a priori) za dovoljno veliko n. Razni načini da se precizira ovo 
tvrđenje poznati su u teoriji vjerovatnoće kao zakoni velikih brojeva. Pri tome, 
treba naglasiti da se zakoni velikih brojeva često tumače na nedovoljno precizan 
način, koji može dovesti do zablude. Na primjer, često se može čuti tvrdnja da 
“odnos na/n teži ka vjerovatnoći događaja p(A) kada n teži u beskonačnost", 
odnosno da “vjerovatnoća a posteriori nekog događaja teži njegovoj vjerovatnoći 
a priori kada broj eksperimenata teži u beskonačnost". Ponekad se čak ova 
tvrdnja koristi kao “definicija” vjerovatnoće, po kojoj se vjerovatnoća p(A) 
nekog događaja A definira kao granična vrijednost odnosa n,/n kada n teži u 
beskonačnost. Međutim, ova tvrdnja, formulirana na prethodno iskazan način, 
uopće nije tačna. Da je ona zaista tačna, iz toga bi slijedilo da se razlika između 
odnosa na/n i vjerovatnoće p(A) može učiniti po volji malom za dovoljno veliko 
n i da se, pored toga, nakon dostizanja određene vrijednosti n pri daljem 
povećavanju n ova razlika može samo smanjivati, a ne i povećavati (ovo slijedi 
iz poznate definicije granične vrijednosti iz matematičke analize). S druge 
strane, u realnosti zbog “faktora slučajnosti“ odnos na/n može znatno odstupati 
od vrijednosti p(A) čak i pri proizvoljno velikim vrijednostima n. Štaviše, do 
takvih odstupanja može doči čak i nakon što se vrijednost odnosa na/n sasvim 
približila vrijednosti p(A). U suštini, odnos na/n obično uopće ne teži ničemu 
određenom kad n teži u beskonačnost, bar ne u smislu u kojem se izraz "teži" 
interpretira u matematičkoj analizi (kao granična vrijednost). 


Bez obzira što ne možemo tvrditi da odnos ną/n teži ka vjerovatnoći p(A) 
kad n teži beskonačnosti, ono što je sigurno je to da sa porastom n postaje sve 
vjerovatnije da će se sa porastom n odnos na/n i vjerovatnoća p(A) po volji 
malo razlikovati, odnosno sa porastom n slučajna primjetnija odstupanja između 
na/nip(A) postaju sve rjeđa. Zapravo, za ma kako mali unaprijed izabran iznos, 
vjerovatnoća da će se odnos na/n i vjerovatnoća p(A) razlikovati za manje od 
tog izabranog iznosa teži jedinici kada n teži u beskonačnost (tj. sa porastom n 
postaje sve vjerovatnije da će se odnos na/n i vjerovatnoća p(A) razlikovati 
manje od ma kako malog unaprijed izabranog iznosa). Ovo je suština 
Bernoullijevog' zakona velikih brojeva, koji je najjednostavniji za shvatiti od 
svih zakona velikih brojeva: 


(Ve >0) lim p(|5-— p(A))| <£)=1 


Još preciznije, Bernoullijev zakon velikih brojeva daje i procjenu o brzini kojom 
se vjerovatnoća malog odstupanja između n,/n i p(A) približava jedinici: 


1 
(Ves O p(| La — p(A)|<£) > 1— 
p(|-*- p(A)| Pr 


! Jacob Bernoulli (1654-1705), švicarski matematičar. Jedan od istaknutih članova slavne porodice Bernoulli, 
Jacob je razvio metode rješavanja razdvojivih diferencijalnih jednačina. Značajan je i njegov rad u oblasti 
teorije vjerovatnoće. 
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Za n > oo izraz sa desne strane teži ka jedinici, tako da vjerovatnoća da će se 
odnos na/n razlikovati od p(A) za manje od € teži jedinici, ma kako mali € bio. 
Recimo, neka je € = 0.01. Iz prethodne nejednakosti dobijamo da je za n > 10000 
vjerovatnoća da se odnos na/n i vjerovatnoća p(A) razlikuju za manje od 0.01 
iznosi 75 %, dok za n ? 50000 ta vjerovatnoća iznosi preko 95 %. Treba naglasiti 
da Bernoullijev zakon velikih brojeva vrlo općenit u smislu da vrijedi bez ikakvih 
ograničenja. Ukoliko se postave izvjesna ograničenja na prirodu slučajnih pojava 
koje se razmatraju, moguće je postavljati još preciznije procjene (što se iskazuje 
kroz druge složenije zakone velikih brojeva). 


Bernoullijev zakon velikih brojeva nudi izvjesnu mogućnost interpretacije šta 
predstavlja vjerovatnoća nekog događaja i otvara mogućnost eksperimentalnog 
određivanja vjerovatnoće nekog događaja. Naime, iz ovog zakona direktno slijedi 
da ukoliko je p(A) vjerovatnoća nekog događaja i ukoliko smo eksperiment 
ponovili n puta, tada je vrlo vjerovatno da će se događaj A desiti približno n p(A) 
puta, pri čemu ta vjerovatnoća teži jedinici kada n teži u beskonačnost. Također, 
ukoliko smo eksperiment izvršili n puta i ukoliko se događaj A dogodio na puta, 
vrlo je vjerovatno da je vjerovatnoća p(A) događaja A približno jednaka na/n, 
pri čemu vjerovatnoća ispunjenja te približne jednakosti teži jedinici kada n teži 
u beskonačnost. Pri tome se u oba slučaja može unaprijed zadati željeni stepen 
približenja (tj. dozvoljeni iznos odstupanja). Vjerovatnoća ispunjenja tog 
približenja teži jedinici u svakom slučaju, jedino je za veći stepen približenja 
potrebna veća vrijednost n da se vjerovatnoća ispunjenja približne jednakosti 
između na/n i p(A) uz zadano dozvoljeno odstupanje dovoljno približi jedinici. 


Primijetimo da Bernoullijev zakon velikih brojeva ne može poslužiti kao 
definicija vjerovatnoće, jer on ne tvrdi da je p(A) granična vrijednost od na/n 
kad n teži u beskonačnost, nego samo tvrdi da vjerovatnoća da su p(A) i na/n 
bliski teži jedinici kad n teži u beskonačnost. Dakle, u ovoj tvrdnji opet se 
pojavljuje pojam vjerovatnoće (koja teži jedinici), tako da bi definicija zasnovana 
na ovoj tvrdnji bila kružna. S druge strane, ukoliko intuitivno prihvatimo da je 
događaj čija je vjerovatnoća bliska jedinici gotovo siguran, Bernoullijev zakon 
velikih brojeva tvrdi da je gotovo sigurno da će se za dovoljno veliko n odnos 
na/n i vjerovatnoća p(A) događaja A po volji malo razlikovati. 


Gore opisana interpretacija smisla vjerovatnoće naziva se fizička, objektivna 
ili frekvencijska interpretacija. Pored ove interpretacije susreću se i druge 
interpretacije. Najćešća alternativa opisanoj interpretaciji naziva se Bayesovska, 
evidencijska ili subjektivna interpretacija, koja se intenzivno oslanja na Bayesovu 
teoremu. Ova interpretacija uopće ne posmatra serije ponavljajućih eksperimenata 
i više je u duhu posmatranja vjerovatnoće kao mjere subjektivne uvjerenosti u 
mogućnost nastupa nekog događaja. Prostor u ovom udžbeniku ne dozvoljava da 
ulazimo u analizu ove interpretacije. 


Na kraju treba napomenuti još jedan sitan detalj. Činjenicu da vjerovatnoća 


nekog događaja teži jedinici kad n teži u beskonačnost, ne treba shvatiti kao 
tvrdnju da taj događaj postaje siguran kad n teži u beskonačnost. Cak ni 
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činjenica da neki događaj ima vjerovatnoću 1 ne znači da je taj događaj siguran! 
Drugim riječina, mada za sigurne događaje vrijedi p(I) =1, iz činjenice da je 
p(A)=1 ne slijedi da je događaj A siguran. Također, iako za nemoguće događaje 
vrijedi p(O)=0, iz činjenice da je p(A)=0 ne slijedi da je događaj nemoguć. 
Mada ovo izgleda paradoksalno, stvari postaju jasnije ako uvidimo da postoje 
situacije u kojima je broj mogućih događaja beskonačan. Neka, na primjer, treba 
potpuno nasumično izabrati neki prirodan broj. Vjerovatnoća da je izabrani broj 
jednak 137 jednaka je nuli (s obzirom da imamo samo jedan povoljan događaj 
nasuprot beskonačno mnogo mogućih), mada događaj nije nemoguć (mogli smo 
izabrati upravo taj broj). Također, vjerovatnoća da izabrani broj nije jednak 137 
jednaka je jedinici (s obzirom da se radi o suprotnom događaju prethodnog 
događaja), mada događaj nije siguran (moglo se desiti da se, iz čitavog skupa N, 
izabere baš taj broj). 
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Zadaci uz Poglavlje 7. 


Šta je pogrešno u sljedećem rezonovanju po kojem postoji 50 % šansa da Vam slon uleti 
kroz prozor: "Postoje dva moguća događaja: ili će slon uletjeti kroz prozor, ili neće. Od 
ovih događaja povoljan je samo prvi, što daje vjerovatnoću 1/2 odnosno 50 %.? 


Student izlazi nespreman na ispit koji se sastoji od 10 pitanja DA/NE tipa, i pogađa 
odgovore. Odredite kolika je vjerovatnoća da student 

a) odgovori tačno na sva pitanja; 

b) odgovori netačno na sva pitanja; 

c) odgovori tačno na 50% pitanja. 


Kod dvije kockice vjerovatnoća pojave brojeva 2, 4 1 6 je jednaka, i vjerovatnoća pojave 
brojeva 1, 3 i 5 je također jednaka, ali vjerovatnoća da padne broj 1 je tri puta veća od 
vjerovatnoće da će pasti broj 2. Odredite kolika je vjerovatnoća da će suma pojave brojeva 
na obje kockice biti 6 ukoliko se zna da je na barem jednoj kockici pao broj 2. 


Odredite da li je veća vjerovatnoća da se u 6 bacanja savršeno pravične igraće kocke 
pojavi barem jedna šestica, ili da se u 6“ = 36 bacanja dvije savršeno pravične igraće kocke 
pojavi barem jedna dupla šestica. Odgovor mora biti obrazložen. 


Odredite koliko puta treba baciti dvije kockice da bismo sa vjerovatnoćom od 35% mogli 
očekivati pojavu barem jedne duple šestice (tj. broja 6 na obje kocke). 


Historijski interes za formiranje teorije vjerovatnoće motiviran je sudbinom francuskog 
plemića i strastvenog kockara Chevalier de Mćrća! koji je stekao veliki imetak kladeći se 
na pojavljivanje barem jedne šestice u četiri bacanja igraće kocke. Međutim, bankrotirao je 
kladeći se da će se u dvadeset i četiri bacanja po dvije kocke zajedno pojaviti barem jedna 
dvostruka šestica (misleći da je prednost i dalje na njegovoj strani). Pokažite da je 
Chevalierova sudbina posve u skladu sa teorijom vjerovatnoće (zapravo sa frekvencijskom 
interpretacijom ove teorije), odnosno da je u prvom slučaju Chevalier imao blagu prednost 
u odnosu na onog ko se kladio na suprotno, dok je u drugom slučaju prednost bila na strani 
protivnika. 


Nasumce je izabran jedan prirodan broj. Kolika je vjerovatnoća da taj broj ne bude djeljiv 
a) niti sa 2, niti sa 3? b) ili sa 2, ili sa 3? 


Iz kompletnog skupa domina nasumice je uzeto pet komada. Nađite vjerovatnoću da se 
među njima nalazi barem jedna domina sa šesticom. 


10 muzičkih sastava biraju termine za koncerte u toku jedne kalendarske godine. Svaki od 
sastava je potpuno nasumično izabrao neki datum u kalendaru, pri čemu niti jedan od 
sastava nije upoznat koji su datum izabrali preostali sastavi. Odredite vjerovatnoću da će 
neki koncerti preklopiti, tj. da će istog dana biti održano više koncerata. 


Šest kuglica je raspoređeno nasumice u 12 kutija. Vjerovatnoća smještaja kuglice u kutiju je 
ista za sve kutije. Kolika je vjerovatnoća da će tačno 10 kutija biti prazne? 


U kockarnici se igra sljedeća igra. Radnik u kockarnici stavlja u šešir tri kartice. Jedna 
kartica je bijela sa obje strane, druga je crna sa obje strane, a treća je sa jedne strane crna a 
sa druge bijela. Zatim radnik izvlači nasumice jednu kartu iz šešira i pokazuje jednu njenu 
stranu. Ukoliko je prikazana strana bijela, igra se ponavlja ispočetka bez ikakvih gubitaka 
ili dobitaka. Međutim, ukoliko je prikazana strana crna, od igrača se traži da okrene drugu 
stranu. Ukoliko je ona bijela, igrač dobija izvjestan novčani iznos, a ukoliko je i ona crna, 
igrač mora uplatiti identičan novčani iznos. Kockarnica tvrdi da je igra pravična (u smislu 
da je vjerovatnoća dobitka i gubitka podjednaka), s obzirom da ukupno postoje tri bijele i 
tri crne strane. Da li je zaista tako? 


! Antoine Gombaud — Chevalier de Mere (1607-1684), francuski plemić i književnik. 
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Tri zatvorenika A, B i C osuđena su na smrtnu kaznu. Međutim, sudija je naknadno odlučio 
da će pogubiti samo jednog od njih trojice (kao primjer drugima), dok će preostalu dvojicu 
pomilovati. Zatvorenik koji će biti pogubljen određen je slučajno (izvlačenjem iz šešira) 
pri čemu zatvorenici ne znaju ništa o ishodu izvlačenja. Kasnije, zatvorenik A je slučajno 
čuo kako je jedan čuvar rekao drugom da zna da zatvorenik C neće biti pogubljen. Nakon 
toga, zatvorenik A se ozbiljno zabrinuo jer je shvatio da će sigurno biti pogubljen ili on ili 
zatvorenik B, tako da je zaključio da je vjerovatnoća da upravo on bude pogubljen porasla 
sa 1/3 (oko 33 %) na 1/2 (50 %). 
a) Imali zatvorenik A zaista razloga za dodatnu zabrinutost? 
b) Nakon što je čuo razgovor čuvara, zatvoreniku A je iznenada ponuđena mogućnost da 
razmijeni svoju neizvjesnu sudbinu (kakva god da je) sa zatvorenikom B (čija mu je 
sudbina također nepoznata). Da li je zatvoreniku A mudro da pristane na tu ponudu? 


U zatvorenoj kutiji nalazi se kuglica koja je crna ili bijela (pri čemu njenu boju ne znamo). 
U kutiju se ubaci još jedna bijela kuglica. Nakon toga se iz kutije izvlači jedna kuglica. 
Ako je izvučena kuglica bijela, kolika je vjerovatnoća da je i preostala kuglica bijela= 


Iz kutije u kojoj se nalazi n kuglica izaberemo na slučajan način izvjestan broj kuglica. 
Kolika je vjerovatnoća da će broj uzetih kuglica biti neparan broj? 


Tri strijelca gađaju metu, pri čemu su vjerovatnoće da svaki od njih pogodi metu 50%, 
70% i 80% respektivno. Nakon što sva trojica obave po jedno gađanje, odrediti 

a) vjerovatnoću da niko nije pogodio metu; 

b) vjerovatnoću da je samo jedan strijelac pogodio metu; 

c) vjerovatnoću da su dva strijelca pogodila metu; 

d) vjerovatnoću da su sva tri strijelca pogodila metu. 


U skupini od 100 mikroprocesora 10 mikroprocesora je neispravno. Neko nasumice izabere 
6 mikroprocesora iz te skupine. Odredite vjerovatnoću da će 

a) svi izabrani mikroprocesori biti ispravni; 

b) tačno jedan mikroprocesor biti neispravan; 

c) barem jedan mikroprocesor biti neispravan; 

d) najviše dva mikroprocesora biti ispravna. 


Ako bacimo savršeno pravičan novčić 100 puta, intuitivno očekujemo da će i glava i pismo 

pojaviti otprilike po 50 puta. Naravno, očekivana su i manja odstupanja od ovog iznosa. 

a) Odredite vjerovatnoću da će se u 100 bacanja savršeno pravičnog novčića i glava i 
pismo pojaviti tačno 50 puta pismo (nemojte se iznenaditi što ćete dobiti prilično malu 
vjerovatnoću). 

b) Odredite vjerovatnoću da će u 100 bacanja savršeno pravičnog novčića broj pojavljivanja 
glave odnosno pisma biti između 45 i 55 (ova vjerovatnoća je već sasvim velika). 


Odredite vjerovatnoću da se u igri loto u kojoj se izvlači 7 od 39 brojeva pogodi svih 7 
brojeva ukoliko je na tiketu zaokruženo 20 brojeva (tj. kolika je vjerovatnoća da se među 
20 zaokruženih brojeva nađe 7 izvučenih). 


Odredite koliko bismo brojeva morali imati zaokruženo na tiketu igre loto u kojoj se 
izvlači 7 od 39 brojeva da sa vjerovatnoćom od barem 20 % imamo puni dobitak (tj. da se 
među zaokruženim brojevima nađe svih 7 izvučenih brojeva). 


U ormaru se nalazi 10 različitih pari cipela. Nasumice su izvađene 4 cipele. Odredite kolika 
je vjerovatnoća da se između 4 izvučene cipele nalazi barem jedan par iste vrste. 


U paketu imamo 10 karata koje na licu imaju oznake 1,2,3..., 10. Kolika je vjerovatnoća 
da ćemo iz paketa izvući 6 karata pri čemu je je jedna karta as, dok tri karte imaju na sebi 
oznake 3, 4, 5 ili 6 ukoliko pretpostavimo da se svaka karta nakon izvlačenja 

a) ne vraća nazad u paket? b) vraća u paket (tako da ju je moguće više puta izvući)? 


Iz špila od 52 karte nasumice se izvlače tri karte. Nađite vjerovatnoću da će te tri karte biti 
trojka, kralj i as. 


Odredite vjerovatnoću da će među 5 karata izvučenih iz standardnog špila od 52 karte biti 
tačno dva kralja i dva pika. 
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Odredite vjerovatnoću da će među 6 karata izvučenih iz standardnog špila od 52 karte biti 
tačno tri asa i dva srca. 


Odredite vjerovatnoću da će u među 7 nasumično izvučenih karata iz dobro izmješanog 
špila od 52 karte dvije karte biti sa slikom i četiri karte crvene boje (srce ili karo). 


Odredite kolika je vjerovatnoća da u 5 uzastopnih bacanja savršeno pravične igraće kocke 
tačno 2 puta padne paran broj i tačno 2 puta padne broj veći od 3. 


Porodica ima četvero djece. Ispitajte da li su događaji “Među djecom postoje i dječaci i 
djevojčice" i “Među djecom ima najviše jedan dječak" nezavisni. 


Neki putnik se jako boji terorističkog napada u avionu, jer je čuo da vjerovatnoća da neki 
putnik unese bombu u avion (koju planira aktivirati) iznosi 10%, a ta mu se vjerovatnoća 
učinila isuviše velikom. Uz pretpostavku da vjerovatnoća unošenja bombe od strane nekog 
putnika iznosi 10“, tada vjerovatnoća unošenja dvije bombe u avion od strane dva putnika 
koji ni na kakav način ne sarađuju (niti se uopće poznaju) iznosi 10*-10*=107", s 
obzirom da su događaji da je bomba unesena od strane jednog ili drugog putnika potpuno 
nezavisni, s obzirom da niti jedan od njih ne zna za eventualne namjere drugog. Zbog toga 
se putnik odlučio za sljedeću strategiju. On će unijeti bombu u avion (koju neće aktivirati). 
Sada teroristički napad može nastati samo ukoliko još neki putnik unese bombu u avion. 
Pošto u tom slučaju u avionu moraju biti dvije bombe, a vjerovatnoća za takav događaj 
iznosi 107" (s obzirom da niko drugi neće znati za namjeru putnika, tako da je unošenje 
druge bombe od strane našeg putnika posve nezavisan događaj), slijedi da je vjerovatnoća 
terorističkog napada smanjena. Da li je rezonovanje našeg putnika ispravno? Ako jeste, 
objasnite zašto jeste. Ako nije, objasnite zašto nije, i kolika je zaista vjerovatnoća 
terorističkog napada nakon što je naš putnik preuzeo svoju mudru strategiju. 


Trkač je odlučio da pokuša istrčati maraton. Ukoliko ne uspije, pokušaće kasnije ponovo, 
ali ukoliko ne uspije istrčati trku ni nakon četvrtog pokušaja, definitivno će odustati od 
daljih pokušaja. Procijenjeno je da šansa da trkač uspije istrčati maraton u ma kojem 
pokušaju iznosi 25%. Odrediti vjerovatnoću da će trkač uspjeti u svojoj nakani prije nego 
što definitivno odustane. 


U nekoj fabrici proizvode se računari od kojih su neki građeni od visokokvalitetnih 
dijelova, a neki od dijelova osrednjeg kvaliteta. Dvije petine od ukupno proizvedenih 
računara čine računari proizvedeni od visokokvalitetnih dijelova (oni su stoga i skuplji). 
Procijenjeno je da 95% računara koji su proizvedeni od visokokvalitetnih dijelova izdrže 
garantni period od 3 godine bez kvara, dok isti period izdrži svega 70% računara 
proizvedenih od dijelova prosječnog kvaliteta. Kolika je vjerovatnoća da je neki računar 
koji je izdržao garantni period bez kvara proizveden od visokokvalitetnih dijelova? 


Kada protivtenkovska granata udari u tenk, ona se raspada na 60% sitnih gelera, 30% 
gelera srednje veličine i 10% krupnih gelera. Oklop tenka uspijeva probiti 15% sitnih 
gelera, 40% gelera srednje veličine i 90% krupnih gelera. 

a) Kolika je vjerovatnoća da će ispaljena granata probiti oklop tenka? 

b) Ukoliko je granata probila oklop tenka, kolika je vjerovatnoća da je oklop probijen 
sitnim gelerom, kolika da je probijen gelerom srednje veličine, a kolika da je probijen 
krupnim gelerom? 

c) Ukoliko je granata probila oklop tenka, kolika je vjerovatnoća da je oklop probijen sa 
sva tri tipa gelera? 


Na stolu su 4 jednake kutije. U prvoj se nalaze 2 crne i 3 bijele kuglice, u drugoj se nalaze 

4 crne i jedna bijela kuglica, u trećoj se nalazi 5 bijelih kuglica i nijedna crna, dok se u 

četvrtoj nalaze 3 crne kuglice i nijedna bijela. Neko izabere proizvoljnu kutiju i uzme iz nje 

jednu kuglicu. 

a) Odredite vjerovatnoću da je izvučena kuglica bijela. 

b) Ukoliko vidimo da je izvučena kuglica bijela, odredite vjerovatnoću da je ona izvučena 
iz treće kutije. 
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Na pismeni ispit iz predmeta "Mlaćenje prazne slame" izašlo je 68 % redovnih studenata i 

32% ponovaca. Ispit je položilo 63 % kandidata, preciznije 14 % ponovaca i 49 % redovnih 

studenata. 

a) Ukoliko iz skupine radova nasumice izvučemo jedan rad, kolika je vjerovatnoća da je 
taj rad radio ponovac? 

b) Ukoliko iz skupine radova nasumice izvučemo jedan rad, i vidimo da je rad uspješan, 
kolika je vjerovatnoća da je taj rad radio ponovac? 


Tenk se gađa sa 3 projektila, koji imaju vjerovatnoće pogađanja 20 %, 30 % 1 50 %. Tenk 
će sigurno biti uništen ako ga pogode barem 2 projektila, a ukoliko ga pogodi jedan 
projektil, biće uništen u 60 % slučajeva. Odredite vjerovatnoću da će tenk biti uništen, kao 
i vjerovatnoću da je uništeni tenk pogođen samo jednim projektilom. 


Jedan od najčešće korištenih testova za detekciju HIV virusa poznat je pod nazivom ELISA 
(Enzyme Linked ImmunoSorbent Assay). Ipak, ovaj test nije posve pouzdan. Naime, 
poznato je da on daje pozitivan rezultat u 95% osoba koje su zaista HIV pozitivne (dok u 
preostalih 5% slučajeva daje lažno negativan rezultat). Također, ovaj test daje lažno 
pozitivan rezultat u 2% osoba koje nisu zaražene HIV virusom. 

a) Nekom prilikom je provedeno testiranje na velikom broju osoba, od kojih se pouzdano 
zna da je 15% HIV pozitivno. Kolika je vjerovatnoća da će ELISA test biti pozitivan za 
nasumično odabranu osobu iz te testne skupine? 

b) Ukoliko je nasumično odabrana osoba iz testne skupine imala pozitivan ELISA test, 
kolika je vjerovatnoća da je ta osoba zaista HIV pozitivna? 


Nakon što je došlo do nestanka gasa u gradu, gospodin Sarajlić se dao u potragu za 
grijalicama. Odlučio je da posjeti tržne centre Robot, Interex i Mercator. Na osnovu 
procjene ponude i potražnje, gospodin Sarajlić je procijenio da mu šanse za uspješnu 
kupovinu u ovim tržnim centrima iznose 10 %, 30 % i 20 % respektivno. Ispostavilo se da 
je gospodin Sarajlić imao sreće, jer je grijalicu našao u tačno jednom od ova 3 tržna centra. 
Odredite vjerovatnoću da je to bio Interex. 


Na raspolaganju je 5 kutija sa disketama, koje sadrže 5, 3, 7, 2 1 6 disketa respektivno. U 

prvoj i čevrtoj kutiji po jedna disketa je neispravna, dok su ostale ispravne. Sve tri diskete 

u drugoj kutiji su neispravne, dok ostale kutije ne sadržavaju neispravne diskete. Neko 

nasumice izabere jednu od kutija i nasumice iz nje izvuče disketu. 

a) Odredite vjerovatnoću da je izvučena disketa ispravna. 

b) Ukoliko smo ustanovili da je izvučena disketa ispravna, odredite vjerovatnoću da je 
ona izvučena iz neke od kutija u kojima nema neispravnih disketa. 


Dva aviona jedan za drugim bombardiraju isti cilj, bacajući u svakom navratu po jednu 
bombu. Svaki avion ima po tri bombe. Vjerovatnoća da prvi avion bacajući bombu pogodi 
cilj iznosi 40%, dok ista vjerovatnoća za drugi avion iznosi 25 %. Ukoliko bilo koja 
bomba pogodi cilj, dalje bombardiranje prestaje. Nađite vjerovatnoću da će cilj biti 
pogođen prije nego što avioni potroše sve bombe. 


Da bi se oborio avion, potrebno je ili da jedan projektil pogodi u kabinu, ili da dva 
projektila pogode u krila, ili da tri projektila pogode u trup aviona. Ukoliko neki projektil 
pogodi avion, vjerovatnoće da je taj pogodak bio u kabinu, krila ili trup iznose redom 5%, 
20% i 75 % (proporcionalno površini odgovarajućih dijelova aviona). Odredite vjerovatnoću 
da će avion biti oboren ukoliko se zna 

a) da ga je pogodio tačno jedan projektil; 

b) da su ga pogodila tačno dva projektila; 

c) da su ga pogodila tačno tri projektila. 


Lažov A primio je saopštenje da/ne tipa. Lažov A je tu informaciju prenio lažovu B, koji 
ju je dalje prenio lažovu C, i koji ju je konačno prenio lažovu D. Poznato je da 
vjerovatnoća da neki lažov kaže istinu iznosi svega 1/3. Neko je upitao lažova D kako 
glasi saopštenje, i dobio je tačan odgovor (odnosno, odgovor je isti onakav kakav je primio 
lažov A). Kolika je vjerovatnoća da je A rekao istinu nakon ovog saznanja? 
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8. Elementi teorije grafova 


8.1 Osnovni pojmovi i oznake 


Teorija grafova predstavlja vjerovatno najširu oblast diskretne matematike. 
Zapravo, gotovo da nema problema kojim se bavi diskretna matematika, a koji 
se ne bi mogao, nakon adekvatnog kodiranja, predstaviti kao problem teorije 
grafova. Stoga je teorija grafova našla veliku primjenu u računarskim naukama, 
na primjer za predstavljanje struktura podataka, opisivanje relacionih baza 
podataka, opisivanje sintakse i gramatike programskih jezika, itd. Dalje, grafovi 
se intenzivno koriste za opisivanje raznih komunikacionih mreža (recimo 
telefonskih mreža, mreža računara, mreža puteva u saobraćaju, itd.). Pored toga, 
teorija grafova primjenjuje se u teoriji automata, elektrotehnici (npr. šeme 
električnih mreža su u suštini grafovi), organizacionim naukama, automatici, 
fizici, hemiji (strukturne formule hemijskih jedinjenja su u osnovi grafovi), 
biologiji, ekonomiji, pa čak i u nekim naukama koje se obično smataju potpuno 
nevezanim sa matematikom, kao što su npr. psihologija, sociologija, itd. 


U svom najopćenitijem obliku, teorija grafova se može posmatrati kao dio 
kombinatorike, preciznije kao dio teorije kombinatorinih struktura, čiji je cilj, za 
razliku od enumerativne kombinatorike, ne samo da prebroji koliko postoji 
objekata koji rezultiraju iz neke kombinatorne strukture, nego da prouči i samu 
prirodu razmatrane kombinatorne strukture. Stoga se teorija grafova intenzivno 
primjenjuje u operacionim istraživanjima za rješavanje raznih problema 
kombinatorne optimizacije i za potrebe mrežnog planiranja. S obzirom da se 
može reći da teorija grafova pokriva onoliko različitih tema koliko sve druge 
oblasti diskretne matematike zajedno, jasno je da se u okviru ovog udžbenika 
možemo ograničiti samo na najosnovnije pojmove i algoritme teorije grafova. 


Neformalno, pod grafom smatramo geometrijsku strukturu koja se sastoji od 
skupine objekata koji se nazivaju čvorovi grafa i koji su međusobno povezani 
vezama koje se nazivaju grane grafa. Što se tiče formalne definicije grafa, 
postoji više različitih definicija, koje se razlikuju kako po složenosti, tako i po 
općenitosti (u smislu da prostije definicije ne dozvoljavaju formalan opis nekih 
struktura koje intuitivno također doživljavamo kao grafove). Jedna od najčešće 
korištenih definicija, koja predstavlja dobar kompromis između složenosti i 
općenitosti, je definicija koja slijedi iz sljedećeg razmatranja. Čvorove grafa 
formalno možemo predstaviti elementima nekog skupa X, dok grane grafa 
možemo predstaviti formalno elementima neke binarne relacije 2 CX? u skupu 
X, pri čemu vrijedi (X;,x;) € Rako i samo ako su, intuitivno posmatrano, elementi 
x; 1 X; povezani granom. Stoga graf G možemo formalno definirati kao uređen par 
G=(X,R) pri čemu se elementi skupa X nazivaju čvorovi grafa, dok se elementi 
relacije R nazivaju grane grafa. Pri tome je bitno naglasiti da sama relacija R 
nije dovoljna za potpunu specifikaciju grafa. Naime, graf može imati izolirane 
čvorove koji nisu spojeni niti sa jednim drugim čvorom, tako da se takvi čvorovi 
uopće ne pojavljuju u opisu relacije R. Stoga, o postojanju takvih čvorova ne 
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možemo saznati ništa iz poznavanja samo relacije R. U zavisnosti od toga da li 
je skup X konačan ili beskonačan, grafove možemo podijeliti na konačne i 
beskonačne. U nastavku ćemo razmatrati samo konačne grafove. 


Graf se naziva neusmjeren (neorjentiran) ukoliko je R simetrična relacija, 
odnosno ukoliko iz činjenice da postoji veza između čvorova x; i x; (tj. ukoliko 
su oni spojeni granom) slijedi da postoji veza i između čvorova x; i x;. Kod 
neusmjerenih grafova, grane se obično crtaju kao linije bez strelica koje spajaju 
dva čvora, pri čemu se podrazumijeva da veza postoji u oba smjera. Graf se 
naziva usmjeren (orjentiran) ukoliko je R, antisimetrična relacija, odnosno 
ukoliko iz činjenice da postoji veza između čvorova x; i x; slijedi da veza između 
čvorova x; i x; ne postoji, osim eventualno ukoliko su x; i x; isti čvor. Inače, grana 
koja povezuje čvor sa samim sobom naziva se petlja. Kod usmjerenih grafova, 
grane se obično crtaju kao linije sa strelicom koje su usmjerene u smjeru u kojem 
je uspostavljena veza između dva čvora. Grane usmjerenih grafova obično 
zovemo usmjerene (orjentirane) grane ili likovi. Za grafove koji nisu ni 
usmjereni ni neusmjereni kažemo da su mješoviti. Kod mješovitih grafova 
između dva čvora mogu postojati kako usmjerene (jednosmjerne), tako i 
neusmjerene (dvosmjerne) veze (odnosno grane). Jednosmjerne veze se uvijek 
crtaju kao linije sa strelicom, dok se dvosmjerne veze kod mješovitih grafova 
mogu crtati na različite načine. Nekad se crta samo linija bez strelica (tada se 
podrazumijeva da je veza dvosmjerna), nekad se crta linija sa strelicama na 
objema stranama, dok se nekad crtaju dvije linije između čvorova gdje postoji 
dvosmjerna veza, sa suprotno orjentiranim strelicama. Ukoliko se koristi takva 
konvencija crtanja, obično govorimo o digrafu. 


Kod neusmjerenih grafova grane se obično ne broje dvostruko, odnosno 
smatra se da je grana koja povezuje neka dva čvora x; i x; ista grana koja 
povezuje i čvorove x; i xi. Stoga se neusmjereni graf često ne posmatra kao 
uređeni par (X, R) gdje grane iz R predstavljaju uređene parove, već kao uređeni 
par (X, U) gdje je U skup grana čiji su elementi obični dvočlani skupovi oblika 
{x;,X;}, tako da je poredak čvorova koji čine granu nebitan. Također, kod 
mješovitih grafova, možemo smatrati da skup grana U može sadržavati kako 
uređene parove oblika (x;,x), koji odgovaraju usmjerenim granama, tako i 
neuređene parove oblika {x;,x;} koji odgovaraju neusmjerenim granama. Ova 
konvencija, između ostalog, omogućava i da se napravi formalna razlika između 
digrafa i “običnog” mješovitog grafa, odnosno da se razlika ne svede samo na 
drugačije crtanje. Naime, dok skup grana običnog mješovitog grafa može 
sadržavati neuređene parove oblika {x;,x;}, dotle skup grana digrafa sadrži 
isključivo uređene parove, pri čemu se umjesto neuređenog para oblika {x;,x;} u 
skupu grana nalaze dva uređena para (xi, x;) i (x; xi). Kao rezime, po ovakvoj 
konvenciji, kod neusmjerenih grafova skup grana sadrži isključivo neuređene 
parove, kod usmjerenih grafova skup grana sadrži isključivo uređene parove, pri 
čemu ako par (x; x;) pripada skupu grana, tada par (x;, x;) ne pripada skupu grana, 
osim eventualno ako je x; = x;, kod digrafova skup grana također sadrži isključivo 
uređene parove, ali bez prethodnog ograničenja, dok kod mješovitih grafova 
skup grana može sadržavati kako uređene, tako i neuređene parove. 


395 


Bez obzira na izvjesne prednosti prethodne proširene definicije, definicija 
prema kojoj je skup grana relacija nad skupom čvorova je znatno jednostavnija 
za rad. Stoga ćemo u nastavku, zavisno od potrebe, koristiti nekad jednu a nekad 
drugu konvenciju, ali u svakom slučaju, grane kod neusmjerenih grafova nećemo 
brojati dvostruko. Treba još naglasiti da se u brojnoj literaturi o teoriji grafova 
susreću ne samo različite formalne definicije grafova, već se često susreću i 
izvjesne (obično ne prevelike) razlike u definiciji mnogih drugih pojmova iz 
teorije grafova. Stoga je, prilikom korištenja literature iz teorije grafova, uvijek 
uputno provjeriti kakve se tačno definicije koriste u razmatranoj literaturi, da bi 
se izbjegli eventualni nesporazumi uzrokovani činjenicom da je neki pojam u 
jednom literarnom izvoru definiran na jedan način, a u nekom drugom literarnom 
izvoru na drugi način. Mada razlike obično nisu velike, njihovo neuvažavanje 
može dovesti do problema. 


Bitno je napomenuti da u teoriji grafova prikaz grafa crtežom predstavlja 
samo sredstvo da se lakše uoči kako pristupiti rješavanju nekog problema, dok se 
sam graf isključivo posmatra formalno kao par G=(X,R) ili na neki drugi 
formalni ali ekvivalentni način, o čemu ćemo govoriti kasnije (slična stvar vrijedi 
u teoriji skupova, gdje su Vennovi dijagrami obično samo pomoćno sredstvo Za 
dokazivanje skupovnih identiteta). Razlog za to je činjenica da se isti graf može 
nacrtati na veoma mnogo različitih načina, a pored toga, crtež grafa može biti 
pregledan samo za grafove sa manjim brojem čvorova i grana. Na primjer, 
posmatrajmo graf zadan kao G=(X,R) gdje skup X sadrži elemente x, i=1..10, 
dok je R relacija data sa 


R= (01%), (1,45), (1,6), (X2,X1), (293), (2,7), (3,9), (%3,X4), 
(3,8), (4,203), (X4, X5), (X4, X9), (C5,X1), (X5,X4), (X5,X10), (X6,X1), 
(X6,8), (X6,X9), (X7,X2), (X7,X9), (X7,X10), (8,3), (8,6), (Xg,X10), 
(X9,4), (9,26), (9,7), (X10,%5), (10:7), (X10X8) } 


Proučavanjem strukture relacije R vidimo da se radi o neusmjerenom grafu, tako 
da isti graf možemo formalno predstaviti i kao G=(X,U), gdje je U skup 
(neusmjerenih) grana dat kao 


U = {{x1,x2}, (X1X5), {X1,X6}, (42,23), {X2,X1}, 1X3,X4), {X3,Xg}, [X4.X5], 
[X4,X9), {X5,X10}, {X6,Xg}, {X6,X9}, [X7,X9), {X7,X10}, {X8,X10} } 


Ovaj graf naziva se Petersenov' graf i u teoriji grafova je posebno interesantan 
zbog činjenice da je poslužio kao kontraprimjer za mnoga tvrđenja u teoriji 
grafova za koja se dugo vremena mislilo da su tačna, a na kraju se ispostavilo da 
nisu. Postoji izuzetno mnogo vizualno posve različitih načina da se nacrta ovaj 
graf, a naredna slika prikazuje dva načina koja se najčešće susreću u literaturi. 
Ovi načini su toliko vizuelno različiti da se tek nakon pažljivog posmatranja i 
precizne identifikacije koji čvorovi i koje grane čine grafove prikazane na slici 
uviđa da se zaista radi o jednom te istom grafu: 


! Julius Petersen (1839-1910), danski matematičar. Bavio se raznim oblastima matematike. Udario temelje 
teoriji grafova. 
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U teoriji grafova često se dopušta mogućnost da par čvorova bude povezan 
sa više od jedne grane u istom smjeru. Takve tvorevine nazivaju se multigrafovi 
i na njih se na prirodan način može prenijeti većina pojmova koji se definiraju za 
obične grafove. Oni se ne mogu formalno predstaviti niti na jedan od dva dosad 
opisana načina. Zaista, skupovi ne mogu modelirati višestruko ponavljanje 
elemenata, tako da se na opisane načine ne može modelirati ni višestruko 
ponavljanje grana. Jedan od izlaza iz ove situacije je korištenje multiskupova 
umjesto običnih skupova. Recimo, multigraf možemo formalno definirati kao 
uređeni par (X, M), gdje je M multiskup formiran od elemenata skupa X? (ili, što 
je isto, neka kombinacija sa ponavljanjem skupa X). S obzirom na način kako se 
multiskupovi mogu predstaviti kao skupovi uređenih parova, kao i na činjenicu 
da vrijedi ((a, b), c) = (a, b,c), to možemo smatrati da je M skup čiji su elementi 
uređene trojke, pri čemu (X;,X;, n) € M intuitivno znači da su čvorovi x; i xj 
povezani sa n grana koje idu u smjeru od čvora x; ka čvoru x;. Međutim, ni ova 
definicija nije posve bez prigovora, s obzirom da ona ne omogućava da se 
razlikuju pojedine grane iz eventualnog mnoštva grana koje spajaju neki par 
čvorova. Problem se može riješiti tako da se svakoj grani pridruži određeni 
identifikator (ili tag), koji jednoznačno identificira granu. Na taj način, grane se 
mogu modelirati kao uređene trojke oblika (g, x, x;), gdje je g identifikator grane. 
Pri tome se postavlja dopunsko ograničenje da ne postoje dvije uređene trojke 
koje imaju istu prvu koordinatu (tj. dvije grane sa istim identifikatorom). 
Naravno, ovo je samo jedan od mnoštva različitih ali suštinski ekvivalentnih 
načina na koje se mogu modelirati multigrafovi. Poznata je i formalizacija koja 
grafove i multigrafove modelira kao uređene trojke oblika (X,G,W) gdje je X 
skup čvorova, G skup grana (čiji elementi pri ovoj formalizaciji nemaju nikakvu 
precizno utvrđenu strukturu), dok je W:G > XXX tzv. funkcija incidencije koja 
svakoj grani iz G pridružuje uređeni par čvorova iz X, koji respektivno 
predstavljaju početni i krajnji čvor grane. Pri ovoj formalizaciji, elementi skupa 
G zapravo predstavljaju identifikatore (tagove) grana. 


U mnogim primjenama korisno je pretpostaviti da je svakoj grani grafa 
pridružen neki realni broj. Na primjer, ukoliko graf modelira neku mrežu 
puteva, tada broj pridružen nekoj grani može predstavljati dužinu puta koji je 
modeliran tom granom. Slično, ukoliko grana označava neku aktivnost, 
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pridruženi broj može predstavljati troškove koji su vezani za izvođenje te 
aktivnosti, itd. U takvim slučajevima govorimo o težinskim ili ponderisanim 
grafovima, dok se broj pridružen grani naziva težina ili ponder grane (a često i 
dužina, pogotovo ukoliko pridruženi broj zaista ima interpretaciju dužine). Pri 
formalizaciji prema kojoj se grafovi posmatraju kao uređeni parovi oblika (X, R), 
težinski grafovi se obično definiraju kao uređene trojke oblika (X, R,f) gdje su 
X i R definirani kao u slučaju običnih grafova, dok je f: R— R funkcija koja 
svakoj grani iz & pridružuje neki realni broj, odnosno njenu težinu. Nije teško 
zaključiti kako bi se i druge opisane formalizacije mogle proširiti da uključe i 
težinske grafove. Na primjer, pri formalizaciji u kojoj se grane modeliraju kao 
uređene trojke oblika (g, xi, x;), težinski graf dobijamo ukoliko umjesto uređenih 
trojki posmatramo uređene četvorke oblika (g, x;, x; w), gdje w predstavlja težinu 
razmatrane grane. 


Sada ćemo razmotriti osnovne pojmove vezane za grafove. Neka je dat graf 
G=(X,R) i neka je YCX. Graf koji nastaje izbacivanjem iz grafa G svih 
čvorova koji se ne nalaze u skupu Y i svih grana kojima se barem jedna krajnja 
tačka ne nalazi u skupu Y, naziva se podgraf grafa G indukovan (induciran) 
skupom Y. Formalno rečeno, podgraf grafa G= (X, R) indukovan skupom Y c X 
je graf G'=(Y, RAY"). Graf oblika (X, R?) gdje je R? c R naziva se djelimični 
odnosno parcijalni graf grafa G=(X,R). Drugim riječima, djelimični graf 
nekog grafa dobija se zadržavanjem svih njegovih čvorova, a izbacivanjem 
pojedinih grana. Pored toga, svaki djelimični graf nekog podgrafa grafa G naziva 
se djelimični podgraf grafa G. 


Za dva čvora neusmjerenog grafa kažemo da su susjedni ako su spojeni 
granom. Za neku granu i neki čvor kažemo da su incidentni ukoliko je taj čvor 
jedan od krajnjih tačaka te grane. Kažemo i da se ta grana stiče u tom čvoru. 
Ako u nekom grafu kod kojeg postoje orjentirane grane imamo granu koja spaja 
čvorove x; i x; i orjentirana je u smjeru od x; ka x;, kažemo da ta grana izlazi iz 
čvora x;, a ulazi u čvor x;. Za petlje se početni i krajnji čvor poklapaju, tako da se 
smatra da one i ulaze i izlaze iz odgovarajućeg čvora. 


Za svaki čvor x definiramo njegov ulazni stepen da (x) kao broj grana koje 
ulaze u taj čvor i izlazni stepen da"(x) kao broj grana koje izlaze iz tog čvora, 
odnosno, formalno zapisano, 


da Q) = #(y|(»9€ R} da'(x) = Hy|(x,y)€ RJ 


Kod neusmjerenih grafova se obično ne definiraju posebno ulazni i izlazni 
stepeni (oni su tada zapravo jednaki), nego se samo govori o stepenu čvora da(x) 
kao broju grana koje se stiču u čvoru x. Međutim, kod neusmjerenih grafova koji 
sadrže petlje, potreban je poseban oprez, zbog toga što većina formula teorije 
grafova za ovakve grafove daje ispravne rezultate jedino ukoliko se petlje broje 
dvostruko. Ovo naročito vrijedi kada računamo stepen čvora, odnosno prisustvo 
petlje nad nekim čvorom povećava stepen tog čvora za 2 (a ne za 1). Ovo na prvi 
pogled može izgledati neobično, ako smo se navikli petlje posmatrati usmjereno 
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(tj. smatrati da one na jednom kraju izlaze iz čvora da bi na drugom kraju 
ponovo ušle u njega). Međutim, kod neusmjerenih grafova i petlje se posmatraju 
neusmjereno, tako da svaka petlja na oba svoja kraja i izlazi i ulazi u čvor, tako 
da je ukupni doprinos stepenu čvora 2. Ovo je lako opravdati i formalnim putem. 
Naime, prisustvo svake neusmjerene grane oblika {x;,x;} povećava za 1 kako 
stepen čvora x; tako i stepen čvora x;. Sad, ukoliko stavimo da je x;= x; jasno je 
da prisustvo takve grane mora povećati stepen čvora x; za 2, s obzirom da je 
drugi čvor sada taj isti čvor. 


Stepeni čvorova kod neusmjerenih grafova imaju jedno interesantno svojstvo. 
Naime, posmatrajmo neusmjereni graf bez petlji koji ima m grana. Ako saberemo 
stepene svih čvorova, moramo dobiti dvostruki broj grana, s obzirom da svaka 
grana ima kao krajnje tačke dva čvora, odnosno za neusmjerene grafove mora 
vrijediti relacija dg(x,) + da(X2) +... + da(x,) =2m, gdje je n broj čvorova. Ovaj 
rezultat često se naziva teorema o rukovanju (engl. handshaking theorem) prema 
interpretaciji po kojoj ukoliko se u skupini od n ljudi svaki čovjek rukuje sa svim 
svojim poznanicima i ukoliko saberemo koliko svaki čovjek ima poznanika, 
ukupan broj rukovanja m jednak je tačno polovini tog zbira. Direktna posljedica 
ove činjenice je da ma koji neusmjereni graf bez petlji može imati samo paran 
broj čvorova neparnog stepena. Izvedeni zaključci se često mogu iskoristiti za 
dokazivanje nemogućnosti egzistencije izvjesnih kombinatornih konfiguracija, 
kao recimo u sljedećem primjeru. 


> Primjer: Da li je moguće da u kolektivu u kojem je zaposleno 25 osoba, a u 
kojem vlada razdor po nekim bitnim pitanjima vezanim za rad kolektiva, da 
svaka osoba ima tačno 5 istomišljenika među drugim osobama? 


Pretpostavimo da je tako nešto moguće i pogledajmo kakve bi osobine morao 
imati graf koji opisuje tu situaciju. Taj graf bi očigledno imao 25 čvorova, od 
kojih bi svaki čvor bio stepena 5. Dakle, ukupan zbir stepena svih čvorova bio bi 
125. Međutim, zbir stepeni svih čvorova neusmjerenog grafa uvijek je jednak 
dvostrukom broju grana, tako da uvijek mora biti paran broj. Na osnovu ove 
kontradikcije odmah zaključujemo da takva situacija nije moguća. 


Za neusmjereni graf kažemo da je pravilan (ili regularan) stepena r ukoliko 
mu svaki čvor ima stepen r. Na osnovu prethodnog razmatranja, slijedi da svaki 
pravilan graf stepena r sa n čvorova mora imati m=nr/2 grana, tako da ne 
mogu postojati pravilni grafovi stepena r sa n čvorova u slučajevima kada su oba 
broja n i r neparni. S druge strane, može se pokazati da ukoliko je makar jedan 
od brojeva r ili n paran, uvijek postoji pravilan graf stepena r sa n čvorova. Na 
sljedećoj slici prikazana su tri pravilna grafa stepena 3. 


DI <A> Po 
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Za neusmjereni graf G= (X, R) kažemo da je potpun ili kompletan ukoliko 
je R=X?\J, odnosno ukoliko je svaki čvor spojen granom sa svakim drugim 
čvorom, osim sa samim sobom (tako da petlje nisu dozvoljene). Očigledno je 
svaki potpun graf sa n čvorova ujedno i pravilan stepena n— 1. Vrijedi i obrnuto: 
svaki pravilan graf stepena n—1 sa n čvorova je potpun. Potpun graf sa n 
čvorova označava se sa K,, i sadrži tačno n(n—1)/2 grana. Potpuni grafovi 
nazivaju se i klike (engl. cligue). Ukoliko se kaže klika nekog grafa G, tada se 
zapravo misli na podgraf grafa G koji je sam za sebe potpun graf, odnosno klika. 


Ako skup čvorova X neusmjerenog grafa G= (X, R) možemo podijeliti na 
dva disjunktna podskupa X; i X2 čija unija čini skup X tako da svaka grana iz R 
uvijek spaja jedan element iz X; sa jednim elementom iz X,, odnosno ukoliko za 
svako (x;,x;)€ R uvijek vrijedi x;€ X, ixje X, ili x;€ X i x;€ X}, takav graf 
nazivamo graf parova ili bipartitivni graf. Pri tome, par podskupova [X,, X2} 
nazivamo biparticijom (ili dvopodjelom) razmatranog bipartitivnog grafa. 
Bipartitivni graf kod kojeg je svaki element iz X; spojen sa svakim elementom iz 
X, naziva se potpuni graf parova ili bikompletan graf. Bikompletan graf u 
kojem skup X, ima n elemenata a skup X, m elemenata, označava se sa K,,,. 
Potpuni (kompletni) i bikompletni grafovi su jedinstveni do na označavanje 
čvorova. Na sljedećoj slici su prikazani grafovi Ks (lijevo) i K,,; (desno). 


Analogno se može definirati i n-partitivni graf kao graf čija svaka grana 
uvijek spaja dva elementa iz dva različita podskupa skupa X koji tvore neku 
particiju skupa X od n podskupova, kao i n-kompletan graf kao graf u kojem je 
svaki element iz nekog podskupa koji tvori neku particiju skupa X spojen sa 
svakim elementom iz nekog drugog podskupa iste particije, a nikad sa 
elementom iz istog podskupa. Analogno označavanju bikompletnih grafova, 
n-kompletni grafovi označavaju se oznakom K,,,,,,--»n, gdje SU nı, no, ..., ną brojevi 
elemenata podskupova koji čine razmatranu particiju. 


8.2 Putevi i povezanost grafova 


Veliki dio teorije grafova zasniva se na pojmu puta i srodnim pojmovima. 
Pod putem u nekom grafu G= (X, R) smatramo svaki niz grana (tj. elemenata iz 
R) 8i, 22, -., 2x pri čemu svaka grana g;, i=2..k počinje u onom čvoru u kojem 
završava grana g;1. Početni čvor grane g, i krajnji čvor grane g, nazivaju se 
početak i kraj puta. Putevi mogu prolaziti više puta istom granom ili kroz isti 
čvor. Ukoliko razmatrani put ne prolazi više puta kroz isti čvor, on se tada 
naziva elementarni put (u anglosaksonskoj literaturi, put općenito imenuje se 
pojmom walk, što bismo mogli prevesti kao šetnja, dok se elementarni put 
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naziva prosto path odnosno samo put). Put koji ne sadrži više puta istu granu 
naziva se staza (engl. trail). Niz grana koji bi eventualno bio put ukoliko bismo 
ignorirali orjentaciju grana naziva se lanac (engl. chain). 


Za puteve se uvijek smatra da su usmjereni (od početka prema kraju), bez 
obzira da li je graf usmjeren ili ne. Zbog toga se formalne definicije puteva 
moraju neznatno modificirati ukoliko se graf modelira na neki način koji 
uključuje neusmjerene grane, jer u tom slučaju može biti nejasno u kojem smjeru 
ide put i gdje mu je početak a gdje kraj. Postoji više načina da se formalno 
definiraju putevi u takvim slučajevima, u čije detalje nećemo ulaziti. U načelu, 
takve definicije za svaku neusmjerenu granu unutar puta moraju uključiti 
dodatne informacije koji je čvor takve grane početni a koji krajnji u odnosu na 
smjer u kojem se kreće razmatrani put. 


Broj grana u putu naziva se dužina puta. Ukoliko postoji put kojem su 
čvorovi x; 1 x; početak i kraj, kažemo da su čvorovi x; i x; povezani, u suprotnom 
su nepovezani. Dužina najkraćeg puta sa početkom u čvoru x; i krajem u čvoru x; 
naziva se rastojanje čvorova x; i x;. Po konvenciji se uzima da za slučaj kada 
čvorovi x; 1 x; nisu povezani, njihovo rastojanje iznosi co. Za graf kažemo da je 
povezan ukoliko su mu svaka dva čvora povezana, inače je nepovezan. 


Put je zatvoren ukoliko mu se početak i kraj puta poklapaju, inače je 
otvoren. Zatvorena staza naziva se ciklus. Ciklus je elementarni ciklus ili 
kontura ukoliko ne sadrži više puta isti čvor (osim početnog i krajnjeg, koji se 
svakako poklapaju). Lako je uvidjeti da grane svake konture obrazuju pravilan 
graf stepena 2. Također, grane svakog povezanog pravilnog podgrafa stepena 2 
nekog grafa obrazuju jednu konturu tog grafa. Za graf se kaže da je acikličan 
ukoliko ne sadrži niti jedan ciklus. Usmjereni acikličan graf naziva se dag (što je 
izvedeno iz engl. Directed Acyclic Graph). Neusmjereni povezani aciklični graf 
naziva se stablo (engl. tree) dok se neusmjereni nepovezani aciklični graf naziva 
šuma (engl. forest). 


Svaki neusmjereni graf koji nije povezan u suštini se raspada na više 
dijelova, koji se nazivaju njegove komponente povezanosti. Preciznije, svaki 
podgraf koji je obrazovan od svih čvorova koji su povezani sa nekim izabranim 
čvorom čini jednu komponentu povezanosti grafa. Kako je relacija “biti povezan" 
relacija ekvivalencije u skupu čvorova nekog neusmjerenog grafa, komponente 
povezanosti grafa su zapravo njegovi podgrafovi inducirani elementima klasa 
ekvivalencije u odnosu na relaciju “biti povezan". Također, ukoliko usvojimo 
terminologiju po kojoj je neki podgraf nekog grafa maksimalan u odnosu na 
neko svojstvo ukoliko on ima to svojstvo a niti jedan obuhvatniji podgraf nema 
to svojstvo, tada možemo reći da su komponente povezanosti nekog grafa 
njegovi maksimalni povezani podgrafovi. Bitno je uočiti da u slučaju usmjerenih 
grafova relacija “biti povezan" nije relacija ekvivalencije (s obzirom da nije 
nužno simetrična), tako da kod usmjerenih grafova komponente povezanosti ne 
možemo definirati preko klasa ekvivalencije. Na pitanje komponenti povezanosti 
usmjerenih grafova vratićemo se nešto kasnije. 
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Za povezane grafove definiramo stepen povezanosti po čvorovima (engl. 
vertex-connectivity) i stepen povezanosti po granama (engl. edge-connectivity) 
kao minimalni broj čvorova odnosno grana čije uklanjanje čini graf nepovezanim. 
Ukoliko razmatrani graf modelira neku komunikacionu mrežu, tada stepen 
povezanosti po čvorovima odnosno po granama predstavlja broj komunikacionih 
čvorišta odnosno komunikacionih veza čije otkazivanje dovodi do narušavanja 
funkcioniranja mreže. 


Pod artikulacionim čvorom nekog grafa podrazumijevamo čvor čijim se 
udaljavanjem povećava broj komponenti povezanosti grafa. Most je grana grafa 
čijim se udaljavanjem postiže isti efekat. Viseća grana je grana kod koje jedan 
od čvorova (početni ili krajnji) ima stepen 1. Svaka viseća grana je uvijek ujedno 


i most. Sljedeća slika prikazuje jedan graf, na kojem su oznakama "a", “m” i “v 
označeni artikulacioni čvorovi, mostovi i viseće grane. 


Svaki maksimalni povezani podgraf nekog grafa koji ne sadrži artikulacione 
čvorove naziva se blok grafa. Sljedeća slika prikazuje sve blokove grafa sa 
prethodne slike. 


e—oe 
<q 

Pitanje povezanosti znatno je složenije u slučaju usmjerenih nego u slučaju 
neusmjerenih grafova, zbog činjenice da relacija “biti povezan” u skupu čvorova 
usmjerenih grafova nije relacija ekvivalencije. Stoga se kod usmjerenih grafova 
definira više vrsta povezanosti. Usmjereni graf je jako povezan (engl. strongly 
connected) ukoliko je povezan u smislu prethodno date definicije povezanosti. 
To znači da za svaka dva čvora x; i x; mora postojati kako put iz čvora x; u čvor 
X; tako i put iz čvora x; u čvor x; (s obzirom da povezanost mora vrijediti za 
proizvoljan početni i proizvoljan krajnji čvor, ona mora vrijediti i kada čvorovi 
međusobno zamijene uloge). Ukoliko se zahtijeva da za bilo koja dva čvora x; i 
x; mora postojati povezanost samo u jednom smjeru (dakle, da postoji put bilo iz 
čvora x; u čvor x, bilo iz čvora x; u x;), kažemo da je graf jednosmjerno povezan. 
Konačno, ukoliko bi neki usmjereni graf postao povezan kada bismo u 
potpunosti ignorirali orjentaciju grana, kažemo da je taj graf slabo povezan 
(engl. weakly connected). Slabo povezani graf ne mora biti čak ni jednosmjerno 


povezan, jer se može desiti da za neki par čvorova x; 1 x; uopće ne postoji put iz 
čvora x; u x; isključivo zbog “pogrešne” orjentacije pojedinih grana, ali bi takav 
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put postojao kada bismo promijenili orjentaciju spornih grana, odnosno kada 
bismo orjentaciju naprosto ignorirali. 


Pitanje komponenti povezanosti također se komplicira u slučaju usmjerenih 
grafova. Kod njih se mogu definirati različite vrste komponenti povezanosti. 
Recimo, ignoriramo li usmjerenja grana u grafu, tj. ukoliko graf posmatramo kao 
neusmjereno graf, dobijamo komponente slabe povezanosti. Međutim, za 
primjenu su mnogo značajnije tzv. komponente jake povezanosti. Da bismo 
definirali komponente jake povezanosti, definirajmo da su dva čvora x; i x;jako 
povezani ukoliko postoji kako put iz čvora x; u čvor x;, tako i put iz čvora x; u 
čvor x;. Alternativno, možemo reći da su čvorovi x; i x; jako povezani ukoliko x; i 
x; leže na nekom zatvorenom putu grafa. Po konvenciji se također uzima da je 
svaki čvor jako povezan sa samim sobom. UZ ove konvencije, relacija "biti jako 
povezan" predstavlja relaciju ekvivalencije u skupu čvorova grafa. Sada su 
komponente jake povezanosti nekog grafa njegovi podgrafovi inducirani 
elementima klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju "biti jako povezan". Prostije 
rečeno, komponente jake povezanosti grafa čine podgrafovi koji su obrazovani 
od svih čvorova koji su jako povezani sa nekim izabranim čvorom grafa. Neka 
je, na primjer, dat (nepovezan) usmjeren graf kao na sljedećoj slici: 


a U, 


Ovaj graf očigledno ima dvije komponente slabe povezanosti. S druge strane, on 
ima četiri komponente jake povezanosti (Cı, C2, C3 1 C4) koje su prikazane na 


sljedećoj slici: 
C2 C3 
Ci & C4 


Lako se vidi da se iz jedne u drugu komponentu jake povezanosti može prelaziti 
samo u jednom pravcu (ukoliko poštujemo orjentaciju grana), odnosno kada 
jednom napustimo neku komponentu jake povezanosti, u nju se više ne možemo 
vratiti. Naime, grana koja eventualno povezuje dvije komponente jake 
povezanosti ne leži ni na jednom zatvorenom putu. Stoga je komponente jake 
povezanosti moguće konstruisati na sljedeći način. Iz grafa uklonimo sve grane 
koje se ne nalaze niti na jednom zatvorenom putu. Graf se tada raspada na posve 
odvojene dijelove koji nisu ništa drugo nego upravo komponente jake povezanosti. 
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8.3 Načini za reprezentaciju (predstavljanje) grafova 


Za realizaciju raznih algoritama za rješavanje tipičnih grafovskih problema 
potrebno je imati reprezentaciju grafa u nekom obliku pogodnom za algoritamsku 
obradu. Naravno, već sama formalna definicija grafa kao uređenog para (X, R) 
daje jednu mogućnost reprezentacije grafa, odnosno graf možemo opisati 
skupom čvorova i grana. Međutim, takva reprezentacija obično nije pogodna za 
efikasno izvođenje algoritama sa grafovima. Neka je, na primjer, u nekom koraku 
algoritma potrebno testirati da li su čvorovi x; i x; susjedni (tj. spojeni granom). 
U slučaju opisa grafa preko para (X, R), izvođenje ovog algoritamskog koraka 
zahtijeva pretragu da li u skupu % postoji par (x; x;), što u najboljem slučaju 
zahtijeva log, m koraka, gdje je m broj grana (i to pod uvjetom da elemente 
skupa R, čuvamo u nekom sortiranom poretku i da za pretragu koristimo postupak 
polovljenja, odnosno binarne pretrage). Ukoliko se testiranje susjedstva čvorova 
izvodi često, algoritmi zasnovani na takvoj reprezentaciji grafa bili bi nedopustivo 
spori. Također, izvođenje mnogih drugih elementarnih algoritamskih koraka ne 
može se efikasno izvesti sa reprezentacijom grafa u formi uređenog para (X, R). 
Stoga su razvijeni mnogi pogodniji načini za reprezentaciju grafova koji 
omogućavaju efikasniju izvedbu elementarnih algoritamskih koraka. U nastavku 
ćemo spomenuti neke od najvažnijih. 


Čest način reprezentacije grafa je pomoću njegove matrice susjedstva 
(adjacencije). Matrica susjedstva A grafa G=(X,R) nije ništa drugo nego 
relaciona matrica pridružena relaciji R, (ovo podrazumijeva da smo u skup X 
uveli numeraciju elemenata, tako da se zna koji je element prvi, koji drugi, itd.). 
Drugim riječima, za elemente a; matrice A vrijedi aj=1 ako i samo ako su 
čvorovi x; 1 x; spojeni granom, inače je a;=0. Jasno je da je kod usmjerenih 
grafova matrica A simetrična. Pojam matrice susjedstva se lako poopćava za 
slučaj multigrafova tako što se uzima da u tom slučaju vrijednost elementa aj; 
predstavlja broj grana koje spajaju čvorove x; i x;. Veoma sličan pojam matrici 
susjedstva je težinska matrica W koja se definira za težinske grafove. Za njene 
elemente w; vrijedi da je vrijednost w;; jednaka težini grane koja spaja čvorove x; 
i x. Za slučaj kada čvorovi x; i x; uopće nisu spojeni granom, vrijednost w; 
definira se ovisno od primjene, pri čemu je za potrebe većine primjena u tom 
slučaju najpogodnije uzeti w;j = co. 


Matrica susjedstva je u mnogim primjenama vrlo praktičan način za 
reprezentaciju grafa. Na primjer, algoritamski korak testiranja da li su čvorovi x; 
i x; susjedni izvodi se vrlo efikasno, jer se svodi na prosto testiranje da li je 
element a; matrice A jednak jedinici. Pored toga, mnogi algoritmi za rješavanje 
grafovskih problema svode se na direktnu manipulaciju sa elementima matrice 
A. Na primjer, iz definicije produkta relacija neposredno slijedi da između 
čvorova x; i x; postoji put dužine k ako i samo ako vrijedi (x; x;) € R*, gdje je Rf 
k-ti stepen relacije R. Isto tako, put (ma koje dužine) između čvorova x; i x; 
postoji ako i samo ako vrijedi (x;,x) € R*, gdje je R* tranzitivno zatvorenje 
relacije R. Slijedi da se testiranje da li između čvorova x; i x; postoji put dužine k 
odnosno da li uopće postoji put može svesti na testiranje da li je element u i-tom 
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redu i j-toj koloni matrice A% odnosno A" jednak jedinici (podsjetimo se da je 
A}? Booleov stepen matrice A). Također, element u i-tom redu i j-toj koloni 
matrice A" gdje je A* obični (a ne Booleov) matrični stepen matrice A daje broj 
puteva dužine k koji postoje između čvorova x; i x;. Treba napomenuti da za 
prosto testiranje da li postoji ma kakav put između čvorova x; i x; postoje i 
mnogo efikasniji algoritmi od računanja matrice A" i testiranja elementa u i-tom 
redu i j-toj koloni (poput BFS pretrage, koju ćemo razmotriti nešto kasnije). 
Međutim, ukoliko je potrebno testirati povezanost putem za mnogo različitih 
parova čvorova (x; x), isplati se jednom izračunati matricu A" a zatim samo 
testirati njene elemente. 


Matrice susjedstva imaju dobrih svojstava, ali za neke primjene nisu osobito 
pogodne. Na primjer, neka je potrebno utvrditi da li je čvor x; spojen granom 
makar sa jednim čvorom. Ukoliko je graf opisan matricom susjedstva A, potrebno 
je testirati da li se u i-tom redu matrice A nalazi makar jedna jedinica, što u 
najgorem slučaju može zahtijevati n testiranja, gdje je n broj čvorova. Sličan 
problem se javlja ukoliko je potrebno pronaći neki (bilo koji) čvor koji je spojen 
granom sa zadanim čvorom x; (ovaj problem se svodi na pronalaženje neke 
jedinice u i-tom redu matrice A). U slučajevima kada je efikasno davanje 
odgovora na ovakva pitanja presudno, bolje je za prezentaciju grafova umjesto 
matrice susjedstva koristiti listu susjedstva (adjacencije). Lista susjedstva grafa 
G=(X,R) je lista (uređena n-torka) L = (N;, N2,..., N,) pri čemu N; predstavlja 
skup svih čvorova koji su susjedni čvoru x; (tj. koji su povezani granom sa 
čvorom x;). Na primjer, za Petersenov graf, koji smo prikazali kao primjer u 
jednom od ranijih odjeljaka, lista susjedstva glasi: 


L= ({x2, X5, X6}, [X1,X3, X), (Xx X4, X8)> [X3,X5, Xo}, {x1, X4, Xio}, 
{x1, X8, Xo}, {x2, X9, X10}, {x3, X6» X10}, {x4, X6, X7}, {xs, X7, Xg} ) 


Jasno je da se pomoću listi susjedstva odgovor na oba prethodno postavljena 
pitanja može dobiti vrlo efikasno (test da li je čvor x; spojen granom makar sa 
jednim čvorom svodi se na test da li je N; prazan skup, dok za pronalaženje 
nekog čvora spojenog sa čvorom x; možemo prosto uzeti bilo koji element skupa 
N;). S druge strane, lista susjedstva ne omogućava naročito efikasno testiranje da 
li je čvor x; spojen sa čvorom x;, jer je za tu svrhu potrebno testirati da li je 
Xj€ N;. Uz dobru implementaciju (koja uključuje čuvanje elemenata skupova N; 
u sortiranom poretku i korištenje binarne pretrage), ovo testiranje može se izvesti 
u log; n; koraka, gdje je n; broj čvorova koji su spojeni sa čvorom x;. U najgorem 
slučaju, ovaj broj koraka iznosi log, n, gdje je n broj čvorova. 


Treba napomenuti da se u mnogim računarskim implementacijama uzima da 
elementi N; liste susjedstva L nisu skupovi, nego također liste (tj. uređene 
kolekcije elemenata), s obzirom da je efikasna implementacija skupova na 
računaru, što podrazumijeva efikasnu podršku pretraživanju, umetanju i brisanju 
elemenata, znatno komplikovanija od implementacije listi (s obzirom da efikasna 
implementacija skupova zahtijeva korištenje tzv. balansiranih binarnih stabala). 
Nažalost, liste se mogu pretraživati isključivo sekvencijalno, tako da u tom 
slučaju testiranje da li se element x; nalazi u listi N; može u najgorem slučaju 
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zahtijevati n koraka, što je drastično pogoršanje u odnosu na log, n koraka koje 
imamo ukoliko zaista koristimo (propisno implementirane) skupove, a ne liste. 


Interesantno je uporediti matrice susjedstva 1 liste susjedstva sa aspekta 
utroška memorije prilikom čuvanja grafova u računarskoj memoriji. Uzmimo da 
razmatrani graf ima m grana i n čvorova. Sasvim je jasno da je za čuvanje 
matrice susjedstva A potrebno zauzeti n” bita, neovisno od broja grana, uz 
pretpostavku da kodiramo elemente matrice tako da jedan element zauzme jedan 
bit (što je moguće, s obzirom da element može imati samo vrijednosti 1 ili 0). S 
druge strane, nije teško vidjeti da svi skupovi N; i=1..n koji su elementi liste 
susjedstva L imaju zajedno m elemenata. Kako se svi indeksi i iz opsega od 1 do 
n mogu optimalno kodirati sa log» n bita, to se čitava lista susjedstva može u 
najboljem slučaju kodirati u mlog, n bita. Sada situacija bitno ovisi od odnosa 
broja grana i broja čvorova. Graf sa n čvorova može imati najviše n" grana, dok 
povezan graf sa n čvorova ne može imati manje od n—1 grana. Ovo daje povod 
da uvedemo sljedeće pojmove. Za graf čiji broj grana m nije mnogo manji od n 
kažemo da je gust, dok za graf čiji broj grana nije mnogo veći od n kažemo da je 
rijedak. Drugim riječima, za guste grafove imamo m=n", dok za rijetke grafove 
imamo m=n (razumije se da ovi pojmovi nisu precizni i obično se uzima da je 
m =nlog,n granica do koje se graf smatra rijetkim). Slijedi da za guste grafove 
lista susjedstva zahtijeva oko n” log; n bita, što je nepovoljnije nego u slučaju da 
se koristi matrica susjedstva. S druge strane, za rijetke grafove lista susjedstva 
zahtijeva oko nlog> n bita, što je mnogo povoljnije nego u slučaju da se koristi 
matrica susjedstva. Kao zaključak možemo izvesti da je, sa aspekta utroška 
memorije, reprezentacija pomoću matrice susjedstva isplativija u slučaju gustih 
grafova, dok je reprezentacija pomoću liste susjedstva isplativija u slučaju 
rijetkih grafova. Nije na odmet napomenuti da reprezentacija grafa kao uređenog 
para (X, R) uz dobro kodiranje zahtijeva 2m log, n bita, odakle slijedi da je takva 
reprezentacija inferiorna u odnosu na reprezentaciju pomoću liste susjedstva i sa 
aspekta utroška memorije. 


Razumije se da provedene procjene memorijskog utroška vrijede samo pod 
uvjetom da je kodiranje elemenata obavljeno na optimalan način, što zahtijeva 
izvjesnu programersku vještinu. U suprotnom, memorijski utrošak može biti 
osjetno veći. Na primjer, ukoliko se matrica A kodira u nekom klasičnom 
programskom jeziku na naivan način, na primjer kao klasični dvodimenzionalni 
niz formata nxn čiji su elementi logičkog tipa (recimo, tipa "boolean" u jeziku 
Pascal odnosno "boo1" u jeziku C++), utrošak memorije će se povećati čak 8 
puta, s obzirom da većina klasičnih programskih jezika iz praktičnih razloga za 
kodiranje elemenata logičkog tipa ne koristi jedan bit po elementu, nego čitav 
bajt koji sadrži 8 bita (programeri koji koriste programski jezik C++ su tu u 
prednosti u odnosu na programere u mnogim drugim programskim jezicima, s 
obzirom da tip “vector<vector<bool> >” u programskom jeziku C++ direktno 
implementira matrice čiji svaki element zauzima samo jedan bit). Međutim, bez 
obzira na kvalitet kodiranja, zaključak da je reprezentacija grafa pomoću liste 
susjedstva znatno racionalnija od reprezentacije pomoću matrice susjedstva za 
slučaj rijetkih grafova i dalje vrijedi. S druge strane, pri lošem kodiranju, 
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reprezentacija grafa pomoću matrice susjedstva ne mora biti racionalnija od 
reprezentacije pomoću liste susjedstva čak ni u slučaju veoma gustih grafova. 


U nekim primjenama teorije grafova (naročito u primjenama kod kojih se 
grafovi koriste za modeliranje električnih mreža) pogodna je reprezentacija 
grafova pomoću matrica incidencije. Ovaj način reprezentacije zahtijeva da 
izvršimo numeraciju ne samo čvorova grafa, nego i grana grafa (tako da se tačno 
zna koja je grana prva, koja druga, itd.). Neka imamo graf G=(X, R) sa m grana 
in čvorova. Matrica incidencije B ovog grafa je matrica formata nx m, pri čemu 
se sami elementi b; matrice B definiraju na različite načine za neusmjerene i 
usmjerene grafove. U oba slučaja je b;j=0 ukoliko čvor x; nije incidentan sa 
granom g;. Pretpostavimo sada da grana g; nije petlja. U slučaju neusmjerenih 
grafova imamo by=1 ukoliko je čvor x; incidentan sa granom g;, dok kod 
usmjerenih grafova uzimamo 4; = 1 ukoliko grana g; izlazi iz čvora x; a bj=—1 
ukoliko grana g; ulazi u čvor x;. Sto se tiče petlji, one su dosta problematične, s 
obzirom da svaka petlja i ulazi i izlazi iz nekog čvora. Zbog toga se, u slučaju da 
je g; petlja nad čvorom x;, obično za slučaj neusmjerenih grafova uzima da je 
bj=2 (tj. 1+1), dok se za slučaj usmjerenih grafova uzima b; = 0 (tj. 1-1). 


Matrice incidencije očigledno zahtijevaju memoriranje mn elemenata, koji 
se ne mogu kodirati sa jednim bitom (s obzirom da mogu imati 3 vrijednosti) već 
zahtijevaju barem 2 bita, što uz optimalno kodiranje daje utrošak memorije od 
2mn bita. Ovaj utrošak je veći od n" čak i u slučaju vrlo rijetkih grafova, dok je 
reda veličine n°. Očigledno je da su matrice incidencije prilično neefikasne sa 
aspekta utroška memorije. S druge strane, mnogi algoritmi za rad sa težinskim 
grafovima, koji se koriste u praktičnim primjenama, mogu se svesti na matrično 
množenje matrice incidencije ili nekih njenih submatrica sa težinskom matricom, 
ili nekim srodnim matricama. Pored toga, pojedini grafovski algoritmi, poput 
algoritama za nalaženje kontura unutar grafa, osjetno se pojednostavljuju u 
slučaju da je graf predstavljen matricom incidencije. 


8.4 Izomorfizam grafova 


Vidjeli smo ranije na primjeru Petersenovog grafa da se jedan te isti graf 
može nacrtati na mnogo različitih načina, koji su vizuelno posve različiti. 
Međutim, jasno je da način crtanja ne utiče na formalnu reprezentaciju grafa, 
odnosno identični grafovi koji su različito nacrtani imaće iste reprezentacije, bez 
obzira na to koji se način reprezentacije koristi. Situacija se znatno komplicira u 
slučaju da izvršimo promjenu obilježavanja čvorova grafa. Na taj način možemo 
dobiti graf sa posve drugačijom reprezentacijom, iako se radi o suštinski istom 
grafu. Kao skoro trivijalan primjer, razmotrimo graf koji je formalno predstavljen 
kao Gi =({X1,Xx2,X3}, {(X1, x1), (1,22), (2,23) 1). Njemu odgovara sljedeći crtež: 


1 X2 X3 
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Ukoliko sada promjenimo obilježavanje čvorova tako da čvorovi xı, x2 i X; 
dobiju respektivno oznake x2, x3 i xı, dobijamo graf čiji se formalni model razlikuje 
od G, odnosno dobijamo graf G = ({x1, X2, x3 }, {(X2, X2), (X2, X3), (X3, x1)}). Posljedica 
je da se matrice susjedstva kao i sve druge reprezentacije grafova G; i G> također 
razlikuju, bez obzira što, suštinski gledano, G1 i G> predstavljaju jedan te isti graf. 
Zaista, matrice susjedstva A; i A, za grafove G; i G, glase 


f 1 r f 0 I 
A1=1001 A2=|0 11 
000 100 

Prethodno rezonovanje navodi nas na sljedeću definiciju. Za dva grafa G}; i 
Gz kažemo da su izomorfni ukoliko oni suštinski predstavljaju jedan te isti graf, 
odnosno ukoliko se jedan od njih može svesti na drugi uz pogodnu promjenu 
obilježavanja čvorova. Formalno definirano, grafovi Gi=(X1,R1)1G2=(X, R2) 
su izomorfni ukoliko postoji bijektivna funkcija f : Xı > X, takva da iz (u,v)e Ry 
slijedi (f(u), f(v)) € R2. Pri tome se sama funkcija f naziva izomorfizam sa G, na 
Go. Izomorfizam predstavlja relaciju ekvivalencije u nekom skupu grafova. Za 


dva izomorfna grafa smatra se da su suštinski identični, ali predstavljeni na 
različite načine. 


Činjenica da se izomorfni grafovi praktično ne razlikuju dovela je i do 
alternativnih definicija pojma grafa koje ne prave nikakvu razliku između dva 
izomorfna grafa. Recimo, prema jednoj od takvih definicija, ono što smo mi 
dosada zvali grafom naziva se model grafa, dok se tada grafovima nazivaju 
klase ekvivalencije modela grafa u odnosu na relaciju izomorfizma. Na taj način, 
jedan te isti graf može imati više međusobno izomorfnih modela. Mada takve 
definicije bolje odgovaraju onome što se intuitivno doživljava pod pojmom grafa, 
formalne manipulacije sa tako definiranim grafovima postaju znatno složenije, s 
obzirom da treba baratati sa klasama ekvivalencije. Zbog toga, u ovom udžbeniku 
nećemo koristiti takve definicije. 


Očigledno je problem utvrđivanja da li su dva grafa izomorfna ili ne od 
velike važnosti za teoriju grafova. Nažalost, to je ujedno i vrlo težak problem. 
Vizuelna prezentacija grafa nije ni od kakve pomoći, s obzirom da se dva 
izomorfna grafa mogu nacrtati na načine koji ni najmanje nisu nalik jedan 
drugom. Doduše, u nekim slučajevima je veoma lako zaključiti da grafovi nisu 
izomorfni. Na primjer, dva grafa sa različitim brojem grana ili čvorova sigurno 
nisu izomorfni. Također, dva grafa sa istim brojem grana i čvorova ne mogu biti 
izomorfni ukoliko stepeni njihovih čvorova nisu identični, tačnije ukoliko 
skupovi sastavljeni od stepena njihovih čvorova nisu jednaki. Međutim, ovo su 
sve samo potrebni, ali ne i dovoljni uvjeti za izomorfizam, s obzirom da dva 
grafa mogu imati jednak broj grana i čvorova i jednake stepene odgovarajućih 
čvorova, ali da opet nisu izomorfni, kao što je slučaj sa dva grafa prikazana na 
sljedećoj slici. U to se lako možemo uvjeriti ukoliko uočimo da lijevi graf sadrži 
dvije konture dužine 3 a desni ne sadrži niti jednu takvu konturu, tako da su oni 
suštinski različiti. Zaista, iz definicije izomorfizma jasno slijedi da ukoliko su 
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dva grafa međusobno izomorfna, oni se tada moraju poklapati u svim osobinama 
koje ne zavise od načina obilježavanja čvorova: 


X1 X2 X1 X2 

X5 X6 X5 X6 
Primijetimo da u slučaju kada dva grafa jesu izomorfni, navođenje promjene 
obilježavanja čvorova koje jedan graf svodi na drugi predstavlja dovoljan i lako 
provjerljiv dokaz da su oni zaista izomorfni. S druge strane, ukoliko grafovi nisu 
izomorfni, za dokazivanje te činjenice nije dovoljno samo reći da odgovarajuća 
promjena obilježavanja ne postoji (s obzirom da se takvo tvrđenje ne može lako 


provjeriti), nego je potrebna neka vrsta ubjedljive i provjerljive argumentacije 
(kao u gore navedenom primjeru), čija priroda varira od slučaja do slučaja. 


Siguran način za provjeru da li su dva grafa izomorfna ili ne je testiranje da 
li se redovi i kolone matrice susjedstva jednog grafa mogu ispremještati tako da 
se dobije matrica susjedstva drugog grafa. Naime, premještanje redova i kolona 
matrice susjedstva odgovara promjeni numeracije čvorova (pri tome je potrebno 
istovremeno premještati kako redove, tako i odgovarajuće kolone, s obzirom da 
razmjena čvorova x; i x; dovodi do razmjene kako i-tog i j-tog reda, tako i i-te i 
j-te kolone matrice susjedstva). Nevolja je u tome što n čvorova možemo 
razmjestiti na n! načina (s obzirom da mogući razmještaji nisu ništa drugo nego 
permutacije skupa čvorova). Kako funkcija faktorijel raste enormno brzo sa 
porastom n, takvo testiranje je nemoguće obaviti za iole veće n. Opisani kriterij 
izomorfizma može se iskazati i analitički. Naime, grafovi G; i G, sa matricama 
susjedstva A; i A, su izomorfni ako i samo ako postoji permutaciona matrica P 
takva da je PA,=A>P. Pri tome se permutaciona matrica definira kao 
kvadratna matrica koja u svakom redu i svakoj koloni ima tačno jedan element 
jednak jedinici, dok su svi ostali jednaki nuli. S obzirom da permutacionih 
matrica sa n redova i kolona ima konačno mnogo, moguće je opisani test izvesti 
u konačno mnogo koraka. Nevolja je što je broj takvih permutacionih matrica 
također n!, tako da za iole veće n ovaj test nije moguće obaviti u razumnom 
vremenu. 


Mada je problem izomorfizma grafova izuzetno značajan, kako za teoriju 
tako i za praksu, on do danas nije adekvatno riješen, s obzirom da zasad nije 
poznat niti jedan algoritam za testiranje izomorfizma grafova koji bi u općem 
slučaju tražio broj koraka koji je manji od eksponencijalne funkcije broja čvorova 
n. S obzirom na enormnu brzinu rasta eksponencijalne funkcije, to znači da nije 
poznat nikakav algoritam kojim bi se u općem slučaju moglo u razumnom 
vremenu sa sigurnošću utvrditi da li su dva iole veća grafa izomorfna ili ne. 
Efikasni algoritmi za testiranje izomorfizma za sada su poznati samo za neke 
specijalne vrste grafova. Takva situacija je, inače, vrlo česta u teoriji grafova. 
Naime, s obzirom da su grafovski problemi u suštini kombinatorni problemi, za 
mnoge grafovske probleme ne vidi se nikakav drugi način rješavanja nego 
ispitivanje svih mogućih varijanti koje se mogu javiti kao potencijalna rješenja 
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problema. Nažalost, broj takvih varijanti obično strahovito raste sa porastom 
broja čvorova ili grana grafa (ovaj problem naziva se kombinatorna eksplozija). 
Srećom, to ne vrijedi za sve grafovske probleme. Naime, za mnoge grafovske 
probleme postoje efikasni algoritmi, čak i za neke probleme koji na prvi pogled 
djeluju vrlo složeno. Neobično je što je vrlo često formulacija dva problema od 
kojih za jedan postoji a za drugi ne postoji efikasan algoritam za njihovo 
rješavanje veoma slična. Problem izomorfizma grafova ipak nije toliko težak kao 
neki drugi grafovski problemi, s obzirom da je za njega postoji algoritam (poznat 
pod imenom NAUTY) koji radi brzo u prosjeku, tj. daje rješenje u prihvatljivom 
vremenu za veliki broj grafova. S obzirom na njegovu složenost, ovaj algoritam 
ne možemo opisati u okviru ovog udžbenika. 


8.5 Operacije sa grafovima 


Često je potrebno od jednog ili više grafova napraviti novi graf, prema 
određenim pravilima. Kažemo da izvodimo određenu operaciju sa grafovima. 
Ovdje ćemo opisati neke od najčešće korištenih operacija koje se primjenjuju sa 
grafovima. Počnimo sa operacijom komplementiranja. Neka je dat neusmjereni 
graf G=(X, R) bez petlji. Pod komplementom grafa G podrazumijevamo graf 
G= (X, X*\(RUJ)), odnosno graf koji također ne sadrži petlje, a u kojem su 
čvorovi x; i x; susjedni ako i samo ako oni nisu susjedni u grafu 6. Ukoliko je A 
matrica susjedstva grafa G, tada njegov komplement za matricu susjedstva ima 
matricu J- A-I, gdje je I jedinična matrica, a J matrica čiji su svi elementi 
jedinice. Treba napomenuti da je uvijek barem jedan od grafova G i G povezan, 
tako da je komplement nepovezanog grafa uvijek povezan (primijetimo da to ne 
znači da je komplement povezanog grafa uvijek nepovezan, s obzirom da oba 
grafa Gi G mogu biti povezani). 


Interesantno je da postoje grafovi koji su izomorfni sa svojim komplementom. 
Takvi grafovi se nazivaju samokomplementarni grafovi. Njihov broj čvorova 
uvijek je ili djeljiv sa 4, ili daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 4 (ovo je samo 
potreban, a ne i dovoljan uvjet za samokomplementarnost). Na sljedećoj slici 
prikazan je jedan samokomplementaran graf i njegov komplement. Nije teško 
uvidjeti da preslikavanje f dato sa f(x)=x, f(x2)=x4, f(x3)=xs, f(x4)=x3 1 
f(xs) =x2 izomorfizam sa grafa Ç na graf G. 


X4 X5 X4 X5 


Ukoliko u nekom usmjerenom grafu G obrnemo orjentaciju svih grana, 
dobijamo graf G' koji se naziva konverzni graf grafa G. Ukoliko je A matrica 
susjedstva grafa G, tada graf G' za matricu susjedstva ima matricu A", pri čemu 
je A" transponirana matrica matrice A. 
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Neka su sada data dva grafa G;=(X,, R1) i G2= (X2, R2). Unija grafova G,1 
Goje graf definiran kao G1 UG, =(X,U X;, Rı U R2). Na primjer, svaki graf je 
unija svojih komponenti povezanosti. Spoj (ili kako se ponekad naziva potpuni 
proizvod) grafova Ģ, i Gy, je graf G1 A G2 koji nastaje tako što najprije formiramo 
uniju GU G2, a zatim svaki čvor iz grafa G; spojimo sa svakim čvorom grafa 
G2. Ukoliko su pri tome skupovi čvorova jednog i drugog grafa disjunktni, tj. 
ukoliko je X, NX2=(2, tada za ove operacije vrijede pravila De Morganovog 
tipa GrUG2=G1AG21 GiAG2=G1UG.2. Također, pod istim uvjetom, ukoliko 
su A; i A, matrice susjedstva grafova Ģı i G2 i ukoliko usvojimo numeraciju 
čvorova takvu da u grafovima G1UG21 G1AG> svi čvorovi grafa G, prethode 
čvorovima grafa G,, tada se lako uočava da matrice susjedstva grafova G; UG i 
G1 A G2 respektivno glase 


pri čemu je O matrica čiji su svi elementi nule, a J matrica čiji su svi elementi 
jedinice. 


Postoji mnogo vrsta operacija sa grafovima, kod kojih rezultirajući graf ima 
za skup čvorova Descartesov proizvod X; XxX, skupa čvorova prvog i drugog 
grafa. Takve operacije generalno se nazivaju proizvodi grafova. U teoriji grafova 
je razmatrano čak 256 različitih definicija proizvoda grafova, u zavisnosti šta se 
uzima da su grane takvog proizvoda grafova. Međutim, od svih tako definiranih 
proizvoda, praktičnu primjenu je našlo možda desetak. Na ovom mjestu će biti 
opisano nekoliko najvažnijih tipova proizvoda grafova. Neka su G;=(X,, R1) i 
G2= (X2, R2) dva grafa. Dva najčešće korištena proizvoda grafova su proizvodi 
od kojih se jedan naziva prosto proizvod grafova (bez ikakvog specifičnog 
pridjeva) ili kategorički (strogi) proizvod grafova, dok se drugi naziva suma 
grafova (naziv očito nije baš konzistentan s obzirom da se radi o proizvodu) ili 
Descartesov proizvod grafova (ni ovaj naziv nije baš najsretniji). Ovi proizvodi 
se obično redom obilježavaju sa G;XG2 i G1+G2, a formalno su definirani kao 
G1XG2=(X1 XX2, Rx) i G1+G2 =(X1XX2, R+), gdje su relacije Rx1 R, date kao 


Rx = {((u, Vi), (42, V2)) | (u, u) E Ra A^ (vi, v2)E R2) 
Ra = {((u, Vi), (U2, V2)) | (u1, u) € R1 Avi =v2) V (u; =u A (v1, v2)E€ R2)} 


Drugim riječima, u grafu G;XG> čvorovi (u, vı) i (u2, v2) su vezani granom ako i 
samo ako su čvorovi u; i u) vezani granom u grafu 6; i ako su čvorovi vı i v2 
vezani granom u grafu G2, dok su u grafu G1 +G2 čvorovi (u1, vı) i (u2, v2) vezani 
granom ako i samo ako je vı = Va pri čemu su čvorovi u; i u, vezani granom u 
grafu 6 1, ili ako je u; = uz pri čemu su čvorovi vı i v2 vezani granom u grafu 62. 
Za sumu grafova ponekad se umjesto oznake G; +G koristi oznaka G; UG. 


Pored ova dva proizvoda, u praksi su značajni i tzv. jaki proizvod grafova, u 
oznaci Gi*G>2 i leksikografski proizvod grafova, koji za razliku od ostalih 
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proizvoda grafova, nije komutativan. Jaki proizvod grafova je definiran prosto 
kao unija kategoričkog proizvoda i sume grafova G11 Ģ2, što možemo zapisati 
kao Gi*G2=(G1XG2)UL(G1+G2). Za jaki proizvod grafova ponekad se koristi i 
oznaka GiBIG». Konačno, leksikografski proizvod grafova, u oznaci G1*G», 
definiran je kao G;+ G, = (X1 XX2, R), gdje je relacija R. data kao 


R.={((u1, Vi), (42, V2)) | (ur, u) € Ra V (u1 = u2 A (v1, V2) E R2)} 


Na sljedećoj slici prikazana su kao primjer dva vrlo jednostavna grafa G; i G», 


kao i grafovi GA G2, Gi XG2, G1+G2 Gi*G21 G2*G1 (proizvod G; + G2 nije 
prikazan, jer je u ovom konkretnom primjeru on jednak proizvodu G; +G): 


ZI GIAG; 
XI G2 XI 
yı yı 
X2 X2 
y2 y2 
X3 X3 


ya zar TG) xy $1"92 xy, 92" G1 


X1Y2 X1Y2 X1Y2 X1Y2 
X2y X2y X2Y1 X2}1 

X2y2 ma Ma X2y2 
X3y X3y X3yı X3V1 

X3y2 X32 X3y2 X3y2 


Na prethodnoj slici su, radi preglednosti, uređeni parovi poput (xı, yı) prikazani 
kratko samo kao xıyı. 


Uvedeni proizvodi grafova imaju veliku primjenu u praksi. Neka, na 
primjer, grafovi G; i G2 modeliraju rad dvije mašine M; i M, pri čemu čvorovi 
grafa predstavljaju moguća stanja u kojima se mašine mogu naći, dok grane 
grafa predstavljaju dozvoljene prelaske iz stanja u stanje. Uz takav model, graf 
G1XG2 modelira paralelni rad mašina, odnosno takav rad kod kojih mašine M, i 
Mo vrše istovremene prelaske iz stanja u stanje, dok graf G, +G2 modelira 
serijski rad mašina, odnosno takav rad kod kojeg u jednom trenutku vremena 
samo jedna od mašina M, ili M, vrši prelaz iz stanja u stanje, dok druga mašina 
zadržava postojeće stanje. Jaki proizvod grafova ima velike primjene u teoriji 
kodiranja, dok leksikografski proizvod grafova ima primjene pri razmatranju 
problema vezanih za sortiranje. U suštini, ukoliko grafovi Ģı i Ģ2 modeliraju 
dvije relacije poretka R, i R2 na skupovima X; i X», tada graf G1+*G2 modelira 
leksikografski poredak na skupu X; x X2. 
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8.6 Planarni grafovi 


Za praktične potrebe, od velikog su značaja grafovi koji se mogu tako 
nacrtati u ravni da im se grane ne presjecaju. Takvi grafovi nazivaju se planarni 
grafovi. Na primjer, ukoliko se grafom modelira neka električna mreža, pri 
čemu grane predstavljaju provodnike, od značaja je utvrditi može li se ta mreža 
prikazati bez presjecanja grana. Naime, presjecanje grana povlači presjecanje 
provodnika bez spoja na mjestu presjeka, što može predstavljati komplikacije pri 
realizaciji (naročito ukoliko se koristi tzv. tehnologija štampanih veza). Također, 
mnogi algoritmi za rješavanje grafovskih problema mogu se znatno uprostiti 
ukoliko se unaprijed zna da je graf planaran. S obzirom da je usmjeren graf 
planaran ako i samo ako je odgovarajući neusmjereni graf također planaran, u 
nastavku ćemo, radi jednostavnosti, razmatrati samo neusmjerene grafove. 


Bitno je istaći da iz činjenice da je graf nacrtan tako da mu se grane 
presjecaju ne slijedi da on nije planaran, jer to još ne znači da ga nije moguće 
nacrtati drugačije, bez presjecanja grana. Na primjer, mada se graf Ku obično 
crta kao kvadrat kojem se dijagonale presjecaju, njega je lako moguće nacrtati i 
bez presjecanja grana, iz čega slijedi da je graf K4 planaran. Na sljedećoj slici 
prikazana su dva načina crtanja grafa Ku, sa i bez presjecanja grana: 


X1 X2 X2 


X3 X4 X3 X4 


Planarni grafovi, kada se nacrtaju bez presjecanja grana, dijele ravan na više 
oblasti, od kojih su sve, osim jedne, konačne. Te oblasti nazivaju se okca 
(susreću se i nazivi plohe odnosno stranice). Ukoliko je graf povezan i ne sadrži 
niti mostove, niti artikulacione čvorove, tada granična linija okca predstavlja 
jednu konturu posmatranog grafa. Ponekad se pod okcima podrazumijevaju 
upravo takve konture, a ne same oblasti (s obzirom da je lakše formalno opisati 
konturu nego oblast). 


Za planarne grafove vrijedi Eulerova teorema koja tvrdi da planaran graf sa 
m grana i n čvorova, kada se nacrta tako da mu se grane ne preklapaju, dijeli 
ravan na f=m-n+2 oblasti. Ova teorema može poslužiti za izvođenje nekih 
neophodnih uvjeta za planarnost grafa. Na prvom mjestu, s obzirom da niti jedna 
oblast ne može biti ograničena sa manje od tri grane i s obzirom da se svaka 
grana javlja po dva puta kao granica oblasti, slijedi da za sve planarne grafove 
mora biti ispunjena nejednakost 2m 2 3f. Iz ove nejednakosti i Eulerove teoreme 
slijedi da za sve planarne grafove mora vrijediti nejednakost m < 3n—6. Drugim 
riječima, neispunjenje ove jednakosti odmah povlači da graf nije planaran. 
Recimo, iz ove nejednakosti neposredno slijedi da graf K; nije planaran. Štaviše, 
odavde slijedi da niti jedan graf K, za n > 5 ne može biti planaran. Također se na 
osnovu Eulerove teoreme lako pokazuje da niti jedan graf koji nema barem 
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jedan čvor stepena manjeg od 6 ne može biti planaran. Nažalost, ispunjenje 
nejednakosti m < 3n—6 nije nikakva garancija da je graf planaran. Na primjer, 
razmotrimo graf K;,3. Za njega je m=9 in = 6, tako da je prethodna nejednakost 
zadovoljena tako da bi tog aspekta ovaj graf mogao biti planaran. Međutim, za 
bipartitivne grafove se nejednakost 2m 2 3f može zamijeniti znatno strožijom 
nejednakošću 2m 2 4f, s obzirom da činjenica da njihove grane uvijek spajaju 
čvorove iz različitih particija povlači da svaka oblast mora biti ograničena sa 
barem četiri grane. Na osnovu ove nejednakosti i Eulerove teoreme slijedi da za 
bipartitivne planarne grafove mora vrijediti nejednakost m < 2n—4, tako da njeno 
neispunjenje predstavlja siguran dokaz neplanarnosti za slučaj bipartitivnih 
grafova (naravno, njeno ispunjenje ne govori ništa o eventualnoj planarnosti ili 
neplanarnosti grafa). Na osnovu ove nejednakosti zaključujemo da graf K3,3 
također nije planaran. 


Mada smo vidjeli da se neplanarnost nekih grafova lako može utvrditi na 
osnovu nekih nejednakosti koje slijede iz Eulerove teoreme, to nije moguće za 
sve neplanarne grafove. Uzmimo kao primjer Petersenov graf. Mada intuivno 
naslućujemo da ovaj graf nije planaran, s obzirom da se ne vidi nikakav način da 
se on nacrta bez presjecanja grana, takav zaključak nije moguće izvesti na 
osnovu Eulerove teoreme. Srećom, postoji veoma općenita teorema koja daje 
potrebne i dovoljne uvjete za planarnost ma kakvog grafa, koja je poznata pod 
nazivom teorema Pontrjagina'-Kuratowskog. Da bismo formulirali ovu 
teoremu, uvedimo prvo pojam potpodjele grafa. Pod potpodjelom nekog grafa 
smatramo graf koji nastaje od nekog grafa tako da mu dodamo nove čvorove 
stepena dva na neke od njegovih grana, čime efektivno dijelimo neke njegove 
grane na više međusobno povezanih grana. Preciznije, potpodjela nekog grafa 
nastaje tako da se neke od grana grafa oblika (x; x;) zamjenjuju nizom grana 
oblika (%;, 41), (u1, 2), (U2, U3), +++, (Uk-1, Uk), (Uk, Xj) gdje SU ui, U2, ..., Ux novouvedeni 
čvorovi koji nisu incidentni niti sa jednom granom osim grana ovog niza grana. 
Sada, teorema Pontrjagina-Kuratowskog tvrdi da je graf planaran ako i samo ako 
kao svoje djelimične podgrafove ne sadrži niti graf Ks, niti graf K3,3, niti neku 
od potpodjela grafova Ks ili K3,3. 


Kao primjer primjene teoreme Pontrjagina-Kuratowskog, pokazaćemo da 
Petersenov graf nije planaran. Zaista, nije previše teško primijetiti da se u 
Petersenovom grafu kao djelimični podgraf nalazi jedna potpodjela grafa K;,3. 
Takva potpodjela prikazana je na sljedećoj slici. Mnogi na sljedećoj slici neće 
odmah prepoznati da se radi o potpodjeli grafa K3,3. Stoga su na slici svi čvorovi 
podijeljeni u tri skupine. Jedna skupina čvorova označena je oznakama iz skupa 
X=(x,%,X), druga skupina oznakama iz skupa Y = {y1,y2,y3}, dok treća skupina 
čvorova nije označena i oni su prikazani svjetlijom nijansom. Ukoliko izbacimo 
sve svijetlo prikazane čvorove i svake dvije grane koje su se sticale u tim 
čvorovima zamijenimo jednom granom, dobijamo graf u kojem je svaki čvor iz 
skupa X spojen sa svakim čvorom iz skupa Y, i u kojem niti jedna grana ne spaja 


! Lav Semjonovič Pontrjagin (1908-1988), ruski matematičar. Bavio se mnogim oblastima teorijske 
matematike., ali i primijenjenom matematikom (optimalnom teorijom upravljanja). 
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dva čvora iz skupa X ili dva čvora iz skupa Y. Na osnovu definicije 
bikompletnih grafova, vidimo da to nije ništa drugo nego graf K3,3. Sada je jasno 
da je nacrtani graf zapravo potpodjela grafa K3,3, pri čemu su svijetlo prikazani 
čvorovi oni čvorovi koji su ubačeni da bi se dobila potpodjela. 


Nešto drugačiji potreban i dovoljan kriterij za planarnost nudi Wagnerova" 
teorema. Može se pokazati da je ova teorema u načelu ekvivalentna teoremi 
Pontrjagina-Kuratowskog, ali su njeni uvjeti često jednostavniji za provjeru. 
Naime, ukoliko u proizvoljnom grafu uzmemo neku ivicu {x;x;} i njene krajeve 
stopimo u jedan čvor (tj. stavimo da je x; = x;) dobijamo novi graf za koji kažemo 
da je dobijen kontrakcijom polaznog grafa duž ivice (x;,x;]. Sada, Wagnerova 
teorema tvrdi da je graf planaran ako i samo ako ne sadrži nikakav podgraf koji 
se kontrakcijama može svesti na graf Ks ili K;,3. Na primjer, pomoću Wagnerove 
teoreme izuzetno se jednostavno pokazuje da Petersenov graf nije planaran. Zaista, 
ukoliko izvršimo kontrakcije Petersenovog grafa duž ivica {x;,X6}, 1X%2,%7), 
{x3,Xs}, {xa,x9} 1 [X5,X10) (UZ označavanje čvorova kakvo je bilo korišteno u 
odjeljku 8.1), dobijamo upravo graf Ks. 


Iz teoreme Pontrjagina-Kuratowskog i Wagnerove teoreme slijedi da su 
grafovi Ks i K;,; najprostiji neplanarni grafovi i da se u svakom neplanarnom 
grafu na izvjestan način "krije" ili graf K; ili graf K;,; kao njegova podstruktura 
(odnosno, grafovi K; i K;,; su, u neku ruku, “generatori” svih neplanarnosti). 
Ovo je interesantan i pomalo neočekivan rezultat. Također je interesantno 
napomenuti da je I. Fary * dokazao se svi planarni grafovi uvijek mogu nacrtati u 
ravni ne samo da mu se grane ne presjecaju nego je pored toga moguće postići i 
da se sve grane nacrtaju kao prave linije. 


Teorema Pontrjagina-Kuratowskog u načelu omogućava da za svaki graf sa 
sigurnošću možemo utvrditi da li je planaran ili ne. Međutim, ona sama po sebi 
ne vodi ka efikasnom algoritmu za testiranje planarnosti, odnosno algoritmu koji 
bi se za iole veće grafove mogao izvršiti u razumnom vremenu. Začudo, mada 
problem testiranja planarnosti izgleda prilično težak, postoje sasvim efikasni 
algoritmi za testiranje planarnosti. Jedan od najviše korištenih je algoritam koji 


! Klaus Wagner (1910-2000), njemački matematičar. Bavio se teorijom grafova. 
? Istvan Fary (1922-1984), mađarski matematičar. Bavio se teorijom grafova i teorijom čvorova. 
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su predložili Auslander' i Parter? kod kojeg je broj operacija neophodnih za 
testiranje planarnosti u najgorem slučaju proporcionalan sa n", gdje je n broj 
čvorova grafa. Ovo se u većini primjena smatra zadovoljavajućom efikasnošću. 
Postoje i efikasniji algoritmi za istu namjenu. Jedan posve dobar algoritam 
predložili su Demoucron*, Malgrange" i Pertuiset*. Ovi algoritmi ne samo da 
testiraju planarnost, nego pored toga u slučaju da je graf planaran nalaze mogući 
razmještaj čvorova koji omogućava njihovo crtanje bez presjecanja čvorova. 
Međutim, veliko iznenađenje je nastupilo kada su Hopcroft“ i Tarjan” predložili 
izuzetno efikasan algoritam za testiranje planarnosti grafa, kod kojeg je broj 
operacija neophodnih za testiranje planarnosti proporcionalan sa brojem čvorova 
n, što je zaista izvanredno. Svi pomenuti algoritmi su prilično složeni i glomazni, 
tako da ih na ovom mjestu nećemo opisivati. Pored toga, ovi algoritmi nisu 
posve jednostavni za programiranje, što je također prilično nesretna okolnost. 
Zainteresirani se upućuju na širu literaturu koja se dublje bavi teorijom grafova. 
S obzirom da se radi o dobro poznatim algoritmima, zainteresiranima neće biti 
problem u slučaju potrebe pronaći njihov detaljan opis. 


8.7 Eulerovi i Hamiltonovi putevi 


Za put u nekom grafu koji prolazi kroz sve grane grafa tačno jedanput 
kažemo da je Eulerov put (ili Eulerova staza). Zatvoreni Eulerov put naziva se 
Eulerov ciklus. Za povezani graf u kojem postoji Eulerov ciklus kažemo da je 
Eulerov graf. Interesantno je da je problem ispitivanja da li graf posjeduje 
Eulerov ciklus ili ne prvi grafovski problem koji je ikada postavljen i rješavan. 
Inspiracija za ovaj problem bio je tzv. problem Konigsberških mostova. U ovom 
problemu postavlja se pitanje da li se grad Königsberg (danas Kalinjingrad), koji 
se prostire na dvije riječne obale i dva riječna otočića koji su međusobno 
povezani sa 7 mostova, može obići tako da se preko svakog mosta pređe tačno 
jedanput. Problem Kčonigsbergških mostova se zapravo sastoji u ispitivanju da li 
jedan specifičan graf (zapravo multigraf) sa 4 čvora i 7 grana sadrži Eulerov 
ciklus ili ne. Negativan odgovor na problem Kčnigsbergških mostova dat je kroz 
Euler-Hierholzerovu* teoremu, po kojoj je neusmjeren graf Eulerov graf ako i 
samo ako svaki njegov čvor ima paran stepen, dok je usmjeren graf Eulerov graf 
ako i samo ako svaki njegov čvor ima jednak ulazni i izlazni stepen (ova teorema 
važi ne samo za obične grafove, nego i za multigrafove). Direktna posljedica 
Euler-Hirholcerove teoreme je da neusmjereni graf sadrži otvoreni Eulerov put 
ako i samo ako posjeduje tačno dva čvora neparnog stepena. 


Louis Auslander (1928-1997), američki matematičar. Bavio se i teorijskom i primijenjenom matematikom. 
Seymour V. Parter (1929—), američki matematičar. Bavio se numeričkim metodama rješavanja parcijalnih 
diferencijalnih jednačina. 

Georges Demoucron, francuski matematičar. Bavi se operacionim istraživanjima. 

Yves Malgrange, francuski matematičar. Bavi se Booleovom algebrom i problemima odlučivanja. 

Roger Pertuiset, francuski matematičar. Bavi se optimizacionim problemima u teoriji grafova. 

John Hopcroft (1939), američki naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. Napisao nekoliko 
popularnih udžbenika. 

Robert Tarjan (1939—), američki naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom, a posebno algoritmima. 
Carl Hierholzer (1840-1871), njemački matematičar. 
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Očigledno je posve lako utvrditi da li graf sadrži ili ne sadrži Eulerov put ili 
Eulerov ciklus. U slučaju pozitivnog odgovora na ova pitanja, ostaje problem da 
se pronađe Eulerov put ili Eulerov ciklus. Razmotrimo prvo slučaj nalaženja 
Eulerovog ciklusa (pod uvjetom da je razmatrani graf Eulerov). Fleuryjev 
algoritam je konceptualno vrlo jednostavan, ali prilično neefikasan (kada se 
uzmu u razmatranje implementacioni detalji) algoritam za nalaženje Eulerovog 
ciklusa. Prema ovom algoritmu, izaberemo proizvoljan čvor grafa (recimo, prvi) 
i krenemo duž proizvoljno izabrane grane koja vodi iz posmatranog čvora, pri 
čemu pazimo da, ako je ikako moguće, biramo granu koja nije most grafa 
(odnosno, granu koja jeste most grafa biramo samo ako nam je to jedina 
mogućnost). Konkretnije, pri klasičnoj izvedbi Fleuryjevog algoritma, testira se 
jedna po jedna grana koja izlazi iz čvora 1 bira prva grana koja nije most grafa, 
ukoliko takva postoji (naravno, u slučaju da su sve grane koje izlaze iz čvora 
mostovi, moramo izabrati neki od njih, recimo prvi). Izabranu granu dopisujemo 
na kraj spiska grana (koji je na početku algoritma prazan), nakon čega brišemo 
razmatranu granu i nastavljamo isti postupak od čvora u koji je vodila upravo 
izbrisana grana. Postupak nastavljamo sve dok se ne izbrišu sve grane. Po 
završetku algoritma, grane u spisku grana, posmatrane u redoslijedu kako su 
upisivane u spisak, formiraju traženi Eulerov ciklus. Na sljedećoj slici je prikazan 
primjer jednog Eulerovog grafa, kao i jedan od više mogućih Eulerovih ciklusa 
dobijen primjenom Fleuryjevog algoritma (s obzirom da Eulerov ciklus nije 
nužno jedinstven). Konkretnije, traženi Eulerov ciklus obrazuju grane obilježene 
Sa 81 — 220, u rastućem poretku indeksa: 


Mada je Fleuryjev algoritam konceptualno vrlo jednostavan, u njemu se u 
svakom koraku javlja potreba da se testira da li neka grana predstavlja most ili 
ne, što je vremenski zahtjevno i ne baš jednostavno za izvesti. Naime, bez obzira 
što je vizuelno vrlo lako uočiti da li je neka grana most ili ne, to nimalo nije lako 
utvrditi samo iz formalnog opisa grafa. Zbog toga se u praksi obično koristi 
Hierholzerov algoritam, koji se može posmatrati i kao randomizirana varijanta 
Fleuryjevog algoritma. Ovaj algoritam je mnogo jednostavniji za implementaciju 
i obično mnogo efikasniji od izvornog Fleuryjevog algoritma. Suštinska razlika 
između ovog i izvornog Fleuryjevog algoritma je što se ovdje ne testira da li su 
grane mostovi, nego se u svakom koraku prosto bira nasumice izabrana grana 
koja vodi iz tekućeg čvora, a posljedice takve "nepromišljenosti" korigiraju se 
naknadno. Konkretnije, i ovdje ponovo polazimo iz proizvoljno izabranog čvora 
grafa (recimo x;) i krećemo se duž nasumično izabrane grane kojom se do tada 
nismo kretali, pri čemu svaku granu duž koje se krećemo dodajemo u spisak 
grana L; (nasumičnim izborom grana a ne izborom u nekom propisanom poretku 
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smanjuje se vjerovatnoća da će biti izabrana grana koja predstavlja most grafa). 
Postupak se ponavlja sve dok ne dođemo u čvor iz kojeg više ne izlazi niti jedna 
grana duž koje se nismo kretali (ukoliko je graf zaista Eulerov, ovo se može 
dogoditi jedino u čvoru iz kojeg smo započeli kretanje). Ukoliko se pri tome desi 
da L, sadrži sve grane, možemo reći da smo "imali sreće", jer se tada postupak 
završava, pri čemu grane iz spiska Lı, u redoslijedu upisivanja, čine traženi 
Eulerov ciklus. U slučaju da Lı ne sadrži sve grane grafa, potražimo neki čvor 
grafa (nazovimo ga x2) koji leži na putu L,, ali koji također leži i na nekoj grani 
koju L, ne sadrži. Tada, počev od čvora x, primjenjujemo isti postupak koristeći 
samo grane koje se ne sadrže u L;. Na taj način dobijamo novi spisak grana L}. 
Sada, od dva spiska L; i L} pravimo novi spisak L, tako što prvo redamo grane 
iz spiska L; dok ne prepišemo granu koja se završava u čvoru x zatim 
prepišemo sve grane iz spiska L, nakon čega prepišemo preostale grane iz Li. 
Ukoliko L,;, sadrži sve grane grafa, postupak je završen. U suprotnom, postupak 
nastavljamo na identičan način, sve dok ne formiramo spisak koji zaista sadrži 
sve grane grafa. 


Razmotrimo sada problem nalaženja otvorenog Eulerovog puta u grafu koji 
sadrži takav put. Već je rečeno da takav graf mora imati tačno dva čvora 
neparnog stepena. Ukoliko bismo ta dva čvora spojili još jednom granom, dobili 
bismo Eulerov graf. Ako u tako dobijenom Eulerovom grafu nađemo Eulerov 
ciklus i uklonimo novododanu granu, dobićemo upravo otvoreni Eulerov put. 


Prirodna generalizacija problema nalaženja Eulerovog ciklusa je tzv. kineski 
problem poštara (ovaj naziv, koji se kod nas često nespretno prevodi kao 
problem kineskog poštara, potiče od kineskog matematičara Kwana', koji ga je 
prvi razmatrao). U ovom problemu, koji se odnosi na težinske grafove, poštar 
treba da prođe kroz sve ulice nekog grada barem jedanput i da se vrati na mjesto 
odakle je pošao, a da pri tome pređe put minimalne dužine. Formalno iskazano, 
traži se zatvoren put kroz graf koji prolazi barem jednom kroz svaku granu grafa 
za koji je suma težina svih grana od kojih se sastoji minimalna. Lako je pokazati 
da ukoliko graf sadrži Eulerov ciklus, onda je upravo on traženo rješenje. Zaista, 
kako se traži put koji prolazi barem jednom kroz svaku granu, suma težina će 
očito biti najmanja ako je moguće postići da se kroz svaku granu prođe tačno 
jedanput, a to je upravo slučaj ukoliko postoji Eulerov put. S druge strane, jasno 
je da problem kineskog poštara sigurno ima rješenje za svaki graf, bio on Eulerov 
ili ne. Stoga je ovaj problem generalizacija problema nalaženja Eulerovog 
ciklusa. Za njegovo rješavanje u neusmjerenim i usmjerenim grafovima postoji 
relativno efikasan algoritam koji su dali Edmonds" i Johnson“, i koji zbog 
složenosti nećemo razmatrati (zainteresirani se upućuju na širu literaturu). Isti 
algoritam radi i za mješovite grafove, tj. grafove koji nisu striktno niti usmjereni 
niti neusmjereni, ali za takve grafove efikasnost algoritma nije garantirana. 
Zapravo, garantirano efikasan postupak za rješavanje problema kineskog poštara 
za slučaj mješovitih grafova do danas nije poznat. 


! Mei-ko Kwan (Meigu Guan), kineski matematičar. 
? Jack Edmonds (1934—), američki matematičar. Značajan je njegov doprinos teoriji kombinatorne optimizacije. 
> Ellis J. Johnson, američki matematičar. Bavi se problemima logistike i operacionih istraživanja. 
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Za razliku od Eulerovog puta koji prolazi tačno jedanput kroz sve grane 
grafa, Hamiltonov put je put koji prolazi tačno jedanput kroz sve čvorove grafa. 
Zatvoreni Hamiltonov put naziva se Hamiltonov ciklus (Hamiltonova kontura). 
Graf u kojem postoji Hamiltonov ciklus naziva se Hamiltonov graf. Inače, sam 
termin Hamiltonov put potiče od zagonetke pod nazivom "put oko svijeta" koju 
je postavio W. R. Hamilton', u kojoj se tražio put koji prolazi kroz svaki vrh 
pravilnog dodekaedra (pravilnog poliedra sa 12 stranica, čije su stranice pravilni 
petouglovi) tačno jedanput. Kada se model dodekaedra projektira na ravan i 
dobijeni graf nacrta tako da mu se stranice ne preklapaju (što je uvijek moguće 
uraditi, jer se može dokazati da su grafovi dobijeni projekcijom ma kojeg poliedra 
u ravan uvijek planarni), dobija se Hamiltonov graf prikazan na sljedećoj slici, 
na kojem je podebljanim linijama istaknut odgovarajući Hamiltonov ciklus 
(čvorove smo indeksirali u rastućem poretku duž Hamiltonovog ciklusa): 


Mada na prvi pogled problemi nalaženja Eulerovog i Hamiltonovog puta 
djeluju veoma povezani, oni se drastično razlikuju sa aspekta složenosti. Dok za 
nalaženje Eulerovog puta postoje jednostavni postupci, do danas nije poznat niti 
jedan efikasan algoritam za nalaženje Hamiltonovog puta, pri čemu mnogi 
smatraju da efikasan algoritam za tu svrhu nikad i neće biti nađen, jer zapravo 
uopće ne postoji. Štaviše, u općem slučaju nije poznat nikakav efikasan algoritam 
čak ni za prosto testiranje da li graf uopće sadrži Hamiltonov put ili ne, bez 
obzira što smo vidjeli da je testiranje da li graf sadrži Eulerov put ili ne praktično 
trivijalno. Najbrži do sada poznati algoritmi za testiranje da li uopće postoji 
Hamiltonov put u proizvoljnom grafu ujedno i pronalaze takav put ako on 
postoji, pri čemu broj neophodnih operacija raste eksponencijalno sa porastom 
broja čvorova. U suštini, takvi algoritmi nisu mnogo odmakli od traženja rješenja 
grubom silom, odnosno testiranjem svih mogućih varijanti (čiji broj, naravno, 
drastično raste sa porastom veličine grafa). Efikasni algoritmi postoje samo za 
izvjesne specijalne kategorije grafova. Sličnu smo situaciju imali i kod problema 
izomorfizma grafova. Ipak, između ova dva problema postoji bitna razlika. Dok 
se za problem izomorfizma grafova vjeruje da bi za njegovo rješavanje možda i 
mogao postojati efikasan algoritam, mnoge poznate činjenice nagovještavaju da 
efikasan algoritam za testiranje postojanja Hamiltonovog puta u općem slučaju 
uopće nije moguće sastaviti, odnosno da takav algoritam uopće ne postoji. 


! William Rowan Hamilton (1805-1865), irski plemić, fizičar, matematičar i astronom. Poznat po velikom broju 
radova i otkrića (kvaternioni, Hamiltonov princip, Hamiltonov operator, pojam tenzora i još mnogo toga). 
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Bez obzira što u općem slučaju testiranje da li je graf Hamiltonov ili ne nije 
moguće obaviti efikasno, postoje neki rezultati koji u nekim slučajevima daju 
odgovor na ovo pitanje. Jasno je da Hamiltonov graf mora imati barem tri čvora, 
tako da ćemo u nastavku pretpostaviti da za broj čvorova n razmatranog grafa 
vrijedi n23. Razmotrimo prvo neke poznate rezultate za neusmjerene grafove. 
Diracova' teorema tvrdi da je graf sigurno Hamiltonov ukoliko svaki čvor ima 
stepen veći ili jednak od n/2 (stoga je svaki kompletan graf sigurno 
Hamiltonov). Oreova" teorema tvrdi da j je graf sigurno Hamiltonov ukoliko je 
zbir stepena za svaka dva nesusjedna čvora veći ili jednak od n. Posaina" 
teorema tvrdi da je graf sigurno Hamiltonov ukoliko za svaku vrijednost k za 
koju je 1<k<(n—1)/2 vrijedi da je broj čvorova čiji stepen ne prelazi k manji od 
k, uz dodatni uvjet da ukoliko je n neparan broj čvorova čiji stepen ne prelazi 
(n—1)/2 nije veći od (n— 1)/2. Sve ove teoreme specijalan su slučaj Chvđtalove“ 
teoreme. Za formulaciju ove teoreme, pretpostavimo da smo čvorove sortirali u 
neopadajući poredak po njihovim stepenima, tj. da smo ih označili oznakama 
x» i=1..n pri čemu je dg(x,) < dex) < ... < da(x,). Chvatalova teorema tada tvrdi 
da je graf sigurno Hamiltonov ukoliko za sve vrijednosti indeksa i < n/2 za koje 
je da(x;) < i slijedi da j je dd(Xn-i) 2 n—i. Poznat je i rezultat prema kojem je graf sa 
n čvorova i m grana sigurno Hamiltonov ukoliko vrijedi m > (n—1)(n—2)/2+1. 
Što se tiče usmjerenih grafova, Redeiova" teorema tvrdi da je usmjeren graf 
sigurno Hamiltonov ukoliko između proizvoljna dva čvora x; i x; postoji barem 
jedna od grana (x; x;) ili (x;,x;). Međutim, svi navedeni uvjeti su samo dovoljni, 
odnosno graf može biti Hamiltonov a da ne ispunjava niti jedan od navedenih 
uvjeta. Za neke tipove grafova se zna da sigurno nisu Hamiltonovi. Na primjer, 
bipartitivni graf sa neparnim brojem čvorova ne može biti Hamiltonov. Uvjeti 
koji bi bili potrebni i dovoljni da graf bude Hamiltonov, a koji bi se mogli 
efikasno testirati, nisu do danas poznati. Stoga je za testiranje da li je graf 
Hamiltonov ili ne često potrebno koristiti razne ad hoc strategije, kao recimo u 
sljedećem primjeru. 


> Primjer: Utvrditi da li je graf sa sljedeće slike Hamiltonov ili ne. 


! Gabriel Andrew Dirac (1925-1984), britanski matematičar. Posinak nobelovca Paula Diraca. 

? Øystein Ore (1899-1968), norveški matematičar. Bavio se teorijom prstena, teorijom grafova i teorijom 
rešetki. 

3 Lajos Pósa (1947—), mađarski matematičar. Smatran čudom od djeteta. Pomenuti rezultat iz teorije grafova 
, dokazao sa 15 godina. 
4 Vaclav Chvátal (1946-), češko-kanadski matematičar. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. 

5 Laszlo Rédei (1900-1980), mađarski matematičar. Bavio se algebarskom teorijom brojeva i algebrom. 
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Kod grafova manjih dimenzija, najbolje je prvo probati intuitivno potražiti 
eventualni Hamiltonov ciklus. Kako u ovom primjeru razna isprobavanja ne 
ukazuju na postojanje takvog ciklusa, to je povod da se pretpostavi da takav 
ciklus uopće ne postoji. Međutim, tu pretpostavku treba i dokazati ukoliko 
želimo tvrditi da ovaj graf nije Hamiltonov, s obzirom da neuspjeh u traženju 
Hamiltonovog ciklusa nije nikakav dokaz o njegovom nepostojanju, osim 
ukoliko na neki način ne možemo argumentirano garantirati da smo prilikom 
traganja zaista iscrpili sve mogućnosti (kojih ima izuzetno mnogo čak i za ovaj 
relativno mali graf). Pokazaćemo da za ovaj graf pretpostavka o postojanju 
Hamiltonovog ciklusa vodi u kontradikciju, što predstavlja siguran dokaz da graf 
nije Hamiltonov. 


Uočimo prvo da posmatrani graf ima 16 čvorova i 27 grana. Kada bi u njemu 
postojao Hamiltonov ciklus, jasno je da bi on morao sadržavati tačno 16 grana 
(onoliko koliko ima čvorova). Slijedi da bi se od ukupno 27 grana grafa tačno 11 
grana moralo nalaziti izvan Hamiltonovog ciklusa. Dalje, kada bi Hamiltonov 
ciklus postojao, jasno je da bi, od svih grana koje izlaze iz ma kojeg čvora, tačno 
dvije grane pripadale tom ciklusu, a ostale ne bi pripadale. Nakon ovog uvodnog 
razmatranja, pretpostavimo da Hamiltonov ciklus postoji i posmatrajmo čvorove 
grafa obilježene Sa x1, X4, X6, X9, X11, X13 1 X15. IZ čvora x, izlaze tri grane, od kojih 
dvije pripadaju Hamiltonovom ciklusu (za nastavak rezonovanja nije bitno što 
ne znamo koje su to dvije grane), a jedna ne pripada. Iz čvora x4 izlazi pet grana, 
od kojih dvije pripadaju Hamiltonovom ciklusu, a tri ne pripadaju. Te tri grane 
sigurno se ne poklapaju sa onom granom izvan Hamiltonovog ciklusa koja izlazi 
iz čvora xı, s obzirom da niti jedna grana ne povezuje čvor x, i x4. Dakle, do sada 
smo utvrdili da moraju postojati barem 4 grane izvan Hamiltonovog ciklusa. 
Slično, od 5 grana koje izlaze iz čvora x, tri grane nisu u Hamiltonovom ciklusu 
i sve su različite od do sada prebrojanih grana izvan Hamiltonovog ciklusa, s 
obzirom da čvor xx nije spojen granom niti sa čvorom xı, niti sa čvorom x4. 
Slijedi da smo već prebrojali da mora postojati 7 grana izvan Hamiltonovog 
ciklusa (nebitno je što ne znamo koje su to grane). Na isti način, za čvorove xo, 
X1u 1 x1s možemo ustanoviti postojanje po jedne nove grane izvan Hamiltonovog 
ciklusa, dok čvor x,3 daje još tri nove grane izvan Hamiltonovog ciklusa. Sve u 
svemu, zaključujemo da mora postojati barem 13 grana koje ne pripadaju 
Hamiltonovom ciklusu. Međutim, u uvodnom razmatranju smo zaključili da ako 
Hamiltonov ciklus uopće postoji, tada bi se tačno 11 grana grafa moralo nalaziti 
izvan njega. Dakle, dobili smo kontradikciju, na osnovu koje moramo odbaciti 
pretpostavku o postojanju Hamiltonovog ciklusa. Drugim riječima, posmatrani 
graf zaista nije Hamiltonov. 


Provedeno rezonovanje kojim smo zaključili da graf iz prethodnog primjera 
nije Hamiltonov, može se uspješno primijeniti na veliki broj grafova koji nisu 
Hamiltonovi. To rezonovanje može se formalizirati na sljedeći način. Neka graf 
ima n čvorova i m grana. Pretpostavimo li da u grafu postoji Hamiltonov ciklus, 
tada mu mora pripadati tačno n grana grafa, što ostavlja tačno m-n grana izvan 
Hamiltonovog ciklusa. Dalje, neka smo iz skupa čvorova grafa izdvojili neki 
podskup S = {xi Xi... Xi} takav da nijedan par čvorova iz S nije međusobno 
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spojen granom. Ako stepen čvora xe S označimo sa d(x), tada iz svakog od 
čvorova xe S izlazi d(x)—2 grana koje ne pripadaju Hamiltonovom ciklusu, pri 
čemu su sve te grane različite. Slijedi da u razmatranom grafu mora postojati 
barem d(x;)) +d(x;) +... + d(x;)—2k grana koje ne pripadaju Hamiltonovom ciklusu. 
Ukoliko je ovaj broj veći od m—n, imamo kontradikciju. Dakle, graf sigurno nije 
Hamiltonov ukoliko vrijedi nejednakost d(x;)+d(x;)+..+d(x)>2k+m—n. 
Pri tome mora biti jasno da neispunjenje ove nejednakosti nije nikakva garancija 
da je graf Hamiltonov. 


Za slučaj težinskih grafova u kojima postoji Hamiltonov ciklus, često se 
postavlja pitanje pronalaženja onog Hamiltonovog ciklusa (s obzirom da ih može 
biti više) kod kojeg je suma težina grana koji ga čine minimalna. Ovaj problem 
je poznat pod imenom problem trgovačkog putnika ili TSP problem (od engl. 
Traveling Salesman Problem). Neformalno iskazano, ovaj problem zahtijeva da 
se pronađe put kojim se treba kretati trgovački putnik tako da obiđe svaki grad 
tačno jedanput, a da pri tome pređe put najmanje dužine. Jasno je da problem 
trgovačkog putnika ne može biti lakši od prostog problema pronalaženja barem 
jedneog Hamiltonovog ciklusa, odakle slijedi da nisu poznati efikasni algoritmi 
za rješavanje ovog problema u općem slučaju (trenutno, sva raspoloživa 
računarska snaga na svijetu iskorištena zajedno nije dovoljna da se riješi 
problem trgovačkog putnika za proizvoljan graf sa 300 čvorova). Ipak, zbog 
svoje velike praktične važnosti, problem trgovačkog putnika je vjerovatno jedan 
od najviše proučavanih problema teorije grafova. Kao rezultat velikih uloženih 
napora, postoje brojni algoritmi za rješavanje ovog problema koji mogu biti 
efikasni za izvjesne specijalne klase grafova kao i brojni algoritmi koji za koje se 
ne garantira da pronalaze baš "najbolje" rješenje, ali nalaze rješenje koje je 
“dovoljno dobro" za praktične primjene. Zainteresirani se upućuju na brojnu širu 
literaturu koja razmatra ovu problematiku. 


8.8 Bojenje grafova 


Neka je dat skup C čije ćemo elemente zvati boje. Pod bojenjem čvorova 
grafa G=(X, R) smatramo svaku funkciju koja svakom čvoru (tj. elementu iz X) 
dodjeljuje neki element skupa C (tj. neku boju), dok pod bojenjem grana 
podrazumijevamo svaku funkciju koja svakoj grani (tj. elementu iz R) dodjeljuje 
neki element skupa C. Bojenje čvorova je ispravno ukoliko niti jedna grana ne 
spaja dva čvora kojima je dodijeljen isti element iz C (tj. dva čvora iste boje), 
dok je bojenje grana ispravno ukoliko se niti u jednom čvoru ne sastaju dvije 
grane kojima je dodijeljen isti element iz C (tj. dvije grane iste boje). Mnogi 
praktični problemi lako se mogu svesti na problem pronalaženja ispravnog 
bojenja čvorova ili grana odgovarajućih grafova. 


Za graf kažemo da je k-obojiv ukoliko je moguće izvršiti ispravno bojenje 
čvorova pomoću k boja (odnosno pomoću skupa C koji sadrži k elemenata). Pod 
hromatskim brojem grafa, u oznaci Y(G), smatramo minimalni broj boja koje 
su potrebne za ispravno bojenje čvorova grafa. Drugim riječima, vrijedi (6) =k 
ako i samo ako je graf k-obojiv, a nije (k-1)-obojiv. Pod hromatskom klasom 
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grafa, u oznaci X(G), smatramo minimalni broj boja koje su potrebne za 
ispravno bojenje grana grafa. Hromatska klasa grafa naziva se i ivično (bridno) 
hromatski broj grafa. Ponegdje se u literaturi hromatska klasa grafa naziva i 
hromatski indeks grafa, ali pojedini autori hromatskim indeksom nazivaju nešto 
sasvim treće (broj boja kojima se mogu obojiti i čvorovi i grane tako da i bojenje 
grana i bojenje čvorova bude ispravno i da pored toga niti jedan čvor nema istu 
boju kao grane koje se u njemu sastaju). 


Mada problem određivanja hromatskog broja i hromatske klase grafa nije 
nimalo jednostavan, poznate su neke jednostavne procjene za ove veličine. Na 
prvom mjestu, jasno je da mora vrijediti 15y(G)< n. Pri tome su obje granice 
dostižne. Naime, za grafove koji se sastoje samo od izoliranih čvorova očito 
vrijedi y(G) = 1, dok za potpuni graf K, vrijedi y(G) =n. Ove granice se mogu 
suziti. Recimo, kako graf ne može imati manji hromatski broj nego ma koji 
njegov podgraf, to uvijek vrijedi G) > y(G'), gdje je G' ma koji podgraf grafa 
G. Specijalno, ukoliko G sadrži potpuni graf (kliku) K,, kao svoj podgraf, tada 
imamo Y(G)2m. Gornju granicu za y(G) daje Brooksova' teorema prema kojoj je 
Y(G)<A+1, gdje je A = max {d6(x1), dg), ..., de(x,) } pri čemu su dg(x;),i=1..n 
stepeni čvorova x; i = 1..n. Pri tome, jednakost vrijedi samo za potpune grafove 
i pravilne grafove stepena 2 sa neparnim brojem čvorova. Konigova" teorema 
tvrdi da je y(G)=2 ako i samo ako G ne sadrži nijednu konturu sa neparnim 
brojem čvorova odnosno, što je ekvivalentno tome, ako i samo ako je graf 
bipartitivan. Inače, grafovi za koje je Y(G) =2 nazivaju se bihromatski grafovi, 
tako da Konigova teorema zapravo tvrdi da bipartitivni i bihromatski grafovi 
predstavljaju istu klasu grafova. Postoje još mnoge druge (i složenije) procjene 
koje daju preciznije granice u kojima se može kretati y(G6) u ovisnosti od raznih 
parametara grafa. Međutim, u općem slučaju nije poznat (i vjeruje se da uopće 
ne postoji) efikasan algoritam za određivanje Y(G), što nije nikakva rijetkost u 
teoriji grafova. 


Što se tiče hromatske klase grafa, za nju postoji vrlo dobra procjena poznata 
kao Vizingova? teorema, koja kaže da mora vrijediti ili x(G)=A, ili x(G)=A+1. 
Međutim, veoma je neobično da iako znamo da jedna od ove dvije mogućnosti 
mora vrijediti, nije poznat efikasan algoritam za utvrđivanje koja od ove dvije 
mogućnosti zaista vrijedi. Treba napomenuti da Vizingova teorema vrijedi samo 
za obične grafove, dok se za multigrafove dobija nešto manje precizna procjena 
A£X(G) <A+€, gdje je € najveći među brojevima grana koji u razmatranom 
multigrafu spajaju proizvoljna dva čvora. 


Posebno je interesantan problem određivanja hromatskog broja za planarne 
grafove. Relativno je lako dokazati da za planarne grafove sigurno vrijedi 
Y(G) 5, tako da se dokaz te činjenice nalazi gotovo u svakom užbeniku koji se 
bavi teorijom grafova. Međutim, prije više od 100 godina je pretpostavljeno (bez 


! R. Leonard Brooks (1916-1993), britanski matematičar. 
> Dénes Konig (1884-1944), mađarski matematičar. Autor prvog udžbenika iz teorije grafova. 
3 Vadim G. Vizing (1937—), ukrajinski matematičar. 
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dokaza) da za planarne grafove vrijedi y(G)<4. Ova pretpostavka bila je 
poznata pod nazivom hipoteza o četiri boje (ili problem četiri boje) koja je 
izvorno bila formulirana u obliku da su četiri boje uvijek dovoljne da se države 
na političkoj geografskoj karti oboje tako da nikoje dvije susjedne države nisu 
obojene istom bojom. Primijetimo da je ova formulacija zaista ekvivalentna 
tvrdnji da je Y(G) £4 s obzirom da je svakoj političkoj geografskoj karti moguće 
pridružiti planarni graf u kojem čvorovi odgovaraju državama i u kojem grane 
spajaju susjedne države. Hipotezu o četiri boje su nedavno (više od 100 godina 
nakon što je postavljena) uspjeli dokazati K. Appel' i W. Haken", ali na vrlo 
kontroverzan način. Pisani dio dokaza se sastoji od preko 100 stranica teksta i u 
njemu je pokazano da je hipoteza tačna ukoliko je tačna za nekih 100000 
podslučajeva (koji se dalje mogu razvrstati u 1955 kategorija), za koje se tačnost 
može provjeriti "grubom silom" (odnosno brutalnim traženjem ispravnog bojenja 
sa 4 boje). Ti podslučajevi zaista su testirani grubom silom uz pomoć računara, 
pri čemu je utrošeno oko 1200 sati računarskog vremena i za svaki podslučaj 
pokazalo se da je zaista moguće ispravno bojenje sa 4 boje, čime je hipoteza o 
četiri boje konačno potvrđena. Nije začuđujuće da čisti matematičari nisu nimalo 
zadovoljni ovakvim dokazom. Ipak, čak i takav dokaz neosporno potvrđuje da je 
hipoteza tačna, ukoliko prihvatimo kao vjerodostojno da su programi koji su 
obavljali testiranje besprijekorno tačni i da za vrijeme 1200 sati testiranja nije 
došlo ni do kakve nepredviđene greške u računarskim sistemima na kojima je 
obavljeno testiranje. 


Efikasni algoritmi za nalaženje ispravnog bojenja čvorova koji garantiraju 
iskorištenje minimalnog broja boja nisu poznati (u suprotnom bi bili poznati i 
algoritmi za nalaženje hromatskog broja grafa). S druge strane, postoje vrlo 
jednostavni i efikasni algoritmi za nalaženje ispravnog bojenja čvorova, koji ne 
garantiraju iskorištenje minimalnog broja boja. Recimo, u praksi se često koristi 
sljedeći pohlepni algoritam bojenja (engl. greedy coloring). Numeriramo sve 
čvorove i boje prirodnim brojevima (čvorove ćemo označiti sa x; i= 1..n, a boje 
sa c, i= 1..k gdje je k broj raspoloživih boja). Čvor x, obojimo bojom c,, a zatim 
redom za sve vrijednosti i=2..n čvor x; bojimo u prvu po redu boju iz skupa boja 
C koja nije iskorištena za bojenje niti jednog od dotada obojenih čvorova koji su 
susjedni čvoru x;. Ovaj postupak garantira nalaženje ispravnog bojenja, ali bez 
garancije da je upotrijebljeni broj boja minimalan. Zapravo, upotrijebljeni broj 
boja može bitno ovisiti od redoslijeda kojim su numerirani čvorovi. Nažalost, 
mada u praksi ovaj algoritam često daje dosta dobre rezultate, poznati su primjeri 
u kojima se on ponaša katastrofalno. Recimo, sasvim je lako konstruisati graf sa 
2n čvorova koji je obojiv sa 2 boje, a za koje pohlepni algoritam uz loš izbor 
redoslijeda bojenja zahtijeva čak n boja. Primjer takvog grafa je tzv. krunasti 
graf (engl. crown graph) koji dobijamo tako što 2n čvorova rasporedimo u dva 
reda a zatim svaki čvor iz gornjeg reda spojimo sa svakim čvorom iz donjeg reda 
osim sa onim koji se nalazi neposredno ispod njega. Sljedeća slika prikazuje 
primjer krunastog grafa za n = 6: 


! Kenneth Appel (1932—), američki matematičar. 
A Wolfgang Haken (1928—), njemačko-američki matematičar. 
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Jasno je da je ovaj graf obojiv sa dvije boje, jer je bipartitivan. Zaista, jednom 
bojom možemo obojiti sve čvorove u gornjem redu (tj. one sa neparnim 
indeksima), a drugom bojom sve čvorove u donjem redu (sa parnim indeksima). 
Međutim, primijenimo li pohlepni algoritam bojenja u rastućem redoslijedu 
indeksa čvorova, ustanovićemo da nam treba čak 6 boja (n u općem slučaju). 
Ovaj primjer pokazuje da redoslijed bojenja može biti jako bitan. Interesantno je 
da uvijek postoji takav redoslijed bojenja za koje će pohlepni algoritam dati 
optimalno rješenje, tj. rješenje sa minimalnim brojem boja. Međutim, kako postoji 
n! mogućih redoslijeda bojenja n čvorova, jasno je da isprobavanje svih mogućih 
redoslijeda bojenja nije mudar način za nalaženje minimalnog bojenja. 


Predložena su brojna poboljšanja pohlepnog algoritma bojenja sa ciljem da 
se pokušaju izbjeći situacije u kojima ovaj algoritam daje veoma loše rješenje. 
Jedna od najjednostavnijih izmjena pohlepnog algoritma, poznata pod nazivom 
Welsh'-Powellov" algoritam, bira čvorove u rastućem poretku njihovih stepena 
(tj. broja grana koje iz njih izlaze). Takav postupak garantira da nikada neće biti 
upotrijebljeno više od A+1 boja. Međutim, ovo nije ni od kakve koristi recimo 
za krunasti graf, jer kod njega svi čvorovi imaju isti stepen n. Druga poznata 
izmjena ne specificira unaprijed redoslijed bojenja, nego se u svakom koraku za 
bojenje bira čvor koji ima najviše do tada obojenih susjeda (odnosno neki od 
njih ako ih ima više). Takva strategija recimo pronalazi optimalno bojenje sa 2 
boje za krunasti graf, ali također ne mora voditi ka dobrom bojenju u svim 
slučajevima. Pored toga, poznati su i brojni algoritmi koji garantirano nalaze 
optimalno bojenje i koji rade prihvatljivo brzo za veliki broj grafova. Međutim, 
za svaki od tih algoritama moguće je konstruisati grafove za koje će njihovo 
vrijeme izvršavanja biti takvo da algoritam postaje neupotrebljiv. 


Problem bojenja grafova je značajan zbog brojnih primjena u praksi. Na 
primjer, neka je potrebno obaviti skupinu poslova, od kojih svaki zahtijeva recimo 
jedan dan. Poslovi se mogu obavljati u proizvoljnom redoslijedu, ali neki od 
poslova se ne mogu obavljati u istom danu, recimo zbog toga što svaki od njih 
zahtijeva ekskluzivnu upotrebu nekih resursa. Ukoliko sada formiramo graf čiji 
čvorovi odgovaraju poslovima dok ivice spajaju one i samo one čvorove koji 
odgovaraju poslovima koji se ne mogu obavljati u isto vrijeme, tada hromatski 
broj grafa predstavlja minimalni broj dana koji je potreban da se završe svi 
poslovi (boje čvorova u tom slučaju predstavljaju pojedinačne dane). Također, 
problem optimalne alokacije procesorskih registara pri mašinskom prevođenju 
(kompajliranju) viših programskih jezika u mašinski jezik, svodi se na problem 


! Dominic J. Welsh (1938—), britanski matematičar. 
? Martin B. Powell (1939—2002), britanski matematičar. 
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bojenja čvorova pogodno konstruisanih grafova. Stoga je problem bojenja 
čvorova od velikog značaja za projektante kompajlera za više programske jezike. 


Što se tiče problema bojenja grana, njega je uvijek moguće svesti na problem 
bojenja čvorova. Zaista, neka nam je dat neki graf. Ukoliko na osnovu njega 
konstruišemo novi graf kod kojeg svaki čvor odgovara po jednoj grani polaznog 
grafa i u kojem su dva čvora povezana granom ako i samo ako se odgovarajuće 
grane polaznog grafa sastaju u istom čvoru (ovo je tzv. linijski graf polaznog 
grafa), lako se vidi da svako bojenje čvorova novovobijenog grafa odgovara 
bojenju grana polaznog grafa. Bez obzira na to, poznati su i algoritmi koji 
direktno nalaze bojenja grana bez svođenja grafa na linijski graf. Za takve 
algoritme uglavnom vrijede iste napomene kao i za problem bojenja čvorova. 


8.9 Stabla, kosturi i pretraživanje grafa 


Stablo smo ranije definirali kao neusmjereni povezani aciklični graf. Stabla 
imaju neke karakteristične osobine, koje su potrebne i dovoljne da bi neki graf 
bio stablo, tako da svaka od njih može ravnopravno poslužiti kao definicija 
stabla. Na primjer, povezan graf sa n čvorova je stablo ako i samo ako sadrži 
tačno n— 1 grana. Dalje, povezan graf je stablo ako i samo ako on prestaje biti 
povezan ako mu se ukloni ma koja grana (tj. ako mu je svaka grana most). 
Konačno, graf je stablo ako i samo ako su mu svaka dva čvora spojena tačno 
jednim elementarnim putem. 


Svaki povezani neusmjereni graf uvijek ima barem jedan djelimični graf tipa 
stabla. Takvo stablo naziva se povezujuće stablo (engl. spanning tree) ili kostur 
grafa. Ukoliko je poznat neki kostur grafa, on može dobro poslužiti za formiranje 
skupa tzv. nezavisnih kontura u grafu. Naime, za stablo je karakteristično da, 
iako ne sadrži konture, dodavanjem ma koje grane koja povezuje dva nesusjedna 
čvora obrazuje se tačno jedna kontura. Stoga je, polazeći od nekog kostura 
nekog grafa, moguće lako formirati skup kontura tog grafa, dodajući jednu po 
jednu granu grafa koja ne pripada izabranom kosturu. Tako obrazovane konture 
su očigledno nezavisne u smislu da svaka takva kontura sadrži makar jednu granu 
koju ne sadrži niti jedna druga kontura. Nalaženje skupa nezavisnih kontura nekog 
grafa ima veliku primjenu u teoriji električnih mreža. 


Broj kostura nekog grafa može biti jako veliki. Cayleyeva' teorema tvrdi da 
potpun graf K, ima ukupno n"? kostura. Broj kostura proizvoljnog grafa (ili, 
općenitije, multigrafa) može se utvrditi pomoću Kirchhoff “-Trentove“ teoreme 
(koju ponekad nazivaju i Binet“-Cauchyjevom* teoremom iako je ona zapravo 


Arthur Cayley (1821-1895), britanski matematičar. Bavio se algebrom i projektivnom geometrijom 

Gustav Kirchoff (1824-1887), njemački fizičar. Poznat po svojim zakonima u elektrotehnici, ali i otkrićima 
u termodinamici i termohemiji. 

Horace M. Trent, američki fizičar. 

Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), francuski matematičar, fizičar i astronom 

Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematičar. Značajna su njegova dostignuća u matematičkoj 
analizi, algebri i matematičkoj fizici. 
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posljedica istoimene poznate teoreme iz linearne algebre). Za tu svrhu uvedimo 
matricu valencije D koja predstavlja dijagonalnu matricu u kojoj se na 
dijagonali nalaze stepeni čvorova grafa (ostali elementi su nule) i matricu 
admitancije L, koja se definira kao razlika matrice valencije D i matrice 
susjedstva (adjacencije) A, odnosno L =D —A (naziv matrica admitancije potiče 
iz teorije električnih mreža, preciznije iz interpretacije ove matrice pri upotrebi 
metoda potencijala čvorova za rješavanje električnih mreža). Traženi broj kostura 
grafa tada je jednak apsolutnoj vrijednosti determinante matrice L’ koja nastaje 
tako što iz matrice L uklonimo proizvoljan red i proizvoljnu kolonu (pokazuje se 
da sve takve matrice imaju istu apsolutnu vrijednost determinante). 


Od praktičnog je interesa naći postupak za pronalaženje makar jednog 
kostura grafa. Jedan intuitivan, ali ne i efikasan postupak (sa aspekta računarske 
implementacije) je sistematsko uklanjanje grana koje formiraju konture. Naime, 
ukoliko pronađemo neku konturu u grafu, uklonimo jednu od grana koje obrazuju 
konturu. Novodobijeni graf je i dalje povezan. Ukoliko takav graf ponovo sadrži 
konturu, uklonimo jednu od grana u toj konturi i ponavljamo postupak sve dok 
ne dođemo do grafa koji više ne sadrži niti jednu konturu, koji nije ništa drugo 
nego traženi kostur. Nevolja je što je, sa aspekta implementacije, problem 
pronalaženja konture u grafu teži problem od samog problema pronalaženja 
kostura. Za praktično nalaženje kostura grafa znatno su bolji metodi koji su 
zasnovani na sistematičnom pretraživanju čvorova grafa, odnosno sistematičnim 
postupcima za prolazak kroz sve čvorove grafa krećući se samo duž grana grafa. 
Dva najpoznatija takva postupka su pretraga grafa po širini odnosno BFS 
pretraga (od engl. Breadth First Search) i pretraga grafa po dubini odnosno 
DFS pretraga (od engl. Depth First Search). 


Kod BFS pretrage, krećemo od proizvoljnog čvora grafa, koji označimo sa 
0. Sve njegove susjede označimo sa 1, dok grane koje spajaju početni čvor sa 
njegovim susjedima označimo kao grane koje tvore kostur. U sljedećoj iteraciji, 
krećemo od čvorova koji su označeni sa 1, njihove susjede koji nisu bili ranije 
označeni označimo sa 2 i sve grane koje spajaju čvorove označene sa 1 i 2 
označimo kao grane koje tvore kostur (pri tome ćemo svaki čvor označen sa 2 
spojiti tačno sa jednim čvorom koji je označen sa 1 — nebitno kojim ako takvih 
čvorova ima više). Ovaj postupak nastavljamo dalje tako da u i-toj iteraciji sve 
susjede čvorova označenih sa i koji nisu bili ranije označeni označimo sa i+1 i 
sve grane koje spajaju čvorove označene sa i i i+1 označimo kao grane koje 
tvore kostur. Postupak se prekida kada dalje obilježavanje više nije moguće. 
Primijetimo da oznake dodijeljene pojedinim čvorovima ujedno predstavljaju 
najkraće udaljenosti pojedinih čvorova od startnog čvora, tako da je ovaj 
postupak pogodan u slučaju da treba naći najkraći put od početnog čvora do 
nekog zadanog čvora (za netežinski graf). 


Sljedeća slika prikazuje postupak BFS pretrage i konstrukcije odgovarajućeg 
kostura na jednom grafu koji je uzet kao primjer, pri čemu je čvor x, izabran kao 
početni čvor. Dobijeni kostur čine grane koje su na slici prikazane podebljano. 
Na slici su prikazane i odgovarajuće oznake koje su dodijeljene čvorovima u 
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toku postupka. Napomenimo da tok postupka može bitno ovisiti od redoslijeda 
kojim se obrađuju susjedni neoznačeni čvorovi u svakoj iteraciji. U ovom 
primjeru je usvojeno da se čvorovi obrađuju u rastućem poretku indeksa, tako da 
je redoslijed posjećivanja čvorova redom x1, X3, X4, X2, X5, X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12 
i, konačno, x13: 


Primijetimo da je, nakon što je formiran kostur, veoma lako pronaći najkraći 
put od početnog čvora (tj. čvora koji je označen kao početni) do proizvoljnog 
čvora u grafu. Neka je, na primjer, potrebno naći najkraći put od čvora xı do 
čvora x,2. Za tu svrhu potrebno je poći unazad, od čvora xı2. On je označen sa 4, 
i vezan je sa tačno jednim čvorom označenim sa 3, a to je čvor xə. Dalje, on je 
vezan sa tačno jednim čvorom označenim sa 2, a to je čvor xs, koji je vezan sa 
tačno jednim čvorom označenim sa 1, a to je čvor x3, koji je vezan sa početnim 
čvorom xı (koji je označen sa 0). Obrnemo li ovaj slijed, dobijamo da traženi put 
glasi xı — x3 —X5— X9 — X12. 


Kod DFS pretrage, također krećemo od proizvoljnog čvora grafa, koji 
označavamo sa 0. Od tog čvora se krećemo dalje ka proizvoljnom čvoru, koji 
označavamo oznakom 1, dok granu koja ih spaja označavamo kao granu koja 
čini kostur. U svakom koraku, trudimo se da nastavljamo dalje prema bilo kojem 
neoznačenom čvoru, pri čemu svaku granu duž koje se krećemo označavamo 
kao granu koja čini kostur, a svaki čvor u koji smo došli obilježavamo sa 
oznakom koja je za jedinicu veća od oznake čvora iz kojeg smo krenuli. Postupak 
nastavljamo sve dok ne dođemo do čvora iz kojeg dalje ne vodi niti jedna grana 
ka nekom neoznačenom čvoru. U tom slučaju, vraćamo se nazad duž puta kojim 
smo došli do prvog čvora iz kojeg postoji grana koja vodi ka nekom neoznačenom 
čvoru. Tada nastavljamo duž te grane, dok ponovo ne dođemo do čvora iz kojeg 
nije moguće dalje kretanje prema nekom neoznačenom čvoru. Postupak se 
ponavlja dok ne iscrpimo svaku dalju mogućnost kretanja. 


Na sljedećoj slici je prikazan postupak DFS pretrage i konstrukcije 
odgovarajućeg kostura na istom grafu kao i u prethodnom primjeru, uz isti 
početni čvor. Kod DFS pretrage tok postupka ovisi od izbora ka kojem ćemo se 
čvoru kretati ukoliko postoji više neoznačenih susjeda nekog čvora. Ukoliko 
usvojimo da se uvijek krećemo ka čvoru sa najmanjim indeksom, redoslijed 
posjećivanja čvorova biće redom xı, X3, X2, Xs, X4, X7, Xg, X9, X6, X10, X12, X13 1, 
konačno, x;1. Primijetimo da kod DFS pretrage, oznake pridružene čvorovima ne 
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predstavljaju najkraće udaljenosti čvora od početnog čvora, već samo udaljenosti 
duž puteva koji pripadaju kosturu koji je konstruiran prilikom pretrage. 


X1 X2 


Ovdje su opisane samo osnovne ideje na kojima se zasnivaju BFS i DFS 
pretraga. Prilikom konkretne implementacije ovih algoritama na računaru, 
potrebno je obratiti pažnju na nekoliko detalja da bi implementacija bila 
efikasna. Kod BFS algoritma, dobro je u nekoj odgovarajućoj strukturi podataka 
(recimo, listi) čuvati evidenciju o svim čvorovima koji su označeni određenom 
oznakom, da ne bismo gubili vrijeme na pretraživanje svih čvorova samo da 
bismo našli čvor koji je označen oznakom koja nam treba. Zapravo, nije teško 
vidjeti da je u svakoj (i-toj) iteraciji dovoljno čuvati samo evidenciju o 
čvorovima koji su označeni sa i (čvorovi koje trenutno obrađujemo) i čvorovima 
koji su označeni sa i+1 (čvorovi koje upravo obilježavamo). Kod DFS pretrage, 
dobro je voditi evidenciju o svim čvorovima na koje smo nailazili a iz kojih je 
moguće grananje u nekom drugom smjeru u odnosu na smjer koji smo izabrali, 
kao i evidenciju o susjedima tih čvorova, da bismo manje vremena gubili na 
traženje kuda da nastavimo pretragu u slučaju kada dođemo do čvora iz kojeg 
nije moguće dalje kretanje prema neoznačenim čvorovima (idealna struktura 
podataka za ovu svrhu je stek). U suštini, DFS pretraga se najlakše implementira 
rekurzivno (implementacija je gotovo trivijalna), dok je za BFS pretragu znatno 
pogodnija iterativna (nerekurzivna) implementacija. Više detalja moguće je 
pronaći u bilo kojoj knjizi koja je posvećena računarskim algoritmima. 


Treba napomenuti da se BFS i DFS pretraga mogu izvesti i bez obilježavanja 
brojevima kao što je prikazano, nego je dovoljno samo voditi evidenciju da li je 
čvor bio posjećen ili ne. Međutim, iz brojki kojima su obilježeni čvorovi mogu 
se izvući mnoge korisne informacije, na kojima se zasnivaju brojni algoritmi u 
čijoj osnovi leži BFS ili DFS pretraga. Recimo, Tarjanoyv algoritam za testiranje 
planarnosti grafa, mada vrlo složen, u osnovi se zasniva na DFS pretrazi. 


Veoma je bitno istaći da se DFS pretraga može lako obaviti krećući se 
isključivo duž grana grafa, tj. prelazeći iz nekog čvora isključivo u njemu 
susjedni čvor. To kretanje može biti "unaprijed", tj. prema još nerazmatranim 
čvorovima, ili “unazad”, kad se vraćamo u već razmotrene čvorove u potrazi za 
“skretanjima“ koja još nismo istražili. To omogućava jednostavnu implementaciju 
DFS pretrage za subjekte koji se na neki način nalaze unutar grafa. Recimo, 
ukoliko graf modelira neki lavirint (pri čemu čvorovi modeliraju raskršća a 
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grane puteve u lavirintu), robot koji se nalazi u lavirintu mogao bi jednostavno 
koristiti DFS pretragu da sistematično obiđe čitav lavirint, recimo sa ciljem da 
pronađe neki skriveni predmet ili izlaz iz lavirinta. Pri tome, robot uopće ne 
mora poznavati opis grafa (tj. “mapu lavirinta”) nego je dovoljno samo da 
posjeduje neki način označavanja već posjećenih čvorova (recimo, ostavljanje 
mrvica kao u bajci "Ivica i Marica"). Tako bi, za graf iz prethodnog primjera, 
moguća putanja robota koji treba obići čitav lavirint i vratiti se u početni čvor 
dobijena na osnovu DFS pretrage mogla glasiti ovako (podebljano su prikazani 
čvorovi koje posjećujemo prvi put): 


K1—X3—X2—X3—X5—X4—X7T—X8—X9—X6—X10—X6—X9 — 
—X12—X13—X12—X9—X8—KX11—X8—X7—X4—X5—X3— X1 


Pri tome je pretpostavljeno da robot na neki način "vidi" stanje susjednih 
čvorova (tj. da li su posjećeni ili ne), tako da, recimo, nema potrebe da se kreće 
iz čvora x4 nazad u čvor x, samo da utvrdi da je on već posjećen. Alternativno, 
možemo pretpostaviti da graf modelira računarsku mrežu (čvorovi modeliraju 
računare a grane veze između njih). Tada inteligentni program-agent može 
koristiti DFS pretragu da obiđe sve računare u mreži sa ciljem prikupljanja 
određenih informacija (takve stvari rade svi Internet pretraživači). DFS pretraga 
je ovdje pogodna s obzirom da program-agent može kopirati sam sebe (zajedno 
sa dotada prikupljenim informacijama) samo na računar koji je neposredni 
susjed računara na kojem se trenutno nalazi. 


Opisano svojstvo DFS pretrage ne postoji kod BFS pretrage. Naime, u toku 
BFS pretrage često dolazi do “skakanja” iz nekog čvora u neki drugi čvor koji 
mu uopće nije blizak (jedino mu je zajedničko da se nalazi na istoj udaljenosti) 
od početnog čvora. Stoga često prelazak iz nekog čvora u naredni čvor duž grana 
grafa nije moguć bez velikog vraćanja unazad (često čak sve do početnog čvora) 
i kretanja kroz druge “ogranke” do tada izgrađenog kostura. Ovo bi dovelo do 
brojnih suvišnih kretanja naprijed-nazad. Recimo, ukoliko bi robot iz prethodnog 
primjera ili inteligentni program-agent umjesto DFS pretrage koristili BFS 
pretragu, njihova trasa kretanja bi vjerovatno izgledala poput sljedeće: 


K1—X3—X1—X4—X1—X3—K2—X3—KX5—X3—K6—X3—X1—X4—XT— 
—X4—X8—X4—X1—X3—X5—X9—X5—X3—X6—K10—X6—X3—X1—X4— 
—X8—X11—X8—X4—X1—X3—X5—X9—X12—X9—X13—X9—X5—X3— X1 


Primjećuje se osjetno povećanje broja koraka u odnosu na DFS pretragu. U 
ekstremnim slučajevima, ovaj broj može porasti čak eksponencijalno. Također, 
broj informacija koje treba čuvati u čvorovima da bi se izbjeglo "lutanje" veći je 
nego kod DFS pretrage. Međutim, sve ovo vrijedi samo u slučaju da smo 
ograničeni na kretanja isključivo duž grana grafa. Stoga BFS pretraga nije 
praktična kod subjekata koji su ograničeni isključivo na takva kretanja (tj. kod 
subjekata koji se na neki način nalaze "unutar" grafa), kao ni kod subjekata koji 
nisu u stanju da odjednom "vide" čitav graf (sa ciljem ustanovljavanja koji je 
sljedeći čvor koji treba razmatrati) nego samo bližu okolicu mjesta na kojem se 
trenutno nalaze. Ipak, treba napomenuti da i kod takvih subjekata postoje situacije 
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kada se mora koristiti BFS pretraga. Recimo, ukoliko robot koji se nalazi u 
lavirintu ne treba samo izaći iz lavirinta, nego treba otkriti i najkraći put koji 
vodi od početnog mjesta do izlaza, za tu svrhu mora koristiti isključivo BFS 
pretragu (nešto kasnije ćemo vidjeti da tzv. Bellman'-Fordov? algoritam za 
neke vrste subjekata koji se nalaze unutar grafa, poput rutera u računarskim 
mrežama, nudi znatno efikasniji način za rješavanje istog problema). 


8.10 Neke primjene BFS i DFS pretrage 


Navedimo neke konkretne primjene BFS i DFS pretrage. Već smo vidjeli da 
BFS pretraga može poslužiti za nalaženje najkraćeg puta između proizvoljna dva 
čvora u grafu. Pored ove primjene, jedna od najviše korištenjih primjena BFS 
pretrage je testiranje da li je graf bipartitivan i ukoliko jeste, za nalaženje njegove 
biparticije. Naime, veoma je lako zaključiti da je graf bipartitivan ako i samo ako 
u toku izvođenja BFS pretrage nikada pri razmatranju susjeda nekog čvora ne 
naiđemo na ranije obilježeni čvor koji je obilježen oznakom iste parnosti kao i 
razmatrani čvor (tj. obje oznake su parne ili su obje neparne). Na primjer, graf iz 
primjera na kojem smo ilustrirali BFS pretragu nije bipartitivan. Zaista, kada 
razmatramo susjede čvora xs, koji smo obilježili oznakom 2, nailazimo na ranije 
obilježeni čvor x; koji je obilježen oznakom iste parnosti (također 2). Ukoliko se 
ustanovi da graf jeste bipartitivan, njegovu biparticiju možemo pronaći tako što 
ćemo u skup X; staviti čvorove označene parnim oznakama, a u skup X, čvorove 
označene neparnim oznakama (ili obrnuto). Štaviše, s obzirom da za testiranje 
bipartitivnosti i nalaženje biparticija konkretne oznake čvorova nisu bitne nego 
je bitna samo njihova parnost, moguće je označavanje vršiti samo sa dvije vrste 
simbola (recimo “P” i “N” za "parno" i “neparno“). Na taj način može se uštediti 
na memoriji pri računarskoj implementaciji, što može biti značajno u slučaju 
velikih grafova i limitiranih memorijskih resursa. Treba još istaći da se BFS 
pretraga koristi i kao pomoćni algoritam (potprogram) u okviru nekih složenijih 
algoritama, koje ćemo opisivati nešto kasnije. 


Za testiranje da li graf sadrži konturu ili ne, može poslužiti bilo BFS bilo 
DFS pretraga. Zaista, očigledno je da graf sadrži konturu ako i samo ako se u 
postupku BFS ili DFS pretrage naiđe na čvor koji je prethodno već bio označen. 
Nije na odmet napomenuti da su svi postupci koji se suštinski oslanjaju samo na 
BFS ili DFS pretragu vrlo efikasni sa aspekta vremena izvršavanja, s obzirom da 
vrijeme izvršavanja obje pretrage zavisi linearno od broja grana. 


DFS i BFS pretraga mogu se također lijepo iskoristiti za rješavanje problema 
vezanih za pitanje povezanosti grafova. Recimo, obje pretrage mogu poslužiti za 
testiranje da li je graf povezan i za nalaženje njegovih komponenti povezanosti u 
slučaju da nije. Zaista, izaberimo proizvoljan čvor grafa i primijenimo bilo BFS 
ili DFS pretragu. Ukoliko je graf povezan, na kraju pretrage svi njegovi čvorovi 


! Richard E. Bellman (1920-1984), američki matematičar. Bavio se teorijom optimalnog upravljanja. Uveo u 
matematiku dinamičko programiranje. 

? Lester Randolph Ford mlađi (1927—), američki matematičar. Bavio se teorijom grafova (njegov otac Lester 
Randolph Ford stariji se bavio matematičkom analizom). 
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moraju biti označeni. Ukoliko to nije slučaj, graf nije povezan, a svi označeni 
čvorovi predstavljaju jednu komponentu povezanosti. Sada možemo isti postupak 
ponoviti od proizvoljnog neoznačenog čvora, nakon čega ćemo identificirati 
novu komponentu povezanosti različitu od prethodno nađene. Postupak možemo 
ponavljati dok ne iscrpimo sve čvorove, čime ćemo sigurno naći sve komponente 
povezanosti. Naravno, posve je lako na opisani način rješavati i mnoge druge 
probleme koji se svode na problem povezanosti. Recimo, ukoliko je potrebno 
utvrditi da li neka grana predstavlja most ili ne, dovoljno je da testiramo da li se 
broj komponenti povezanosti grafa povećava kada uklonimo tu granu ili ne (što 
se lako može izvršiti u jednom prolazu, bez da se čitav postupak ponavlja dvaput, 
sa i bez razmatrane grane). 


Pokažimo sada kako se DFS pretraga može primijeniti na problem nalaženja 
artikulacionih čvorova u grafu. Neka smo DFS pretragom našli jedan kostur 
grafa (koji počinje, recimo, iz čvora xı) uz odgovarajuće označavanje čvorova 
koje slijedi iz pretrage. Lako je vidjeti da je čvor x; artikulacioni čvor ako i samo 
ako iz njega izlazi više grana nađenog kostura (ovo ne vrijedi za BFS pretragu). 
Stoga, ukoliko je potrebno ispitati samo da li je jedan zadani čvor artikulacioni 
čvor, dovoljno je primijeniti DFS pretragu sa tim čvorom kao početnim čvorom. 
Međutim, ukoliko je potrebno naći sve artikulacione čvorove u grafu, nije 
isplatno ponavljati ovaj test posebno za svaki čvor u grafu, jer bi to vodilo ka 
prilično neefikasnom algoritmu. Stoga je veoma zanimljiva činjenica da je iz 
samo jednog prolaza kroz DFS postupak (polazeći od proizvoljnog čvora) 
moguće odrediti sve artikulacione čvorove, tako da je sve artikulacione čvorove 
nekog grafa moguće naći u vremenu koje linearno ovisi o broju grana u grafu. 
Da bismo ovo pokazali, potrebno je prvo uvesti nekoliko pomoćnih pojmova. 


Za neki čvor x; ćemo reći da je dijete čvora x; ukoliko su x; i x; spojeni 
granom iz kostura, pri čemu x; ima veću oznaku od čvora x;. Isto tako, za čvor x; 
ćemo reći da je potomak čvora x; ako je x; ili dijete čvora x;, ili potomak djeteta 
čvora x; (ova definicija je rekurzivna). Na primjer, djeca čvora xg su čvorovi xo i 
X11, dok su njegovi potomci X9, X11, X12, X13, X6 1 X10. Sada nije teško pokazati da je 
neki čvor x; i£1 artikulacioni čvor ako i samo ako barem jedno od njegove 
djece niti je spojeno nekom granom izvan kostura sa nekim čvorom koji ima 
oznaku manju od oznake čvora x;, niti ima nekog potomka koji je spojen nekom 
granom izvan kostura sa nekim čvorom koji ima oznaku manju od oznake čvora 
xi Na primjer, čvor xg jeste artikulacioni čvor, s obzirom da njegovo dijete x, 
niti je spojeno granom izvan kostura sa nekim čvorom sa oznakom manjom od 
5, niti ima nekog potomka koji je spojen na takav način (čvor x;, zapravo uopće 
nema potomaka). Čvor xy je također artikulacion čvor, s obzirom da njegovo 
dijete x,» ispunjava tražene uvjete. Nije teško utvrditi da su čvorovi x3 i x6 
također artikulacioni čvorovi. S druge strane, čvor x4 nije artikulacioni čvor, jer 
njegovo dijete x; ima potomka xy koji je granom spojen sa čvorom xs koji ima 
manju oznaku od čvora x4. Zapravo, nijedan čvor osim već nađenih artikulacionih 
čvorova nije artikulacioni čvor. Ukoliko se tokom izgradnje kostura DFS 
postupkom uporedo ažuriraju još neke pomoćne informacije o čvorovima, poput 
informacije o čvoru sa najmanjim brojem sa kojim je posmatrani čvor spojen 
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granom izvan stabla, detekcija koji čvorovi predstavljaju artikulacione čvorove a 
koji ne može se obaviti vrlo efikasno uporedo sa samom izgradnjom kostura. 


Jednostavna modifikacija opisanog postupka za nalaženje svih artikulacionih 
čvorova u grafu vodi ka postupku za nalaženje svih mostova u grafu u jednom 
prolazu. Ovaj postupak, koji ovdje nećemo opisivati, poznat je kao Tarjanov 
algoritam, što i nije najsretnije ime, s obzirom da je Tarjan autor velikog broja 
raznovrsnih algoritama u teoriji grafova (među koje spada i veoma efikasan 
algoritam za testiranje planarnosti grafa). Vještijem čitatelju ili čitateljki neće 
biti prevelik problem da sami otkriju u čemu se sastoji ovaj postupak. Međutim, 
mnogo je interesantnije da se nešto drugačijom ali i dalje relativno jednostavnom 
modifikacijom opisanog postupka za nalaženje artikulacionih čvorova može 
kreirati veoma efikasan algoritam za pronalaženje komponenti jake povezanosti 
u usmjerenim grafovima (ovaj algoritam je također otkrio Tarjan). Ta činjenica 
predstavljala je svojevremeno veliko iznenađenje, s obzirom da do tada nije bio 
poznat efikasan algoritam za nalaženje komponenti jake povezanosti, bez obzira 
na činjenicu da je mnogo ljudi tragalo za takvim algoritmom. To samo pokazuje 
da DFS pretraga, kada se dobro iskoristi, može biti osnova za mnoge veoma 
korisne algoritme (inače, DFS pretraga se može iskoristiti za više različitih 
primjena u odnosu na BFS pretragu). Sam algoritam za nalaženje komponenti 
jake povezanosti ovdje nećemo opisivati, jer je donekle težak za objasniti, mada 
je posve jednostavan za implementaciju. 


Opisaćemo sada još jednu važnu primjenu DFS pretrage. Za tu svrhu 
potrebno je prvo uvesti nekoliko novih pojmova. Neka je dat neki usmjereni 
aciklični graf, ili kratko, dag. Pod topološkim sortiranjem nekog daga sa n 
čvorova smatramo takvu numeraciju čvorova grafa brojevima od 1 do n kod koje 
je svakom čvoru pridružen broj koji je veći od brojeva svih čvorova koji mu 
prethode (čvor x; prethodi čvoru x; ako postoji put od čvora x; do čvora x;). Na 
primjer, ukoliko čvorovi nekog daga modeliraju neke aktivnosti pri čemu grana 
između čvorova x; i x; označava da aktivnost x; mora biti završena prije aktivnosti 
xj, topološko sortiranje određuje redoslijed prema kojem treba obavljati aktivnosti 
(jednu po jednu) da bi se obavile sve aktivnosti. 


Jasno je da topološko sortiranje ne može postojati u grafovima koji sadrže 
cikluse i da ne mora biti jedinstveno. Sljedeća slika prikazuje jedan dag čiji su 
čvorovi numerirani u skladu sa jednim od više mogućih topoloških sortiranja. 
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Pod inverznim topološkim sortiranjem smatramo numeraciju čvorova daga 
brojevima od 1 do n kod kojeg je svakom čvoru pridružen broj koji je veći od 
brojeva svih čvorova koji slijede iza njega. Inverzno topološko sortiranje se 
poklapa sa topološkim sortiranjem grafa kod kojeg su sve grane obrnuto 
usmjerene od grana razmatranog grafa. Stoga ni inverzno topološko sortiranje ne 
mora biti jedinstveno i ne može postojati u grafovima koji sadrže cikluse. Na 
sljedećoj slici je prikazan isti dag kao u prethodnom primjeru, uz numeraciju 
čvorova koja slijedi iz jednog od više mogućih inverznih topoloških sortiranja. 


6 


Zbog brojnih primjena topološkog i inverznog topološkog sortiranja u praksi, 
od velikog je praktičnog značaja naći algoritme za njihovo nalaženje. Međutim, 
za inverzno topološko sortiranje odmah nam je na raspolaganju jednostavan i 
efikasan algoritam — DFS pretraga! Zaista, ukoliko primijenimo DFS pretragu na 
dag i ukoliko redom rastućim brojevima numeriramo svaki čvor na koji naiđemo 
iz kojeg nije moguće dalje grananje (tj. čvor iz kojeg se moramo vraćati 
unazad"), dobijamo upravo inverzno topološko sortiranje. Sljedeća slika 
prikazuje primjer primjene DFS postupka na nalaženje inverznog topološkog 
sortiranja za dag iz prethodnog primjera. Treba voditi računa da zbog 
usmjerenosti daga, nećemo uvijek moći u jednom prolazu obići sve čvorove, 
nego ćemo morati DFS postupak ponoviti od nekog čvora koji u prethodnom 
prolazu nije obilježen (tako da nećemo uvijek dobiti kostur, tj. povezujuće stablo, 
nego povezujuću šumu). Tako, u navedenom primjeru, nakon što iscrpimo 
pretragu svih čvorova počev od čvora u gornjem lijevom uglu (označenom sa 9 
na slici), pretragu moramo ponoviti od nekog čvora koji nije bio posjećen (u 
primjeru na slici, to je čvor označen sa 13). 


12 


S obzirom na činjenicu da se topološko sortiranje nekog grafa može dobiti 
inverznim topološkim sortiranjem grafa koji se dobija promjenom orjentacija 
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svih grana polaznog grafa, jasno je da je ovim ujedno nađen i algoritam za 
nalaženje topološkog sortiranja. 


8.11* Minimalni kostur (minimalno povezujuće stablo) 


U slučaju težinskih grafova, od velikog je praktičnog interesa naći ne bilo 
koji kostur grafa, nego onaj kostur za koji je zbir težina grana koje ga 
sačinjavaju što je god moguće manji. Takav kostur naziva se minimalni kostur 
odnosno minimalno povezujuće stablo (engl. minimal spanning tree). Na 
primjer, ukoliko grafom modeliramo neku prenosnu mrežu (telekomunikacionu, 
elektrodistributivnu, itd.) kod koje čvorovi modeliraju objekte koje treba 
povezati a grane kablove za vezu, pri čemu težine grana odgovaraju dužinama 
kablova, tada minimalni kostur odgovara kablovskoj vezi koja garantira 
međusobnu povezanost svih objekata uz minimalan utrošak kablova. 


S obzirom da broj kostura nekog grafa može biti ogroman, jasno je da nije 
mudro generirati sve kosture i među njima odabrati onaj sa minimalnim zbirom 
težina grana. Srećom, problem nalaženja minimalnog kostura predstavlja jedan 
od problema za koje postoje vrlo efikasni algoritmi. Pored toga, ti algoritmi su i 
konceptualno veoma jednostavni, mada su prilikom njihove implementacije na 
računaru potrebne izvjesne dosjetke ukoliko želimo postići maksimalnu 
efikasnost sa aspekta brzine izvršavanja. Problem minimalnog kostura razmatra 
se samo za slučaj neusmjerenih grafova, tako da ćemo u ovom odjeljku 
pretpostaviti da su svi grafovi koje razmatramo neusmjereni. 


Opisaćemo prvo Kruskalov' algoritam za nalaženje minimalnog kostura. U 
osnovi, ovaj algoritam je izuzetno jednostavan. U prvoj iteraciji, uzimamo granu 
sa najmanjom težinom (ili bilo koju od njih ukoliko takvih ima više). U svakoj 
narednoj iteraciji, uzimamo granu sa najmanjom težinom od onih grana koje nisu 
do tada uzete, pod uvjetom da ta grana ne obrazuje ciklus sa do tada uzetim 
granama. Postupak se ponavlja sve dok se ne obrazuje kostur, a to će se desiti 
nakon n— 1 iteracija pri čemu je n broj čvorova, s obzirom da svako stablo sa n 
čvorova ima tačno n—1 grana. Lako je dokazati da opisani “pohlepni” postupak 
zaista dovodi do minimalnog kostura (bez obzira što “pohlepni” postupci u 
teoriji algoritama obično ne vode ka optimalnim rješenjima). U slučaju kada 
postoji više grana sa istim težinama, rješenje ne mora nužno biti jedinstveno (pri 
čemu je jasno da će, u slučaju kada rješenje nije jedinstveno, svako od dobijenih 
rješenja imati isti Zbir težina grana). 


Tok Kruskalovog algoritma najbolje se može demonstrirati na konretnom 
primjeru. Recimo, razmotrimo graf na sljedećoj slici sa 12 čvorova i 23 grane 
(interesantno je da iako se radi o posve jednostavanom i rijetkom grafu on ima 
čak 79204 različita kostura, od kojih su doduše mnogi međusobno izomorfni): 


: Joseph Kruskal (1928-2010), američki matematičar. Bavio se teorijskom kompjuterskom naukom, statistikom 
i kombinatorikom. 
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X12 


X10 X11 


U ovom grafu postoje tri grane sa težinom 1: to su grane {X3,X;}, {Xs,xo} 1 
(X11,X12). U prvoj iteraciji uzimamo jednu od njih, recimo granu (x3,x7), a u 
naredne dvije iteracije uzećemo svakako i grane {X5,x9} 1 {X11,x12}, jer niti jedna 
ne obrazuje konturu sa do tada uzetim konturama (bilo kojim redoslijedom da ih 
uzimamo). Ovim smo iscrpili sve grane sa težinom 1. Grane sa težinom 2 su 
{x1,xs}, {X2,X3}, {x3,X4}, {x4 X7}, {X6,X10} 1 {X10,x11 }. Pokušajmo uzimati grane 
upravo tim redom. Grane (x,,x5), {X2,X3} 1 (X3,X4) smijemo uzeti, nakon čega 
imamo situaciju kao na sljedećoj slici (uzete grane su označene podebljano): 


XI 10 %2 2 4 2 X4 
10 

X5 Xg 

KA = 

X9 X12 


X10 Xıl 


U ovom trenutku je jasno da granu (x4,x7) ne smijemo uzeti (nakon što smo 
prethodno uzeli sve navedene grane), jer bi ona obrazovala konturu sa granama 
{x3,x4} 1 {x3,x7}. Nakon toga nema nikakvih prepreka za uzimanje grana {X6,X10} 
i {Xx10,x1u}. Slijede grane {x2,x6}, {X5,X1o0} 1 {X9,x10} sa težinom 3. Pri izboru 
grana tim redom, nakon što uzmemo grane {x2,x6} 1 {x5,X10} koje smijemo uzeti, 
imamo situaciju prikazanu na sljedećoj slici: 


Xi 10% 2 %3 42 X4 
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Granu (x,X10) ne smijemo uzeti, jer bi obrazovala konturu sa prethodno 
uzetim granama {x5,x9} i (X5,X10)- Slijedi grana {x7,x12} dužine 4 koju također 
ne smijemo uzeti, s obzirom da obrazuje konturu sa prethodno uzetim granama 
{x2,x3}, {X2,X6}, {X3,X7}, {X6,X10}, {X10,X11} 1 {X11,X12}. Dalje imamo dvije grane 
dužine 5, od kojih granu {x3,x6} ne smijemo uzeti jer obrazuje konturu sa 
granama {X2,x3} 1 {X2,x6}, dok granu {xs,x12} možemo slobodno uzeti. Ovim je 
formiranje minimalnog kostura kompletirano, kao što je prikazano na sljedećoj 
slici (pri drugačijem redoslijedu izbora grana između grana jednake težine, mogu 
se dobiti i drugačija rješenja od rješenja koje smo ovdje dobili): 


X1 10 X2 2: X3 2 X4 
2 9 
X5 Xg 
sas 
X X 
7 X10 X11 2 


Mada je Kruskalov algoritam principijelno vrlo jednostavan, prilikom 
njegove praktične implementacije postoje dva problema koja treba razmotriti. 
Prvi problem je kako efikasno birati granu sa najmanjom težinom u svakoj od 
n—1 iteracija. Drugi, znatno delikatniji problem je problem kako efikasno utvrditi 
da li izabrana grana formira konturu sa do tada izabranim granama ili ne, s 
obzirom da problem utvrđivanja postojanja konture u grafu sam po sebi nije 
elementaran. Razmotrimo prvo prvi problem. Ukoliko koristimo naivni pristup, 
granu sa najmanjom težinom možemo naći u m koraka, gdje je m broj grana. 
Sljedeću granu sa najmanjom težinom možemo naći u m—1 koraka (s obzirom 
da smo jednu granu već iscrpili), sljedeću u m—2 koraka, itd. Međutim, treba 
voditi računa da nećemo u svakoj iteraciji imati sreće da odmah možemo uzeti 
prvu pronađenu granu, s obzirom da ona možda formira konturu sa dotada 
izabranim granama. Drugim riječima, moramo biti spremni da ćemo u pojedinim 
iteracijama morati razmatrati čitavo mnoštvo grana. Nije preteško zaključiti da 
ćemo u najgorem slučaju do završetka algoritma morati razmotriti sve grane 
grafa. Naime, može se desiti da će u posljednjoj iteraciji u kostur ući grana sa 
najvećom težinom u čitavom grafu (recimo, to će se sigurno desiti ukoliko je 
takva grana most), što znači da smo prije nje sigurno morali razmotriti sve ostale 
grane. Dakle, samo za potrebe pronalaženja grana sa najmanjom težinom koje 
smijemo uzeti u svakoj od iteracija potrebno je u najgorem slučaju utrošiti ukupno 
m+(m—1)+(m—2)+...+1=m(m+1)/2 koraka (tj. približno m'/2 koraka). Stoga 
je mnogo bolje prvo sortirati sve grane po težinama, s obzirom da se primjenom 
naprednih tehnika sortiranja sortiranje m grana može obaviti u približno m log»m 
koraka, što je za veliko m znatno manje od m"/2, a nakon sortiranja izbor grane 
sa najmanjom težinom u svakoj iteraciji nalazimo praktično u jednom koraku. S 
druge strane, važno je naglasiti da se ništa ne postiže ukoliko se sortiranje izvede 
nekim neefikasnim algoritmom (poput Bubble Sort-a), kod kojeg je broj koraka 
za sortiranje proporcionalan sa m”. Naprotiv, u tom slučaju dobijaju se lošije 
perfomanse nego da je primijenjen naivni pristup. 
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Razmotrimo sada kako efikasno utvrditi da li izabrana grana u svakoj iteraciji 
formira konturu sa do tada izabranim granama. Osnovna ideja je da problem 
testiranja da li grana formira konturu ili ne u svakoj iteraciji ne treba rješavati 
nezavisno od onoga što znamo od ranije, već da trebamo maksimalno iskoristiti 
informacije koje se mogu prikupiti u prethodnim iteracijama. Postoji mnogo 
načina da se ovaj postupak izvede efikasno. Jedan od najjednostavnijih postupaka 
za tu svrhu je sljedeći. Svakom čvoru x; 1=1..n pridružimo jednu pomoćnu 
vrijednost c; i = 1..n koja se naziva klasa čvora (ili, ponekad, boja čvora, mada 
naziv "boja" nije najadekvatniji s obzirom da se za ovu veličinu obično uzima da 
je numeričke prirode). Na početku algoritma se svakom čvoru dodijeli različita 
vrijednost klase čvora (npr. možemo uzeti da je c,;=1,i=1..n). Svaki put nakon 
što uzmemo neku granu {x;x;}, svim čvorovima grafa koji imaju klasu cj 
prepravljamo klasu na vrijednost c;. Na ovaj način zapravo postižemo da su u 
svakoj iteraciji klase svih čvorova koji su međusobno povezani do tada uzetim 
granama jednake. Slijedi da je u svakoj iteraciji za testiranje da li grana {x;,X;} 
obrazuje konturu sa do tada uzetim granama dovoljno testirati da li je c;=c;. 
Ukoliko jeste, čvorovi x; i x; su već spojeni do tada uzetim granama, tako da 
granu {x;,x;} ne smijemo uzeti. U suprotnom, granu (x; x;) smijemo uzeti bez 
bojazni da ćemo formirati konturu sa do tada uzetim granama. 


Treba primijetiti da nakon što uzmemo granu (x;,x;), umjesto prepravljanja 
klase svim čvorovima čija je klasa c; na vrijednost c; možemo prepraviti klase 
svih čvorova čija je klasa c; na vrijednost c;. Pri ručnom radu, praktičnije je od 
ove dvije mogućnosti izvesti onu koja traži manje prepravki. Međutim, pri 
implementaciji na računaru, ne isplati se testirati koja mogućnost zahtijeva 
manje prepravki, jer za brojanje broja neophodnih popravki treba isto vrijeme 
kao i da se same prepravke izvrše, ma koju od mogućnosti izabrali. Pri tome 
ipak postoji jedan izuzetak. Ukoliko neki od čvorova {x;,x;} ne pripada niti 
jednoj od do tada uzetih grana (što se može veoma brzo testirati ukoliko pri 
implementaciji označavamo koji čvorovi pripadaju do tada uzetim granama), 
tada znamo da on ne dijeli istu klasu niti sa jednim drugim čvorom, tako da je 
mnogo isplatnije promijeniti njegovu klasu na vrijednost klase drugog kraja iste 
grane nego prepravljati vrijednosti klase čvorova koji imaju istu klasu kao drugi 
kraj iste grane (kojih može biti više) na vrijednost njegove klase. Ovaj sitni 
implementacioni detalj može primijetno ubrzati izvršavanje algoritma. 


Demonstrirajmo prethodno opisani princip na grafu iz prethodnog primjera. 
Neka smo na početku stavili c;=i,i=1..12. Početna situacija je tada kao na 
sljedećoj slici (klase čvorova su označene brojkom u zagradi kraj oznake čvora): 


XI 10 %2 2 4_ 2 X4 


©) X10 40) PG X12 
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Nakon uzimanja grane {x3,x;} korigiramo klasu čvora x; tako da nakon 
uzimanja grane imamo c7 = 3 umjesto cy = 7. Slično, nakon uzimanja grane (.xs,xX9) 
vršimo korekciju cy=5, a nakon uzimanja grane (x,1,X12) korekciju cn = 11. 
Situacija je tada kao na sljedećoj slici: 


XI 10 %2 2 % 2 X4 
(1) (4) 
2 9 
X5 (3) = 9 
1 = | 

3 2 (11) 
2970) xio 40) xu db X12 


Sada prelazimo na grane sa težinom 2. Razmotrimo šta se dešava nakon 
uzimanja grane (x;,x5). Ukoliko bismo se odlučili da svim čvorovima čija klasa 
ima vrijednost cs = 5 prepravimo klasu na vrijednost cı = 1, morali bismo izvršiti 
dvije korekcije (cs=1 i co=1), jer u tom trenutku dva čvora (xs i xə) imaju 
vrijednost klase 5. Međutim, kako čvor xı ne pripada niti jednoj do tada uzetoj 
grani, odmah se zna da on ne dijeli istu klasu niti sa jednim drugim čvorom, tako 
da je jednostavnije promijeniti njegovu klasu na vrijednost cs = 5. Dakle, vršimo 
korekciju cı = 5. Sličnu situaciju imamo i nakon uzimanja grane (x2,x3). Naime, 
umjesto dvije korekcije c3= 2 i c;=2, isplativije je izvršiti samo jednu korekciju 
c,= 3, što ćemo i učiniti. Isto tako, nakon uzimanja grane {x3,x4}, jasno je da 
treba izvršiti korekciju c,= 3, s obzirom da je alternativa c,=4, c3=4 i c7=4 
mnogo manje pogodna. Sada je situacija kao na sljedećoj slici: 


Xi 10% 2 4 2 4 
(5) (3) 
2 9 
X5 3 2 $ 
1 4 ls 

an 
xo #5) dO) a E 


Uz ovakvo označavanje, sada postaje očigledno da granu {x4,x;} ne smijemo 
uzeti, jer u ovom trenutku imamo c,=3 i c;= 3, odnosno c4 = c7. Narednu granu 
{x6,X10} smijemo uzeti (cg =6 i c,g= 10) nakon čega slijedi popravka c,g = 6. U 
ovom trenutku je c,0=6 i c= 11, tako da smijemo uzeti i granu {x;0,X1}. Pri 
tome, oba čvora x,g 1 X1, pripadaju granama koje su ranije uzete, tako da i jedan i 
drugi čvor dijele istu klasu sa nekim drugim čvorovima. Tako, vrijednost klase 6 
pored čvora xo ima i čvor x4, dok vrijednost klase 11 pored čvora xi, ima i čvor 
X12. Stoga je posve svejedno da li ćemo čvorovima x1; 1 xı2 promijeniti vrijednost 
klase na 6, ili ćemo čvorovima xę i xıọ promijeniti vrijednost klase na 11. 
Odlučimo li se za prvu varijantu, dobijamo situaciju kao na sljedećoj slici: 
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6 (3) 
TI Ja i 
10 Xg 
(3) (8) 
PX Ja xx 
(6) 
SG) X10 (9) x 6) X12 


Prelazimo na grane sa težinom 3. Nakon izbora grane (x2,x6) ponovo imamo 
dvije mogućnosti za popravke koje zahtijevaju isti broj popravki (c6 = 3, Cio=3, 
C11 =3 1 c2=3, odnosno c2= 6, ca=6, c4=6 1 c;=6). Odlučimo se, recimo, za 
prvu varijantu. Sada nastaje zanimljiva situacija prilikom izbora grane (xs,X10). 
Istu klasu kao čvor xs imaju još dva čvora (xı i x9), dok istu klasu kao čvor x10 
dijeli čak 7 čvorova (x2, X3, X4, X6, X7, X11 1 X12). Stoga je, pri ručnom radu, mnogo 
bolje grupi čvorova koji imaju istu klasu kao xs prepraviti klasu na vrijednost 
ci0=3 (što zahtijeva prepravke cı =3, cs=3 i cọ=3) nego grupi čvorova koji 
imaju istu klasu kao xıo prepravljati klasu na vrijednost cs = 5 (što bi zahtijevalo 
prepravke c2= 5, c3= 5, c4= 5, C6 = 5, C1=5, Cio=5, cn =5 i c2 = 5), te ćemo 
tako i uraditi. S druge strane, pri implementaciji na računaru, nije isplativo tražiti 
koja je od ove dvije varijante bolja, jer za vrijeme dok prebrojimo čvorove koji 
zahtijevaju prepravku može se izvršiti i sama prepravka. Stoga, pri računarskim 
implementacijama, u ovakvim situacijama treba nasumično izabrati jednu od 
dvije moguće alternative ili se, jednostavno, odlučiti da uvijek prepravljamo 
klasu čvora čiji je indeks manji (ili veći). Nakon izvršenih korekcija, situacija je 
kao na sljedećoj slici: 


XI 10. % 2 % 2 Xa 


(3) (3) 
JAS 


9 


Granu (X9,X10] ne smijemo uzeti (s obzirom da je c= 3 i Ci = 3), kao ni granu 
{x7,X12} dužine 4, niti granu {x3,x6} dužine 5. S druge strane, granu {xg,x12} 
smijemo uzeti (cg= 8 1 c2= 3). S obzirom da je ovo posljednja grana, dodatne 
korekcije nisu potrebne, čime je postupak okončan. Izvršimo li ipak i korekciju 
nakon uzimanja posljednje grane, imaćemo cg = 3, tako da će na kraju postupka 
svi čvorovi imati istu vrijednost klase. 


Analizirajmo šta smo dobili ovakvim pristupom. U svakoj iteraciji, testiranje 
da li grana obrazuje konturu sa do tada uzetim granama je trivijalno, dok se 
popravka klasa čvorova i u najgorem slučaju može izvesti u manje od n koraka 
(u najgorem slučaju treba korigirati klase skoro svih čvorova, a čvorova nema 
više od n). Detaljnija analiza pokazuje da ukupan broj operacija pri izvođenju 
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Kruskalovog algoritma (uključujući i pripremne operacije) ukoliko se koristi 
opisani metod testiranja kontura zasnovan na klasama čvorova ne prelazi iznos 
proporcionalan sa n?, osim u slučaju vrlo gustih grafova, kada može dostići iznos 
proporcionalan sa n“1log>n (to su situacije kojima se dominantno vrijeme troši na 
sortiranje). Međutim, u mnogobrojnoj literaturi se često navodi podatak da se 
Kruskalov algoritam može implementirati tako da ukupan broj potrebnih 
operacija bude približno proporcionalan sa mlog»m, što je za slučaj rijetkih 
grafova znatno povoljnije. S druge strane, prilično se rijetko opisuje kako tačno 
to postići. Stoga ćemo u nastavku pokazati kako se izvođenje Kruskalovog 
algoritma može ubrzati. 


Za ubrzanje Kruskalovog algoritma je ključno primijetiti da se često mnogo 
vremena gubi na korigiranje klasa čvorova. Stoga ćemo umjesto klasa čvorova 
čvorovima pridružiti neke druge dopunske informacije, koje su takve da je 
njihovo ažuriranje praktično trivijalno, a koje i dalje omogućavaju relativno 
jednostavnu detekciju da li grana obrazuje konturu sa dotada uzetim granama. 
Konkretnije, svakom čvoru x; ćemo pridružiti dvije dopunske informacije: oznaku 
njemu referentnog čvora r; i težinu čvora w;. Na početku označavamo da je 
svaki čvor sam sebi referentan i da mu je težina 1 (tj. postavljamo r;=x; 1 w;= 1 
za sve i=1..n). Da bismo testirali da li smijemo uzeti granu koja spaja neka dva 
čvora x; i x moramo prvo naći tzv. korijenske čvorove za čvorove x; i x;, koje 
ćemo označiti sa z; i z; Da bismo našli korijenski čvor za neki čvor, prvo gledamo 
njegov referentni čvor, zatim referentni čvor njegovog referentnog čvora i tako 
sve dok ne dođemo do čvora koji je sam sebi referentan, koji predstavlja traženi 
korijenski čvor. Sada, granu koja spaja čvorove x; i x; smijemo uzeti ako i samo 
ako su njihovi korijenski čvorovi različiti (tj. ukoliko je z; £Z;). Nakon što 
eventualno uzmemo granu, korekcija se vrši samo nad čvorovima z; i z; prema 
sljedećem postupku. Onom od ta dva čvora koji ima manju težinu postavljamo 
onaj drugi čvor za referentni, dok tom drugom uvećavamo težinu za iznos koliko 
iznosi težina čvora sa manjom težinom. Ukoliko oba imaju istu težinu, svejedno 
je koji ćemo od njih posmatrati kao da ima manju težinu. 


Ilustriraćemo opisani pristup na primjeru grafa koji smo do sada razmatrali. 
Početna situacija prikazana je na sljedećoj slici, pri čemu su oznake referentnog 
čvora i težina čvora za svaki čvor prikazani u zagradama kraj oznaka čvorova: 


e 
MG GD Ko AD xu END yp 


Prva grana koju razmatramo je (2x3,x7]. Oba čvora su sami sebi referentni, pa 
su i sami sebi korijenski čvorovi. Stoga je jasno da se ova grana smije uzeti. Pored 
toga, oba imaju istu težinu, pa ćemo recimo čvoru x; postaviti x; za referentni 
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čvor, a čvoru x; ćemo uvećati težinu za 1 (koliko iznosi težina čvora x7). Posve 
analognu situaciju imamo prilikom razmatranja grana {Xs,x9} 1 {X11,X12}, tako da 
nakon izbora prve tri grane imamo situaciju kao na sljedećoj slici: 


XI 10 %2 2 % 2 X4 
@ı/1) 04/1) 
2 9 

X5 10 e: 
(Xs/2) (3/1) (Xg/1) 
I S ls 
= (xn/1) 
2 GSD ko WD x ED Xp 


Sljedeća na redu za razmatranje je grana {x;,xs}. Ponovo su oba čvora xı i x5 
sami sebi korijenski čvorovi. Međutim, čvor x; ima manju težinu, tako da ćemo 
njemu postaviti čvor x5 za referentni i uvećati težinu čvora xs za 1. Slična situacija 
nastaje i prilikom razmatranja grane (x2,x3), pri čemu čvoru x» postavljamo x3 za 
referentni čvor, a čvoru x3 uvećavamo težinu za 1, kao i grane (x3,x4], pri čemu 
čvoru x4 postavljamo x3 za referentni čvor, a čvoru x3 ponovo uvećavamo težinu 
za 1. Nakon ovih koraka, situacija je kao na sljedećoj slici: 


X1 10 %2 2 %B 2 X4 
(x3/1) 
9 
10 Xg 


(45/3) (x3/1) (Xg/1) 
Is 24 NI 
(X1y/1) 


Xio WD X11 0/2) 


Sljedeća grana koju razmatramo je {x4,x;}. Oba čvora xa i x7 imaju x, za 
referentni čvor, koji je ujedno i njihov korijenski čvor, tako da ovu granu ne 
smijemo uzeti. Naredna grana je (x4,X10]. Oba čvora x6 i X;g su sami sebi 
referentni i imaju istu težinu, pa ćemo recimo čvoru xo postaviti xx za referentni 
čvor i povećati težinu čvora xs za 1. Prelazimo na razmatranje grane {X10,X11}. 
Čvor x;0 ima xx za referentni i korijenski čvor, dok je xıı sam sebi referentni (i 
korijenski) čvor. Kako x6 1 xıı sada imaju iste težine, jednom od njih, recimo x11, 
postavljamo xe za referentni čvor, dok ćemo težinu čvora xx uvećati za 2, koliko 
iznosi trenutna težina čvora x;;. Tako dobijamo sljedeću situaciju: 


xı 10 %2 2 % 2 X4 
(x3/1) 


9 
10 Xg 


(45/3) (x3/1) (4/1) 
ANU | S 
(X1y/1) 


Xio GD Xr (6/2) X12 
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Primijetimo da referentni čvor nekog čvora ne mora biti njemu susjedni čvor. 
Tako u ovom trenutku čvor x;; ima čvor xe koji mu nije susjed za referentni čvor. 
Naredna grana koju razmatramo je grana {x2,x6}. Čvor x ima xs za referentni i 
korijenski čvor, a xę je sam sebi korijenski čvor. Oba čvora x3 i xx imaju istu 
težinu pa nasumice čvoru xg postavljamo x3 za korijenski čvor, pri čemu težinu 
čvora x3 povećavamo za 4. Sada na red dolazi grana (25,X10). Čvor x5 je sam sebi 
referentni i korijenski čvor, dok čvor xo ima x3 za korijenski čvor. Zaista, x10 
ima x4 za referentni čvor, čiji je referentni čvor x3, koji ima sam sebe za referentni 
čvor. Kako od čvorova x5 i x čvor xs ima manju težinu, postavljamo da je x; 
njegov referentni čvor, a težina čvora x, uvećava se za 3. Novodobijenu situaciju 
prikazuje sljedeća slika: 


Xi 10 %2 2 B 2 X4 
05/1) 03/1) 
2 9 
X5 10 Xg 
03/3) CGI) Pog) 
1 $ | 


pe (Xri/1) 
2 GM) xu OGD xj OD X12 


Prelazimo na razmatranje grane {x9,x10}. S obzirom da oba čvora imaju x, za 
referentni čvor (xə preko lanca posrednika xo- xs —x3 a x1g preko lanca posrednika 
X10-X6-X3), ovu granu ne smijemo uzeti. Sto se tiče sljedeće grane {X3,X;2}, ČVOr 
Xa je sam sebi korijenski čvor, dok x,» ima x3 za korijenski čvor (preko lanca 
posrednika x12— X11—X6— x3). Stoga granu (xg,X12) smijemo uzeti. Korekcije nisu 
potrebne, s obzirom da je ovo posljednja grana (inače bismo čvoru xs postavili 
referentni čvor na x3 i povećali težinu čvora x; za 1). Ovim je postupak završen. 


Sasvim je lako uvjeriti se u korektnost opisanog postupka. Pri tome, smisao 
težina čvorova je u tome da one predstavljaju ukupan broj čvorova koji direktno 
ili indirektno upućuju na posmatrani čvor (računajući i njega samog). U suštini, 
opisana manipulacija sa težinama čvorova garantira da broj koraka potreban da 
se pronađe korijenski čvor nekog čvora ne može biti veći od log, m. Stoga, čak i 
u najgorem slučaju kada je potrebno obraditi svih m grana prije nego što se 
formira kompletan kostur, ukupan broj operacija koje je potrebno obaviti ne 
prelazi iznos proporcionalan sa mlog m. Kako je broj operacija za pripremne 
radnje (sortiranje) istog reda veličine, to će ukupno vrijeme izvršavanja čitavog 
algoritma zaista biti proporcionalno sa m log» m. 


Razmotrimo sada Primov' algoritam, koji se za slučaj gustih grafova smatra 
prikladnijim (pod uvjetom da se dobro implementira) od Kruskalovog algoritma. 
Za razliku od Kruskalovog algoritma, kod kojeg grane koje uzimamo formiraju 
stablo tek na samom kraju algoritma, kod Primovog algoritma u svakoj iteraciji 
imamo stablo koje se postepeno proširuje kako izvođenje algoritma napreduje. 


! Robert C. Prim (1921-—), američki matematičar. Bavio se teorijskom kompjuterskom naukom. 


443 


Izložimo prvo osnovnu ideju Primovog algoritma. U prvoj iteraciji, biramo 
nasumice neki čvor grafa i uzimamo u stablo granu sa najmanjom težinom koja 
izlazi iz tog čvora. U svakoj sljedećoj iteraciji, u stablo dodajemo granu sa 
najmanjom težinom među granama koje spajaju čvorove koji se trenutno nalaze 
u stablu sa njima susjednim čvorovima koji još nisu ušli u stablo. Pri tome je za 
dobru implementaciju od ključnog značaja kako efikasno pronalaziti takvu granu 
u svakoj iteraciji, čemu ćemo nešto kasnije posvetiti posebnu pažnju. Postupak 
ponavljamo sve dok ne formiramo kostur, tj. dok ne izaberemo n— 1 grana. 


Primijenimo sada Primov algoritam na isti graf na kojem smo demonstrirali 
Kruskalov algoritam. Da ne bismo trošili previše prostora, nećemo prikazivati 
posebnu sliku nakon svake iteracije, nego nakon nekoliko obavljenih iteracija. 
Također, za sada još nećemo koristiti nikakve posebne tehnike za pronalaženje 
grane sa najmanjom težinom u svakoj iteraciji, nego ćemo prosto koristiti naivnu 
pretragu u skupini svih grana koje bi mogle doći u obzir. Krenućemo, na 
primjer, od čvora xı. Iz njega izlaze grane (x,,X2), {X;,xs} 1 {x1, x6}, od kojih 
biramo granu {x;,xs} čija je težina najmanja. U sljedećoj iteraciji već moramo 
razmotriti veći broj grana, odnosno sve grane koje izlaze iz čvorova x, ili xs a 
koje vode ka nekom drugom čvoru, a to su grane {x1, X2}, {X1,X6}, {X5,X6}, {X5, Xo} 
i {xs,X10}, među kojima biramo granu {xs,x9} sa najmanjom težinom. Dalje 
razmatramo grane koje izlaze iz čvorova xy, x5 ili xg koje vode prema do tada 
neobrađenim čvorovima, odnosno grane {x;,x2}, {X1,x6}, {X5,X6}, {Xs,X10} 1 
{x9,X10}, od kojih možemo izabrati granu {x5,X1o} ili (X9,X10) (obje su iste 
težine). Odlučimo se (nasumično) za granu (xs, x10}. Situacija u ovom trenutku 
prikazana je na sljedećoj slici, na kojoj su grane (x,,x5), (X5,X9) 1 {x1, X10} Koje 
su ušle u stablo prikazane podebljano, dok su grane kandidati za razmatranje u 
sljedećoj iteraciji (tj. grane {x1, x2}, {x1, X6}, {X5, X6}, LX6> X10}, {X7,X10} 1 {X10,X11}) 
prikazane isprekidano: 


X10 X11 


U sljedećoj iteraciji trebamo uzeti granu sa najmanjom težinom među 
označenim granama. Postoje dvije takve grane, {x6, X10} ili {x10, x11}, stoga ćemo 
nasumično odabrati jednu od njih, recimo granu {x6, X10}. Sada razmatramo grane 
{x1,x2}, {X2,X6}, {X3,X6}, {X6 X7}, {X7, X10} 1 {X10,Xx11}, od kojih treba uzeti granu 
{x10,x1}. Naredne grane koje treba razmatrati su grane {x1, x2}, {X2,X6}, {X3,X6}, 
{xe x7}, {X7,Xx10}, {X7 X1} 1 {xn,X1n2}, od kojih uzimamo granu {x11 x12}. U 
sljedećoj iteraciji razmatramo grane {X;,x2}, {X2,X6}, {xX3, X6}, {x6 X7}, {X7,X10}, 
{x7 x11}, {x7xX12} 1 (XX), pri čemu treba uzeti granu {x2, x6} ili {x6, x7}. 
Uzmemo li granu (x, x6}, kandidati za testiranje postaju grane (x, x3}, 1X3,X6), 
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{xe x7}, {X7 Xio}, {x7,Xx1}, (27, X12} 1 {xg,x12}. Situacija je sada kao na sljedećoj 
slici, pri čemu su, kao i ranije, podebljano prikazane grane koje su ušle u stablo, 
a isprekidano grane koje treba razmotriti u sljedećoj iteraciji: 


2 X4 
9 
Xg 
E 
1 H 
X12 


X10 X11 


Jasno je da u ovoj iteraciji treba uzeti granu {x2,x3}. Nakon toga, treba 
razmotriti grane (x3,Xx4), {X3,X7}, 1X6.X7)> {X7, X10}, {X7 X11}, {X7 X12} 1 1X8,X12), 
od kojih uzimamo granu {x3, x7}. Sada su grane koje razmatramo {x3, x4}, {X4, X7}, 
{x7, x8} i {xs, x12}, Od kojih treba odabrati granu (xa, x4}. Konačno, kao kandidati 
za testiranje ostaju grane {x4, Xs}, [X7,X8] 1 {xs,x12}, od kojih uzimamo granu 
{xs, X12}. Ovim je traženi minimalni kostur formiran. U ovom primjeru, slučajno 
smo dobili isti kostur kao i primjenom Kruskalovog algoritma. To ne bi moralo 
biti tako da smo krenuli od drugog početnog čvora, ili da smo vršili drugačiji 
izbor grana na mjestima gdje smo imali alternative. 


Razmotrimo sada efikasnost naivne izvedbe Primovog algoritma. Algoritam 
očigledno ima n— 1 iteracija, pri čemu se u svakoj iteraciji vrši izbor grane koju 
treba uzeti u stablo. Jasno je da je za algoritam najgori slučaj kada imamo graf u 
kojem je svaki čvor spojen sa svim ostalim čvorovima (tj. potpuni graf K,), pa 
ćemo provesti analizu za ovaj slučaj. U i-toj iteraciji imamo i čvorova koji su do 
tada ušli u stablo i n—i čvorova koji su svi međusobno povezani, tako da je u 
i-toj iteraciji potrebno razmotriti i(n—i) grana. Stoga je ukupan broj operacija 
koje treba izvesti tokom algoritma 


1-(n—1)+2-(n—2) +...+(n—1)-1 =n(n?—1)/6 =n°/6 


i to pod uvjetom da ne gubimo vrijeme u svakoj iteraciji na pronalaženje koji se 
čvorovi nalaze u stablu a koji izvan stabla, što se može izvesti tako da se stalno 
ažuriraju dvije liste čvorova koje predstavljaju čvorove unutar odnosno izvan 
stabla (u suprotnom, broj operacija može iznositi približno m"). Ovo je veoma 
neefikasno u poređenju sa Kruskalovim algoritmom. Međutim, uz izvjesne 
dosjetke, Primov algoritam se može izvesti tako da se broj operacija smanji za 
čitav red veličine, odnosno da u najgorem slučaju bude približno oko n’, čime on 
postaje efikasniji od Kruskalovog algoritma za slučaj gustih grafova. Pokažimo 
na čemu se zasniva ova dosjetka. 


Ključna ideja za ubrzavanje Primovog algoritma je smanjivanje broja grana 


koje treba razmotriti u svakoj iteraciji. To se postiže tako što se u svakoj iteraciji 
ažuriraju izvjesne dopunske informacije pridružene čvorovima, koje se sastoje 
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od tzv. potencijala čvora, koji predstavlja najmanju udaljenost razmatranog čvora 
od čvorova koji su do tada ušli u stablo, te oznake čvora iz stabla koji je najbliži 
razmatranom čvoru (kažemo da je potencijal razmatranog čvora određen u 
odnosu na taj čvor). Sam tok algoritma teče ovako. Početnom čvoru dodijelimo 
potencijal 0, dok svim njegovim susjedima dodijelimo potencijal jednak težini 
grane koja ih spaja sa početnim čvorom i naznačimo da se radi o potencijalu u 
odnosu na početni čvor. U svakoj sljedećoj iteraciji, među čvorovima koji nisu u 
stablu biramo čvor sa najmanjim potencijalom i dodajemo u stablo granu koja 
spaja izabrani čvor sa čvorom na koji se njegov potencijal odnosi. Međutim, to 
dodavanje može dovesti do promjene potencijala čvorova. Nije teško uočiti da se 
mogu promijeniti jedino potencijali čvorova koji su susjedi novododanog čvora 
a koji još uvijek nisu ušli u stablo. Stoga računamo eventualne nove potencijale 
svih njegovih susjeda koji nisu do tada ušli u stablo kao težine grana koje ga 
spajaju sa susjedima. Pri tome, potencijal nekog čvora korigiramo samo ukoliko 
je eventualna nova vrijednost njegovog potencijala manja od stare vrijednosti, 
inače zadržavamo staru vrijednost potencijala. Naravno, ukoliko pri tome dođe do 
korekcije potencijala, informaciju o tome na koji se čvor odnosi potencijal 
ažuriramo da ukazuje na novododani čvor. Postupak se nastavlja sve dok se ne 
formira kompletan kostur, odnosno dok se ne razmotre svi čvorovi. 


Lako se uviđa da ovakva strategija garantira isti izbor grana kao pri naivnoj 
izvedbi Primovog algoritma. S druge strane, ovakva strategija zahtijeva mnogo 
manje operacija. Zaista, u svakoj iteraciji potrebno je samo pronaći čvor sa 
najmanjim potencijalom među čvorovima koji nisu do tada uzeti u stablo, nakon 
čega odmah znamo koju granu treba dodati u stablo (u skadu sa informacijom na 
koji se čvor potencijal odnosi). Kako u i-toj iteraciji treba naći čvor sa 
najmanjim potencijalom u skupini od n—i čvorova, ukupan broj pretraga iznosi 
(n—1)+(n—-2)+...+1=n(n—1)/2 = n?/2. Međutim, u svakoj iteraciji potrebno 
je i eventualno korigirati potencijale svih susjeda novododanog čvora koji nisu 
dotada ušli u stablo. Kako takvih susjeda u i-toj iteraciji može biti najviše n— i, 
dobijamo da broj korekcija također ne može preći iznos n"/2, odakle slijedi da 
ukupan broj operacija pri ovakvoj izvedbi ni u najgorem slučaju ne može preći 
n’, što je neuporedivo bolje nego pri naivnoj izvedbi Primovog algoritma. 


Kao ilustraciju, demonstriraćemo poboljšanu izvedbu Primovog algoritma 
na istom grafu kao u dosadašnjim primjerima. Činjenicu da neki čvor ima 
potencijal p u odnosu na čvor xx na slici ćemo označavati oznakom poput p/xx u 
zagradi kraj oznake čvora. Krenućemo od čvora x; kojem dodjeljujemo potencijal 
0, a njegovim susjedima x2, xs i x respektivno potencijale 10, 2 i 8 (u odnosu na 
čvor xı). Kako početni čvor odmah na početku ulazi u stablo, trebamo razmotriti 
potencijale čvorova x2, x5 i x6, jer su oni jedini čvorovi izvan stabla koji imaju 
dodijeljene potencijale. Među njima najmanji potencijal ima čvor xs, tako da u 
stablo dodajemo granu {x;,xs}. Trenutna situacija prikazana je na sljedećoj slici, 
pri čemu su isprekidanim linijama prikazane grane koje povezuju novododani 
čvor xs sa njegovim susjedima (čime želimo naznačiti da može doći do korekcije 
njihovih potencijala u odnosu na čvor xs): 
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X12 


Sada treba razmotriti potencijale susjeda čvora xs koji nisu do sada ušli u 
stabla, a to su čvorovi x4, Xo i x19. Čvorovi xo i xio dobijaju respektivno potencijale 
1 i 3, dok se potencijal čvora xx mijenja sa 8 na 6. Nakon toga, od svih čvorova 
koji nisu u stablu a kojima su dodijeljeni potencijali (to su čvorovi x2, x6, Xo 1 x10) 
biramo čvor xə sa najmanjim potencijalom i dodajemo granu (xs,xo] u stablo 
(početni čvor grane je xs, jer je potencijal izabranog čvora xy određen u odnosu 
na čvor xs). Jedini susjed čvora xə izvan stabla je čvor xi i on ne mijenja svoj 
dosadašnji potencijal. Sad od čvorova x2, x6 i x1g najmanji potencijal ima čvor x10 
(u odnosu na čvor xs), tako da u stablo dodajemo granu (xs, x10}. U ovom trenutku 
situacija je kao na sljedećoj slici: 


X1 
(0) 


X12 


Sada razmatramo čvorove x6, x7 1 X10. Potencijal čvora xx se mijenja i postaje 
2, dok čvorovi x7 i xi, dobijaju respektivno potencijale 6 i 2. Od čvorova x, x6, 
X7 1 xıı najmanje potencijale imaju čvorovi x6 i xi, (oba u odnosu na čvor x10). 
Odlučimo li se nasumično za čvor xe, dodajemo granu (x, Xio} u stablo, nakon 
čega korigiramo potencijale čvorova x2 i x; na vrijednosti 3 i 3 respektivno, dok 
čvor x, dobija potencijal 5. Najmanji potencijal između čvorova x2, x3, X7 i Xu 
ima čvor xı; (u odnosu na čvor xy), tako da dodajemo granu {x10, x11} u stablo. 
Tme dobijamo situaciju kao na sljedećoj slici: 


XI 
(0) 


Čvorovi čiji potencijal treba razmotriti su x; i xı2. Čvor x, zadržava svoj 
raniji potencijal 3 (jer je 9> 3), dok čvor x,2 dobija potencijal 1. Sada su čvorovi 
izvan stabla kojima su dodijeljeni potencijali x2, x3, x7 i X12. Najmanji potencijal 
među njima ima čvor xı2, tako da u stablo ulazi grana {x11, X12}. Potencijal čvora 
x se ne mijenja, a čvor xg dobija potencijal 5. Sada, od čvorova x2, x3, X7 1 xg 
najmanje potencijale imaju čvorovi x, i x; (oba u odnosu na x4), od kojih biramo 
recimo čvor x» i dodajemo granu (x,x5) u stablo. Time se potencijal čvora x3 
mijenja i postaje 2 (u odnosu na x2). U ovom trenutku, čvorovi izvan stabla sa 
dodijeljenim potencijalom su x3, x7 i xs. Među njima, najmanji potencijal ima 
čvor x3, čime grana {x2, x3} ulazi u stablo, tako da imamo sljedeću situaciju: 


XI 10 %_2_ B č 2 x 


X9 
(1/x5) xio 0/5) == x11 2/10) 
Ova izmjena mijenja potencijal čvora x; koji postaje 1, dok čvor xa dobija 
potencijal 2. Čvor x; ima najmanji potencijal među čvorovima x4, x7 i xa, tako da 
u stablo ulazi grana {x3, x7}. Ovim se ne mijenja potencijal niti jednog čvora. 
Sada, od čvorova x, i xg čvor xy ima manji potencijal, tako da grana {x3, x4} ulazi 
u stablo, pri čemu se ponovo se ne mijenja potencijal niti jednog čvora. Jedini 
preostali čvor je xg čiji se potencijal odnosi na čvor x2, tako da u stablo ulazi 
grana (xg, x12}. Ovim je postupak okončan. 


Praktični problemi u kojima se javlja potreba za pronalaženjem najmanjeg 
povezujućeg stabla često vode ka veoma gustim grafovima, pa čak i kompletnim 
grafovima tipa K,. Pri rješavanju takvih problema nema nikakvog smisla crtati 
kompletan graf, nego čitav algoritam treba provesti nad težinskom matricom 


SPMS) 


algoritam, kao što će se vidjeti iz primjera koji slijedi. 


> Primjer: Potrebno je dizajnirati optimalnu elektrodistributivnu mrežu (sa 
aspeta utroška kablova) između 10 gradova Gi—G;o. Geografske lokacije za 
svaki od gradova u vidu para koordinata (x, y) date su u sljedećoj tabeli: 


Grad G; G2 G3 Gu G; G6 Gz Gs Go Gio 
Lokacija | (6,5) | (5,2) | (9.2) [(6,4) 18.5) 10.617.007 | (5.7) | (4,6) 


U ovom primjeru imamo 10 gradova G;, i = 1..10, koji su zadani sa 10 parova 
koordinata (x; y;), i = 1..10. Ako pretpostavimo da se kablovi između gradova 
mogu postavljati pravolinijski, tada udaljenosti između proizvoljna dva grada G; i 
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G; možemo izračunati prema Pitagorinoj ' teoremi kao d;; = (xx) +O -yA "7. 
Na osnovu ovih udaljenosti, može se formirati težinska matrica potpunog grafa 
Kyo čije minimalno povezujuće stablo daje traženu elektrodistributivnu mrežu. 
Međutim, rad sa necijelim brojevima možemo izbjeći ukoliko uočimo da se 
minimalno povezujuće stablo neće promijeniti ukoliko za težine grana umjesto 
samih udaljenosti između gradova uzmemo kvadrate tih udaljenosti, tj. ukoliko 
za težine grana (G;, G;} uzmemo iznos Wij = (xx) +( Yj—yd". Tako dobijamo 
graf čija je težinska matrica 


O 10 18 1 4102 5 5 5 
10 0 16 5 18 32 20 29 25 17 
18 16 O 13 10 16 20 29 41 41 
1 5 13 0 5 13 5 1010 8 
W= 4 18 10 5 0 2 2 5 1317 
10 32 16 13 2 0 4 5 1725 
2 2020 5 2 40159 
5 2929 10 5 5 1 0 4 10 
5 25 41 10 13 17 5 4 0 2 
5 17 41 8 17 25 9 10 2 0 


je prikazan na sljedećoj slici, uz uvažavanje prostornog rasporeda gradova prema 
zadanim koordinatama: 


u 
Da 
"220 KX 
< 


7 


IV ER 
nz 


Gy Gs 


G6 


Sretna okolnost je što nam grafički prikaz uopće nije ni potreban, s obzirom da 
se cijeli tok algoritma može izvesti direktno nad težinskom matricom. Primov 
algoritam je tu posebno pogodan, jer ne zahtijeva nikakve predradnje poput 
sortiranja grana, tako da sve informacije možemo prosto čitati iz težinske 
matrice. Jedino je potrebno voditi evidenciju o potencijalima čvorova i čvorovima 
na koji se potencijali odnose. Kad god u stablo uđe novi čvor, recimo Čvor xx, 
sve što treba uraditi je uporediti k-ti red težinske matrice sa trenutnim 
potencijalima i izvršiti korekciju ukoliko je odgovarajući element težinske 
matrice manji od odgovarajućeg potencijala. Naravno, potencijali čvorova koji 
su ušli u stablo se više ne razmatraju (pri ručnom radu, najbolje je kada čvor xx 


I Pitagora sa Samosa (ca. 570 p.n.e- ca. 495 p.n.e), grčki filozof i matematičar. Osnivač pitagorejske škole koja 
je brojevima i matematici dala značajno mjesto u filozofskom shvatanju svijeta. 
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uđe u stablo, precrtati k-tu kolonu težinske matrice, čime taj čvor isključujemo iz 
razmatranja). Cijeli tok algoritma za graf iz ovog primjera pregledno je prikazan 
u sljedećoj tabeli. Svaki red tabele predstavlja jednu iteraciju algoritma. Čvorovi 
koji u pojedinim iteracijama ulaze u stablo prikazani su kao osjenčena polja u 
tabeli, dok su podebljano označeni čvorovi čiji se potencijal promijenio u odnosu 
na prethodnu iteraciju. Posljednja kolona tabele prikazuje čvorove koji ulaze u 


stablo po završetku svake od iteracija: 


G | G|G; | G | Gs | GG | Gy | Gs | Go | Gio [N.Č 
0 _/10/G;[18/G;| 1/G, | 4/G, |10/G;| 2/G, | 5/G, | 5/G, | 5/G, | Gu 
5/G4 |13/Gu 4/G, |10/G;| 2/G, | 5/G, | 5/G, | 5/G, | G- 
5/Gu |13/G4 2/G; | 4/G; 1/G; | 5/G, | 5/G, | Gs 
5/G4 |13/G4 2/G; | 4/G; 4/Gg | 5/G, | G; 
5/G4 [10/Gs 2/Gs 4/Gs | 5/G, | Ge 
5/Gu |10/G; 4/Gz | 5/G, | Go 
5/G4 |10/G; 2/Go | Gio 
5/Gu |10/G; G2 
10/G; G; 
Iz tabele lako očitavamo da minimalno povezujuće stablo čine grane (G;,Gu), 


{G1,G;}, {G7, Gs}, {G5,G7}, {(Gs,G6}, {Gs,Go}, (Go, G10}, {G2,G4} i (G3, G5}. Na 
sljedećoj slici je sa lijeve strane čisto radi ilustracije prikazan čitav polazni graf 
sa ucrtanim minimalnim povezujućim stablom, dok je sa desne strane izdvojeno 
prikazana tražena optimalna elektrodistributivna mreža: 


G2 € 4 G; G, G; 


G6 


Go Gs 


Go 


Gs 


Na kraju, napomenimo još da postoje izvedbe Primovog algoritma zasnovane 
na strukturama podataka koje su poznate pod nazivom redovi sa prioritetom kod 
kojih se može postići da ukupan broj koraka bude približno proporcionalan sa 
(n+m) log, n, što je poboljšana efikasnost u slučaju rijetkih grafova (efikasnost je 
čak neznatno bolja i u odnosu na maksimalno optimiziran Kruskalov algoritam). 
Međutim, za slučaj gustih grafova, efikasniji je gore opisani pristup. Postoje i još 
brži (ali i znatno složeniji) algoritmi za nalaženje minimalnog kostura. Najbrži 
poznati algoritam za tu svrhu je Chazelleov' algoritam, kod kojeg je ukupan broj 
neophodnih operacija praktično proporcionalan sa m. 


! Bernard Chazelle (1955-), francusko-američki matematičar, bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. 
Značajni su njegovi algoritmi u računarskoj geometriji. 
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8.12 Pronalaženje najkraćeg puta u grafu 


U brojnim primjenama teorije grafova potrebno je naći najkraći put koji 
povezuje dva zadana čvora x; i x. U slučajevima kada razmatrani graf nije 
težinski graf, efikasno rješenje problema daje pretraga grafa po širini (BFS 
pretraga), jer smo vidjeli da ona kao propratni efekat daje najkraće udaljenosti 
svih čvorova u odnosu na početni čvor, kao i pripadne puteve. Ovdje imamo 
interesantnu pojavu da je načelno jednostavnije razviti postupak koji nalazi 
najkraće puteve od početnog čvora do svih drugih čvorova grafa nego samo 
najkraći put od početnog čvora do zadanog ciljnog čvora, s obzirom na činjenicu 
da se prilikom pretraživanja udaljenijih čvorova vrlo efikasno mogu iskoristiti 
informacije iskorištene prilikom pretrage bližih čvorova. Naravno, ukoliko je cilj 
da se pronađe najkraći put od čvora x; do tačno određenog čvora x; a ne do svih 
čvorova grafa, pretragu je moguće obustaviti čim se obradi čvor x;. BFS pretraga 
je sasvim efikasan metod za pronalaženje najkraćih puteva u grafovima koji nisu 
težinski. Efikasniji metod za rješavanje ovog problema nije poznat. 


U slučaju kada razmatramo težinski graf, tada je prirodno pod dužinom 
nekog puta smatrati ne puki broj grana koje čine put, već sumu težina svih grana 
koje čine put. Uz takvu konvenciju, BFS pretraga više ne može poslužiti za 
rješavanje problema nalaženja najkraćeg puta u grafu. Za takav modificirani 
problem predloženi su brojni efikasni algoritmi. Jedan od najstarijih takvih 
algoritama je Dantzigov' algoritam. Međutim, ovaj algoritam se danas praktično 
ine koristi, nego se umjesto njega koristi njegova poboljšana verzija poznata kao 
Dijkstrin" algoritam. Ovi algoritmi su u osnovi veoma slični Primovom algoritmu, 
a razlika između njih je praktično ista kao razlika između naivne i poboljšane 
izvedbe Primovog algoritma. Zapravo, pojam potencijala čvorova potiče od 
Dijkstre, tako da je Dijkstrin algoritam, kao stariji, poslužio Primu za poboljšanje i 
optimiziranje prvobitne (naivne) verzije njegovog algoritma. 


Slično Primovom algoritmu, Dantzigov i Dijkstrin algoritam također tokom 
rada postupno grade jedan kostur grafa, samo što se ovdje ne radi o minimalnom 
kosturu (u smislu ranije usvojene definicije minimalnog kostura), nego o kosturu 
najkraćih puteva. Također, i kod ovih algoritama se u svakoj iteraciji (osim 
prve) u stablo dodaje neka grana koja spaja neki čvor koji je ušao u sastav stabla 
sa nekim čvorom koji još nije ušao u sastav stabla. Međutim, dok je kod 
Primovog algoritma to grana sa najmanjom težinom (između svih mogućih 
takvih grana), kod Dantzigovog i Dijkstrinog algoritma se bira takva grana kod 
koje će novododani čvor stabla biti što je god moguće bliži (u smislu sume 
težina) početnom čvoru, ali posmatrano samo duž grana koje su već ušle u sastav 
stabla. Da bi se ovo moglo izvesti efikasno, za svaki čvor koji se uzima u stablo 
potrebno je čuvati informaciju o tome kolika je njegova udaljenost od početnog 
čvora gledana duž grana koje su ušle u sastav stabla (ovdje se javlja razlika u 
odnosu na Primov algoritam, kojem takve informacije nisu potrebne). 


! George Dantzig (1914—2005), američki matematičar. Bavio se operacionim istraživanjima, teorijskom 
kompjuterskom naukom, ekonomijom i statistikom. 
; Edsger W. Dijkstra (1930-2002), holandski naučnik. Bavio se teorijskom kompjuterskom naukom. 
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Dantzigov algoritam, poput naivne izvedbe Primovog algoritma, u svakoj 
iteraciji granu koja ulazi u stablo nalazi pretragom svih mogućih grana koje 
spajaju neki čvor koji je ušao u stablo sa nekim čvorom koji još nije ušao u 
stablo, pri čemu se grana sa traženim svojstvom lako pronalazi kao grana za koju 
je zbir njene težine i informacije o udaljenosti onog njenog čvora koji je unutar 
stabla od početnog čvora minimalan (to je razlog zbog kojeg je potrebno čuvati 
takve informacije). Na taj način će ukupan broj izvršenih operacija u najgorem 
slučaju biti proporcionalan sa n", kao u naivnoj izvedbi Primovog algoritma. 
Međutim, upravo je Dijkstra došao na revolucionarnu ideju uvođenja potencijala 
za čvorove koji su susjedi čvorovima koji su ušli u stablo, koja osjetno olakšava 
pronalaženje grane koja treba ući u stablo, čime se broj operacija koje treba 
izvršiti svodi na iznos proporcionalan sa x" u najgorem slučaju. Stoga se na 
Dantzigovom algoritmu nećemo zadržavati, nego ćemo razmotriti samo Dijkstrin 
algoritam. On je praktično identičan poboljšanoj izvedbi Primovog algoritma, uz 
jedinu razliku što se potencijal čvora ne računa prosto kao težina grane koja 
spaja referentni čvor sa razmatranim čvorom, nego kao suma potencijala 
referentnog čvora i težine grane koja spaja referentni čvor sa razmatranim 
čvorom. Kriterij pod kojim se vrši ažuriranje (odnosno korekcija) potencijala 
nekog čvora kojem je od ranije pridružen potencijal ostaje isti kao kod poboljšane 
izvedbe Primovog algoritma. Na taj način, smisao potencijala čvorova kod 
Dijkstrinog algoritma je u tome da oni predstavljaju najkraće udaljenosti od 
početnog čvora do njih, ali samo preko čvorova koji su do tada ušli u stablo. To 
ne znači da ne postoje kraći putevi preko čvorova koji još nisu ušli u stablo, ali 
ukoliko takvi postoje, upravo će oni dovesti do korekcije potencijala u kasnijim 
iteracijama. Na kraju algoritma, potencijali čvorova će predstavljati stvarne 
najkraće udaljenosti tih čvorova od početnog čvora. 


Kao primjer, demonstriraćemo Dijkstrin algoritam na istom grafu na kojem 
smo razmatrali Kruskalov i Primov algoritam. Neka je x, početni čvor, kojem 
dodjeljujemo potencijal 0, a njegovim susjedima x2, xs i xẹ potencijale 10, 21 8 
respektivno, kao i kod Primovog algoritma. Najmanji potencijal ima čvor xs, tako 
da u stablo ulazi grana {x;,xs}, što daje situaciju kao na sljedećoj slici: 


X1 
(0) 


X12 


X10 X11 


Do sada je sve bilo identično kao kod Primovog algoritma. Međutim, 
računanje potencijala čvorova x6, X9 i Xio Koji su susjedi čvora xs se razlikuje. 
Potencijali čvorova xy i X;g postaju 2+1 =3 i 2+3 = 5 respektivno (umjesto 1 i 3 
kako bi bilo kod Primovog algoritma), dok potencijal čvora xę (kao i njegov 
referentni čvor x, u odnosu na koji se taj potencijal odnosi) nećemo mijenjati, s 
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obzirom da eventualna nova vrijednost 2+6=8 nije manja od postojeće 
vrijednosti potencijala čvora xs (koja iznosi također 8). Od čvorova x2, X6, X9 1 x10 
najmanji potencijal ima čvor xo, tako da u stablo ulazi grana {x5,x9}, pri čemu se 
potencijal čvora xio ne mijenja. Dalje, od čvorova x2, x6 1 X10 najmanji potencijal 
ima čvor xio, tako da grana {xs, xio} ulazi u stablo. U ovom trenutku situacija je 
kao na sljedećoj slici (primijetimo da se potencijali čvorova razlikuju nego u 
istom stadiju izvođenja Primovog algoritma, a to što su do sada iste grane ušle u 
stablo kao pri izvođenju Primovog algoritma čista je slučajnost): 


XI 10 % 2 B Do 
(0) 


X10 (9/45) Xıl X12 


Nakon dodavanja ove grane, treba razmotriti potencijale čvorova x6, X7 1 x11. 
Kako je 5+2 =7 < 8, potencijal čvora xx sa mijenja i postaje 7 (u odnosu na x10), 
dok čvorovi x; i xıı dobijaju potencijale 5+6 = 11 i 5+2=7. Sada treba pronaći 
čvor sa najmanjim potencijalom među susjedima čvorova koji su ušli u stablo, tj. 
među čvorovima x2, X6, X7 1 X11. Najmanji potencijal među njima imaju čvorovi x6 
i xıı (oba u odnosu na čvor xy), te se nasumice odlučujemo za jedan od njih. 
Odlučimo li se za čvor x6, u stablo ulazi grana {x6, x10}. Pri tome se potencijal 
čvora x, ne mijenja, potencijal čvora x; se korigira i postaje 7+3 = 10, dok čvor 
x3 dobija potencijal 7+5 = 12. Sada tražimo čvor sa najmanjim potencijalom 
među čvorovima x2, x3, 71 X11. To je čvor x11 čiji se potencijal odnosi na čvor x10, 
tako da dodajemo granu (x:, x11} 1 razmatramo šta se dešava sa potencijalima 
čvorova x; i xı2. Potencijal čvora x; ostaje isti (7+9 > 10), a potencijal čvora xp 
postaje 7+1 =8. Sada, među čvorovima x2, X3, X7 1 X;2 najmanji potencijal ima 
upravo čvor xy», tako da je sljedeća grana koja ulazi u stablo grana {X;1,X12}. 
Potencijal čvora x; se ne mijenja, a čvor xg dobija potencijal 8+5 = 13. U ovom 
trenutku, čvorovi izvan stabla sa dodijeljenim potencijalima su x2, x3, X7 1 Xg. 
Među njima, najmanje potencijale imaju čvorovi x) (u odnosu na xı) i x (u 
odnosu na x4), od kojih nasumice biramo recimo čvor x» i dodajemo granu {x1, x2} 
u stablo. Trenutno stanje izvršavanja algoritma prikazano je na sljedećoj slici: 


XI 0 %2 2 % 2 X4 


(0) 


Xg 
(3/45) xio (SA) Xi (Ito) (8/11) 
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Novododani čvor x, može jedino utjecati na potencijal čvora x3. Međutim, 
on se ne mijenja, jer je eventualna nova vrijednost 10+2 = 12 jednaka njegovoj 
tekućoj vrijednosti. Slijedi traženje čvora sa najmanjim potencijalom među 
čvorovima x3, X7 1 xa. Najmanji potencijal ima čvor x; (u odnosu na x6) čime 
grana [x6,x7) ulazi u stablo, potencijal čvora x3 se korigira i postaje 10+1=11, 
čvor x4 dobija potencijal 10+2 = 12, dok čvor xg zadržava svoj raniji potencijal. 
Sljedeća grana koja ulazi u stablo je {x3,x;}, s obzirom da čvor x3 ima najmanji 
potencijal među čvorovima x3, x4 1 x7. Ovim se ne mijenja potencijal niti jednog 
čvora. Sada, od čvorova x4 i xg čvor x, ima manji potencijal (u odnosu na x3), 
tako da grana {x,,x;} ulazi u stablo, što također ne dovodi do promjene 
potencijala niti jednog čvora. Jedini preostali čvor je xg čiji se potencijal odnosi 
na čvor xy», tako da u stablo ulazi grana (xg,x,2). Ovim je postupak okončan. Na 
narednoj slici je prikazano stanje nakon završetka algoritma, pri čemu se jasno 
vidi formirani kostur najkraćih puteva, kao i stanje potencijala svih čvorova na 
kraju postupka, pri čemu vrijednosti potencijala čvorova ujedno predstavljaju 
njihova najkraća rastojanja početnog čvora xı: 


X1 10% 2% 2 X4 
(0) (12/x9) 
2 9 
X5 Xg 
Q/x) 
as ' 
X9 X12 
(3/x5) Xio Glas) Xir (7/10) (8/x11) 


Ukoliko nas zanima sam najkraći put između dva čvora, a ne samo njegova 
dužina, njega je posve lako rekonstruisati praćenjem nađenog kostura najkraćih 
puteva. Na primjer, put xı —X5— X10—X6—xX7—xaje najkraći put između čvorova x; i 
x3 (dužine 11). Ovaj put je najlakše rekonstruisati prateći informacije o čvoru u 
odnosu na koji se odnosi potencijal nekog čvora, počev od krajnjeg čvora puta 
unazad. Na primjer, potencijal čvora x3 se odnosi na čvor x7, potencijal čvora x; 
se odnosi na x4, potencijal čvora xx odnosi se na xy, itd. Slično kao kod BFS 
pretrage, Dijkstrin algoritam također smijemo prekinuti kada u procesu formiranja 
kostura neka od grana stabla dospije do ciljnog čvora, s obzirom da se 
potencijali onih čvorova koji uđu u stablo više ne mogu mijenjati. 


Već smo rekli da Dijkstrin algoritam u najgorem slučaju zahtijeva oko n’ 
operacija. Opisana izvedba se smatra jednim od najefikasnijih postupaka za 
nalaženje najkraćeg puta u gustim grafovima. Ona je prilično efikasna i u slučaju 
rijetkih grafova, ali se za rijetke grafove može napraviti i efikasnija izvedba. 
Naime, slično kao i kod Primovog algoritma, može se napraviti izvedba 
Dijkstrinog algoritma zasnovana na redovima sa prioritetom kod koje je ukupan 
broj koraka proporcionalan sa (n+m)log»n, što je, u slučaju rijetkih grafova, 
manje od n°. Na ovoj izvedbi se nećemo zadržavati. 


454 


U dosadašnjem opisu Dijkstrinog algoritma, prećutno smo pretpostavili smo 
da se algoritam primjenjuje na neusmjeren graf. Međutim, uz izvjestan oprez, 
nema nikakvog razloga da se Dijkstrin algoritam ne može primjenjivati na 
usmjerene grafove. Treba samo voditi računa da kod usmjerenih grafova put 
između čvorova x; i x; (uz poštovanje usmjerenja) ne mora postojati čak i ukoliko 
je graf povezan. Ta situacija se može detektirati tako što na kraju postupka čvor 
x; ostaje bez dodijeljenog potencijala nakon što je procedura okončana, odnosno 
nakon što su obrađeni svi susjedi grana koje su do tada ušle u kostur (strogo 
rečeno, u tom slučaju, formirano stablo uopće i nije kostur, s obzirom da ne 
povezuje sve čvorove). Često se uzima da čvorovi kojima nije dodijeljen 
potencijal imaju potencijal œ, tako da su čvorovi koji na kraju algoritma ostanu 
sa beskonačnim potencijalom oni čvorovi koji nisu dostižni iz početnog čvora. 


Nije teško vidjeti da se valjanost Dantzigovog i Dijkstrinog algoritma oslanja 
na pretpostavku da je grana sa najmanjom težinom koja izlazi iz nekog čvora 
sigurno i najkraći put iz tog čvora do čvora u koji ta grana ulazi. Ta pretpostavka 
je sigurno tačna ukoliko pretpostavimo da dodavanje nove grane u postojeći put 
ne može nikada skratiti nego samo produžiti postojeći put. lako ova druga 
pretpostavka djeluje neoborivo tačna, ona ipak nije tačna ukoliko dopustimo da 
težine grana mogu biti i negativni brojevi, jer dodavanje grane sa negativnom 
težinom u postojeći put čini taj put “kraćim”. Mada se nekome može učiniti da 
su negativne težine grana besmislene, postoje primjene u kojima ima smisla da 
težine nekih grana budu negativne. Naravno, to je besmisleno ukoliko težine 
grana modeliraju rastojanja ili nešto slično, ali postaje smisleno ukoliko, na 
primjer, grane grafa modeliraju neke finansijske transakcije, tako da pozitivne 
težine grana odgovaraju prihodima a negativne rashodima. Negativne težine 
grana javljaju se i u slučajevima kada se neki problemi koji nemaju direktne 
veze sa problemom nalaženja najkraćeg puta transformiraju u ekvivalentan 
problem nalaženja najkraćeg puta. Nažalost, Dantzigov i Dijkstrin algoritam ne 
rade ispravno za takve grafove, zbog oslanjanja na gore navedenu pretpostavku. 
Na primjer, u usmjerenom grafu na sljedećoj slici najkraći put od čvora x, do 
čvora x» nije direktna grana između x, i x» koja je najkraća grana koja izlazi iz 
čvora xı, nego “zaobilazni“ put preko čvora x3 koji počinje sa dužom granom 
(x1,x3). Dijkstrin algoritam će pogrešno ustanoviti da je direktna grana (xı, x2) 
najkraći put između ova dva čvora. 


XI X2 


X3 


Bitno je naglasiti da u ovakvim slučajevima ništa ne bi pomoglo povećanje 
težina grana za neki iznos tako da sve težine postanu pozitivne, jer takva izmjena 
ne djeluje jednako na puteve sa različitim brojem grana. Tako, kada bismo u 
usmjerenom grafu iz prethodnog primjera povećali težine svih grana za 4, tada bi 
direktna grana (xı, x2) zaista bila najkraći put između ova dva čvora, tako da 
ponovo ne bismo mogli ustanoviti da je najkraći put zapravo put x,—x3—x2. 
Stoga se za slučaj grafova koji imaju grane sa negativnim težinama moraju 
koristiti drugi algoritmi, kao što je recimo Bellman-Fordov algoritam, kojem 
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negativne težine grana ne smetaju. Mada se ovaj algoritam može koristiti i sa 
grafovima kod kojeg sve grane imaju pozitivne težine, on je najčešće primijetno 
manje efikasan od Dijkstrinog algoritma, s obzirom da broj neophodnih operacija 
pri izvođenju algoritma u najgorem slučaju može biti blizak iznosu n". Uskoro 
ćemo vidjeti da, bez obzira na ovaj nedostatak, postoje praktične situacije u 
kojima je Bellman-Fordov algoritam (iz posve drugih razloga) znatno pogodniji 
od Dijkstrinog (ili Dantzigovog) algoritma. 


Opišimo sada Bellman-Fordov algoritam (neki autori razlikuju Bellmanov i 
Fordov algoritam, mada su razlike između njih samo kozmetičke; ovdje opisana 
verzija je Fordova verzija). Ovaj algoritam je u osnovi veoma jednostavan i 
zasniva se na ažuriranju pomoćnih veličina pridruženih čvorovima, koje ćemo 
označiti sa A, i =1..n i čija je uloga i način ažuriranja sličan ulozi i načinu 
ažuriranja potencijala kod Dijkstrinog algoritma (stoga se i one ponekad nazivaju 
potencijalima), mada se interpretacija njihovog značenja u toku izvođenja 
algoritma razlikuje u odnosu na Dijkstrin algoritam. Dalje, ovaj algoritam 
pretpostavlja da graf posmatramo kao digraf, odnosno svaku neusmjerenu granu 
posmatramo kao par usmjerenih grana. Pretpostavimo bez umanjenja općenitosti 
da je početni čvor označen sa xı. Na početku algoritma postavljamo A; = 0, dok 
svim ostalim čvorovima pridružujemo A;=e,i=2..n. Sada redom za svaku 
granu grafa oblika (x; x) računamo veličine A; =A;+W;; pri čemu je w; težina 
grane (x; xj). Ukoliko je A;' <2;, korigiramo vrijednost A; tako da postane A; = A; 
(kažemo da je korekcija izvršena u odnosu na čvor x;). Ovim je završena prva 
iteracija algoritma. U narednim iteracijama ponavljamo isti postupak za svaku 
granu, uz ponovne eventualne korekcije veličina À; i = 1..n. Zapravo, algoritam 
se može ubrzati ukoliko primijetimo da ne moramo ponovo razmatrati sve grane 
nego je dovoljno razmatrati samo grane koje izlaze iz onih čvorova x; kod kojih 
je u prethodnoj iteraciji došlo do promjene vrijednosti A;, s obzirom da samo 
takve grane mogu dovesti do novih promjena. Postupak završavamo kada u 
nekoj od iteracija ne izvršimo niti jednu korekciju. Može se dokazati da broj 
iteracija ne može biti veći od n, a tipično je znatno manji. 


Nije teško vidjeti da vrijednosti A; tokom izvođenja algoritma predstavljaju 
dužine do tada nađenih najkraćih puteva od početnog čvora do odgovarajućih 
čvorova, dok korekcije nastupaju onog trenutka kada se detektira da je put preko 
čvora u odnosu na koji se vrši korekcija kraći od puta koji se do tada smatrao za 
najkraći put do posmatranog čvora. Stoga, na kraju postupka, vrijednosti veličina 
A; predstavljaju upravo iznose najkraćih rastojanja od početnog čvora x, do ostalih 
čvorova u grafu (poput potencijala u Dijkstrinom algoritmu). Sam najkraći put 
prema izvornom Bellman-Fordovom algoritmu određujemo ovako. Neka je xx 
krajnji čvor do kojeg tražimo najkraći put. Njegov prethodnik u traženom putu je 
čvor x, za koji vrijedi w,x=A,—A,. Sada na isti način odredimo i prethodnika 
čvora x,, i ponavljamo postupak sve dok ne rekonstruiramo čitav traženi put 
unazad od čvora xx do čvora x;. Međutim, najkraći putevi se mogu rekonstruisati 
i na isti način kao kod Dijkstrinog algoritma ukoliko uz veličine à; /=1..n pri 
svakoj njihovoj korekciji vodimo i dopunsku evidenciju o čvoru u odnosu na 
koji je izvršena ta korekcija. 
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Bitno je naglasiti da se Bellman-Fordov algoritam ne smije prekinuti prije 
nego što se završe sve iteracije čak i ukoliko nas zanima samo najkraći put do 
nekog određenog čvora x,, s obzirom da sve do okončanja postupka nemamo 
nikakvu garanciju da se vrijednost A, neće dalje mijenjati. Također, interesantno 
je napomenuti da broj iteracija koje se izvrše prije nego što algoritam završi sa 
radom može bitno ovisiti od redoslijeda kojim se obrađuju grane u toku iteracija, 
tako da postoje brojne preporuke vezane za redoslijed izbora grana u cilju 
poboljšanja perfomansi algoritma, u šta se ovdje nećemo upuštati. 


Primijenimo, radi demonstracije, Bellman-Fordov algoritam na graf iz 
prethodnih primjera. Na početku stavljamo A; = 0 i A; = œ za i=2..12. Odlučimo 
se da u toku svake iteracije grane procesiramo u leksikografskom poretku. Na 
početku imamo grane (x1, x2), (x1, Xs) i (x1, x6), koje dovode do korekcija Az = 10, 
às = 2 i às = 8. Slijede grane (x2, x1), (X2, x3) i (x2, X6) od kojih grana (x2, x3) dovodi 
do korekcije à; = 12, dok preostale dvije grane ne dovode ni do kakvih korekcija. 
Nakon toga, dolazi red na grane (x3, X), (x3, X4), (X3, X6) 1 (x3, X7), pri čemu grane 
(x3, x4) 1 (x3, X7) dovode do korekcija à4= 14 i A, = 13. Dalje, od tri grane (x4, x3), 
(x4, X7) 1 (x4, x8) koje izlaze iz čvora x,, samo posljednja dovodi do korekcije 
Às = 23. Nastavljamo sa granama (xs, x6), (X5, X9) i (Xs, X10) koje izlaze iz čvora xs. 
Prva od njih ne dovodi do korekcija, dok preostale dvije dovode do korekcija 
Mo=3, Mo=5. Stanje izvršavanja algoritma je sada kao na sljedećoj slici (pri 
čemu su vrijednosti veličina A; date u zagradama kraj oznaka čvorova): 


Dalje razmatramo grane (x6, x1), (X6, X2), (X6, X3), (X6,X5), (X6, X7) 1 (X6, X10) koje 
izlaze iz čvora xę. Od svih ovih grana samo grana (x,x7) dovodi do korekcije 
à= 11. Iz čvora x; izlazi mnoštvo grana (x7, x3), (X7, X4), (X7, X6), (X7, X8), (X7, X10), 
(X7,X11) 1 (X7,X12). Među njima, grane (x7, x4), (X7, X8), (X7, X11) 1 (x7, X12) dovode 
respektivno do korekcija Ay = 13, àg = 21, My; = 20, A12 = 15. Slijede grane (xg, x4), 
(xs, X7) 1 (xg, X12), od kojih niti jedna ne dovodi ni do kakvih korekcija. U ovom 
trenutku, stanje izvršavanja algoritma je kao na sljedećoj slici: 


XI 10 % 2 82 x 


Nastavljamo sa granama (X9, x5) i (X9, X10), koje također ne dovode do novih 
korekcija. Sada prelazimo na grane (x10, X5), (X10,X6), (X10, X7), (X10, X9) 1 (X10, X11) 
koje izlaze iz čvora x19. Među njima, grane (x10, X6) i (X10, X7) dovode do korekcija 
à6=7 i AM =7 respektivno. Slijede grane (x11, X7), (X11: X10) 1 (X11,X12) od kojih 
samo posljednja dovodi do korekcije A,» = 8. Preostaju još tri grane (x12, X7), 
(x12, X8) 1 (x12, X11) koje izlaze iz čvora xı2, od kojih druga dovodi do korekcije 
Ag=13. Ovim su obrađene sve grane grafa, tako da je prva iteracija algoritma 
završena. Stanje algoritma po završetku prve iteracije prikazano je na sljedećoj 
slici. Možemo primijetiti da vrijednosti potencijala po završetku prve iteracije 
nisu svuda jednake dužinama odgovarajućih najkraćih puteva. Recimo, imamo 
à= 11, mada postoji put dužine 10 (x;—x5—X10—X6—xX7) od čvora x, do čvora x. 
Zapravo, može se dokazati da je jedino što se može garantirano saznati iz 
vrijednosti A; na kraju k-te iteracije činjenica da među putevima koji imaju 
najviše k grana nema puta između x, i x; čija je dužina manja od A;: 


U drugoj iteraciji moramo ponovo razmotriti sve grane grafa, s obzirom da 
nije bilo niti jednog čvora čiji potencijal nije bio makar jednom korigiran u prvoj 
iteraciji. Međutim, ukoliko se ponovo odlučimo za leksikografski poredak obrade 
grana, među njima samo će grane (x6, X7), (x7, X3) i (X7, X4) dovesti respektivno do 
korekcija 4; = 10, A3=11 i A,= 12, čime se završava i druga iteracija. Sljedeća 
slika prikazuje stanje izvršavanja algoritma na kraju druge iteracije. 


U trećoj iteraciji ne trebamo razmatrati sve grane, nego je dovoljno ispitati 
samo grane koje izlaze iz čvorova x3, x4 1 x7, s obzirom da su to čvorovi čiji se 
potencijal mijenjao u toku prethodne iteracije. Dakle, treba razmotriti grane 
(x3, X2), (x3, X4), (x3, X6), (x3, x7), (x4, x3), (x4, X7), (x4, x3), (x7, x3), (x7, x4), (x3, X6), 
(x7, X8), (X7, X10), (X7; X11) 1 (X, X12), što je značajna ušteda u odnosu na razmatranje 
svih 46 (usmjerenih) grana grafa. Kako pri tome ne dolazi niti do jedne korekcije, 
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algoritam završava u trećoj iteraciji. Kao primjer, nađimo sada najkraći put od 
čvora x, do, recimo, čvora x3. Prethodnik čvora x3 je čvor x7, s obzirom da za 
njih vrijedi à- à; = 11-10 = 1 = wz. Slično, prethodnik čvora x; je čvor xę jer je 
41—A6= We, prethodnik čvora x je čvor xi jer je A6— io = W10, prethodnik 
čvora xo je čvor xs jer je Aio— Às = w5 10 i, konačno, prethodnik čvora xs je čvor 
Xi, jer je As—4\4 =Wis. Odavde, slijedi da je put X1=X5—X10—X6—Xr— Xa traženi 
najkraći put. 


Već je rečeno da je jedna od prednosti Bellman-Fordovog algoritma nad 
Dijkstrinim algoritmom mogućnost rada sa grafovima u kojima postoje grane sa 
negativnim težinama. Međutim, isto tako smo napomenuli da postoje i druge 
situacije u kojima je Bellman-Fordov algoritam pogodniji od Dijkstrinog 
algoritma. To se posebno odnosi na situacije kada najkraći put u grafu mora 
pronaći neko ko se, na izvjestan način, nalazi unutar grafa (slične situacije smo 
razmatrali kada smo analizirali razlike između BFS i DFS pretrage). Na primjer, 
pretpostavimo da graf modelira neku računarsku mrežu, pri čemu čvorovi 
modeliraju rutere, a grane veze između rutera. Dalje, pretpostavimo da svi ruteri 
treba da odrede najkraću udaljenost do nekog fiksnog čvora (recimo, do glavnog 
servera). Dijkstrin algoritam je vrlo nepovoljan za tu svrhu, s obzirom da se u 
svakoj iteraciji treba odrediti čvor (tj. ruter) sa najmanjim potencijalom. Ovo je 
teško izvesti, s obzirom da ni jedan ruter ne može direktno komunicirati sa 
ruterima koji mu nisu susjedni. Stoga bi takva izvedba zahtijevala da svaki ruter 
u svojoj memoriji posjeduje informaciju o čitavom grafu (tj. o čitavoj strukturi 
mreže) i da stalno ažurira informacije ne samo o svom vlastitom potencijalu, 
nego i o potencijalima svih ostalih rutera. S druge strane, u Bellman-Fordovom 
algoritmu se korigiraju isključivo potencijali čvorova koji su susjedni trenutno 
razmatranom čvoru, bez vršenja ikakve selekcije. Stoga ovaj algoritam ruteri 
mogu izvoditi posve jednostavno, samo razmjenom informacija o potencijalima 
sa svojim susjedima, bez potrebe za memoriranjem ikakvih dodatnih informacija 
(ruteri čak ne moraju ništa znati ni o tome kako je mreža organizirana). Jedan od 
najviše korištenih protokola za usmjeravanje paketa podataka u računarskim 
mrežama, poznat pod nazivom RIP (od engl. Routing Information Protocol) 
protokol u zasnovan je upravo na Bellman-Fordovom algoritmu. Ipak, neosporna 
je činjenica da je Bellman-Fordov algoritam često osjetno sporiji od Dijkstrinog 
algoritma. U slučajevima kada se zahtijeva velika brzina pronalaženja optimalne 
putanje, u rutere se ipak implementira Dijkstrin algoritam, ali to, kao što je već 
rečeno, zahtijeva memoriranje čitavog stanja mreže u svakom od rutera. Takva 
strategija izvedena je u porodici komunikacionih protokola poznatih kao Link 
State protokoli. 


U slučajevima kada postoje grane sa negativnim težinama, najkraći put 
može i da ne postoji. Naime, ukoliko u grafu postoji ciklus u kojem je zbir težina 
negativan, jasno je da put možemo po volji skraćivati stalno se krećući duž tog 
ciklusa, tako da put može postati manji od ma kojeg zadanog realnog broja. 
Sličnu situaciju možemo imati ukoliko imamo neku dvosmjernu granu negativne 
težine, jer put možemo po volji skraćivati stalno se krećući naprijed-nazad duž te 
grane. U takvim slučajevima, Bellman-Fordov algoritam nikad neće terminirati, 
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nego će upasti u beskonačnu petlju. Takvu situaciju možemo detektirati ukoliko 
ustanovimo da algoritam nije završio ni nakon n iteracija (tj. ukoliko u n-toj 
iteraciji i dalje dolazi do promjene potencijala), s obzirom da u normalnim 
okolnostima algoritam mora terminirati u najviše n iteracija. Postoje neki kriteriji 
kojima se ponekad može i prije isteka n iteracija ustanoviti da algoritam neće 
terminirati. Na primjer, ukoliko u bilo kojem koraku postane A, <0, algoritam 
sigurno neće terminirati, jer je to znak da je pronađen put negativne dužine koji 
spaja početni čvor sa njim samim (tj. ciklus negativne težine). 


Opisani kriterij je pouzdan metod za detekciju postojanja ciklusa negativne 
težine u grafu, odnosno Bellman-Fordov algoritam ne terminira ako i samo ako u 
grafu postoji makar jedan ciklus negativne težine. Ovo je korisna činjenica, s 
obzirom da postoje brojne primjene u kojima je cilj upravo ustanoviti da li graf 
sadrži cikluse negativne težine ili ne. Na primjer, u grafovima koji modeliraju 
finansijske transakcije, postojanje ciklusa negativne težine ukazuje na propuste 
koji omogućavaju niz finansijskih transakcija pomoću kojih je moguće ostvariti 
finansijsku dobit “iz ničega“. Bellman-Fordov algoritam omogućava da se ispita 
eventualno postojanje takvih propusta. U slučaju da postoje ciklusi negativne 
težine, nije teško ni pronaći jedan takav ciklus (mada je nalaženje svih takvih 
ciklusa težak problem, ekvivalentan problemu nalaženja Hamiltonovog puta). 
Naime, ukoliko po završetku n-te iteracije formiramo djelimični graf početnog 
grafa tako što od svih grana koje vode u neki čvor zadržimo samo onu granu 
koja vodi iz čvora u odnosu na koji se potencijal razmatranog čvora odnosi, tako 
formirani djelimični graf će sigurno unutar sebe sadržavati ciklus, koji predstavlja 
upravo traženi ciklus negativne težine (odnosno, jedan od njih ako ih ima više). 


Za slučaj kada u grafu postoji ciklusi negativne težine, prirodno je postaviti 
pitanje nalaženja najkraćeg elementarnog puta između dva čvora, tj. najkraćeg 
puta koji prolazi kroz svaki čvor najviše jedanput (primijetimo da kada su težine 
svih grana pozitivne, najkraći put između ma koja dva čvora uvijek mora biti 
elementarni put). Takav najkraći put sigurno postoji, s obzirom da elementarnih 
puteva ima konačno mnogo, pa među njima jedan mora biti najkraći. Međutim, 
pokazuje se da je problem nalaženja najkraćeg elementarnog puta u grafovima 
kod kojih postoje grane sa negativnom težinom podjednako težak kao i problem 
trgovačkog putnika, što znači da nisu poznati efikasni algoritmi za rješavanje tog 
problema i da je mala šansa da će oni ikada biti nađeni. 


Osvrnimo se još i na problem nalaženja najdužeg puta između dva čvora u 
grafu. U principu, problem nalaženja najdužeg puta između dva čvora je svodljiv 
na problem nalaženja najkraćeg puta u grafu čije su težine svih grana negirane u 
odnosu na težine grana razmatranog grafa. Slijedi da se Bellman-Fordov algoritam 
može iskoristiti i za rješavanje problema najdužeg puta (Dijkstrin algoritam se 
također može modificirati za istu svrhu, pod uvjetom da su težine svih grana 
pozitivne). Problem najdužeg puta ima svoje primjene u mrežnom planiranju, 
gdje se traži najduži put između dva čvora u usmjerenom acikličnom grafu 
(dagu). Naime, pri mrežnom planiranju grane modeliraju aktivnosti, težine grana 
odgovaraju trajanju pojedinih aktivnosti, dok čvorovi označavaju trenutke u 
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kojima izvjesne aktivnosti moraju biti kompletirane prije nego što započnu neke 
druge aktivnosti. Najduži put u takvom grafu od početnog do krajnjeg čvora tada 
odgovara kritičnom putu, odnosno skupini aktivnosti zbog kojih se čitav posao 
ne može završiti u roku manjem od predviđenog (tzv. usko grlo). 


Jasno je da najduži put ne postoji u slučaju da postoji ciklus sa pozitivnom 
sumom težina grana, iz istog razloga zbog kojeg ne postoji najkraći put u slučaju 
da postoji ciklus sa negativnom sumom težina grana. U tim slučajevima, prirodno 
se postavlja pitanje pronalaženja najdužeg elementarnog puta između dva 
zadana čvora. Nažalost, iz prethodne diskusije je jasno da za ovaj problem 
također nije poznat efikasan algoritam za njegovo rješavanje. Interesantno je 
primijetiti da u slučaju grafova čije su sve težine grana pozitivne za problem 
nalaženja najkraćeg elementarnog puta između zadana dva čvora postoje 
efikasni algoritmi (poput Dijkstrinog algoritma, s obzirom da je svaki najkraći 
put ujedno i elementarni put), dok za prividno srodan problem nalaženja najdužeg 
elementarnog puta efikasni algoritmi nisu poznati (i vrlo vjerovatno ne postoje). 


8.13 Transportne mreže i problem maksimalnog protoka 


Usmjereni težinski grafovi u kojima su sve težine nenegativne, i u kojima 
postoji tačno jedan čvor (nazvan izvor) u koji niti jedna grana ne ulazi i tačno 
jedan čvor (nazvan ponor ili odvod) iz kojeg niti jedna grana ne izlazi naziva se 
transportna mreža. Težine grana transportne mreže obično se nazivaju kapaciteti 
grana. Ukoliko je g neka grana, njen kapacitet označavaćemo sa c(g). 


Pod protokom (ili transportom) podrazumijevamo svaku funkciju koja 
svakoj grani g grafa pridružuje realnu vrijednost f(g) (nazvanu protok grane g 
ili protok kroz granu g) za koju vrijedi O= f(g)< c(g) i pri čemu za svaki čvor x; 
grafa vrijedi da je zbir vrijednosti f(xx, xi) za sve grane (xx, xi) koje ulaze u čvor x; 
jednak zbiru vrijednosti f(x;,x;) za sve grane (x;,x;) koje izlaze iz čvora x;. 
Neformalno rečeno, protok kroz neku granu ne može preći kapacitet te grane, a 
ukupni protok kroz sve grane koje ulaze u neki čvor jednak je ukupnom protoku 
kroz sve grane koje izlaze iz tog čvora (ovaj uvjet poznat je kao zakon 
kontinuiteta odnosno nestišljivosti, a također i kao I Kirchhoffov zakon u teoriji 
električnih mreža). Pod ukupnim protokom kroz mrežu smatramo zbir protoka 
svih grana koje izlaze iz izvora, odnosno zbir protoka svih grana koje ulaze u 
ponor (prema osobinama koje mora zadovoljavati protok, ove dvije vrijednosti 
moraju biti iste). 


U praksi se često postavlja zadatak da se za datu transportnu mrežu odredi 
takav protok za koji se postiže maksimalni ukupni protok kroz mrežu. Taj 
problem naziva se problem maksimalnog protoka. Za rješavanje ovog problema 
koristi se Ford-Fulkersonov' algoritam. Da bismo opisali ovaj algoritam, prvo 
moramo uvesti nekoliko pojmova. Posmatrajmo neki lanac od izvora do ponora, 
odnosno “put” od izvora do ponora koji ne mora poštovati orjentaciju grana. Za 


! Delbert Ray Fulkerson (1924-1976), američki matematičar. 
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neku granu duž tog lanca kažemo da je dobro usmjerena u odnosu na izabrani 
lanac ukoliko se njena orjentacija poklapa sa redoslijedom čvorova duž tog 
lanca. U suprotnom kažemo da je grana krivo usmjerena u odnosu na izabrani 
lanac. Razlika između kapaciteta neke grane i vrijednosti protoka pridružene toj 
grani naziva se rezerva (ili zaliha) te grane. Ford-Fulkersonov algoritam zasniva 
se na sljedećoj činjenici, koju je lako provjeriti. Neka smo u zadanoj transportnoj 
mreži izabrali neki lanac od izvora do ponora, i neka je A najmanja vrijednost od 
vrijednosti rezervi svih dobro usmjerenih grana duž tog lanca i vrijednosti protoka 
svih krivo usmjerenih grana duž tog lanca. Ukoliko je A £0, za lanac kažemo da 
je povećavajući lanac, s obzirom da je moguće povećati ukupan protok kroz 
mrežu tako što ćemo povećati protok kroz sve dobro usmjerene grane duž lanca 
za vrijednost A i smanjiti protok kroz sve krivo usmjerene grane duž lanca za 
vrijednost A. Ukoliko za sve moguće lance od izvora do ponora vrijedi A = 0, 
protok kroz mrežu nije moguće povećati, tako da trenutni protok daje maksimalni 
ukupni protok kroz mrežu. 


Ford-Fulkersonov algoritam polazi od nekog poznatog protoka. U nedostatku 
boljih informacija, uvijek je moguće krenuti od frivijalnog protoka, u kojem se 
svakoj grani pridružuje vrijednost protoka 0. Zatim se ispituju svi lanci od izvora 
do ponora sa ciljem da se pronađe neki povećavajući lanac. U slučaju da se takav 
pronađe, protok se korigira u skladu sa prethodno provedenim razmatranjem. 
Ispitivanje lanaca se dalje nastavlja sve dok u nekom trenutku ne dođemo do 
situacije da niti jedan lanac od izvora do ponora nije povećavajući lanac. U tom 
trenutku, maksimalni protok je nađen. Treba voditi računa da lanac koji je bio 
povećavajući lanac neposredno nakon korekcije protoka više neće biti 
povećavajući lanac, ali da kasnije može ponovo postati povećavajući lanac 
nakon što se izvrši korekcija protoka duž nekog drugog lanca. Stoga je u 
postupku potrebno vršiti i vraćanje na prethodno razmotrene lance, a ne samo 
testiranje novih lanaca. 


Osnovni problem sa gore navedenim grubim opisom Ford-Fulkersonovog 
algoritma je u tome što se ništa ne govori o tome kojim redoslijedom treba 
testirati sve moguće lance od izvora do ponora. Zaista, ukoliko se ne vodi računa 
o redoslijedu, lako se može desiti da broj neophodnih iteracija bude veoma 
veliki. Posmatrajmo, kao primjer, transportnu mrežu na sljedećoj slici: 


X2 


X3 


Za ovu mrežu lako se odmah vidi da za nju maksimalni protok iznosi 2000, 
koji se postiže ukoliko granama (x1, x2), (X1,X3), (X2,X4) 1 (x3,x4) dodijelimo protok 
1000, a grani (x2,x3) protok 0. Međutim, pretpostavimo da smo krenuli od 
trivijalnog protoka i da smo uočili povećavajući lanac xı —x2—x3—x4 duž kojeg se 
protok može povećati za 1 (zanemarimo pri tome činjenicu da postoje mnogo 
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očigledniji povećavajući lanci poput xı —x2—xa duž kojeg se protok može povećati 
za 1000). Neka smo nakon toga uočili povećavajući lanac x1—x3—x2—xa duž 
kojeg se protok može ponovo povećati za 1, povećavajući protok kroz dobro 
usmjerene grane (x1, X3) i (X2, X4) za 1, a smanjujući protok kroz krivo usmjerenu 
granu (x2,x3) za 1, tako da ukupni protok u ovom trenutku iznosi 2. Nakon ovih 
korekcija, lanac x,—x>—x3—xa ponovo postaje povećavajući lanac. Nastavimo li 
istim redoslijedom, maksimalni protok 2000 dostići ćemo tek nakon 2000 
iteracija, povećavajući u svakoj iteraciji protok za 1. Ukoliko za kapacitete grana 
umjesto 1000 uzmemo po volji veliki broj, jasno je da uz ovakav redoslijed 
biranja broj iteracija može biti po volji veliki. Mada je malo vjerovatno da bi 
ikakva praktična implementacija Ford-Fulkersonovog algoritma na računaru za 
ovako jednostavan graf dovela do tako lošeg redoslijeda traženja povećavajućih 
puteva, ovaj primjer ilustrira barem teoretski kakvi se problemi mogu javiti (i 
zaista se javljaju u složenijim mrežama) pri naivnim implementacijama Ford- 
Fulkersonovog algoritma. Cak je moguće konstruisati primjer transportne mreže 
(sa kapacitetima grana koji su iracionalni brojevi) i redoslijeda testiranja pri 
kojem se iz iteracije u iteraciju protok stalno povećava (za sve manje i manje 
iznose), ali se uvijek nalaze novi povećavajući lanci, tako da se maksimalni 
protok teoretski dostiže tek nakon beskonačno mnogo iteracija. 


Da bi se izbjegli opisani problemi, predložene su brojne dopune osnovne 
ideje Ford-Fulkersonovog algoritma koje garantiraju da se opisane situacije ne 
mogu dogoditi. Jedna od najjednostavnijih i najpoznatijih dopuna poznata je kao 
Edmonds-Karpova' modifikacija Ford-Fulkersonovog algoritma, koja garantira 
da broj iteracija (tj. broj povećavajućih lanaca duž kojih se vrši korekcija) 
potrebnih za dostizanje maksimalnog protoka sigurno neće preći mn, gdje je m 
broj grana, a n broj čvorova (postoje i složenije modifikacije koje garantiraju još 
manji broj iteracija). Prema Edmonds-Karpovoj modifikaciji, u svakoj iteraciji 
se uvijek testira najkraći povećavajući lanac od izvora do ponora (ili neki od 
najkraćih povećavajućih lanaca ukoliko takvih lanaca ima više), pri čemu se pod 
dužinom lanca prosto smatra broj grana u lancu (a ne zbir njihovih težina). 
Ostaje samo problem kako naći najkraći povećavajući lanac. Pošto povećavajući 
lanac sigurno ne može sadržavati dobro usmjerenu granu sa rezervom jednakom 
nuli niti krivo usmjerenu granu sa protokom jednakim nuli (inače bi bilo A=0), 
najkraći povezujući lanac možemo naći primjenom BFS pretrage na graf u 
kojem smatramo da se kroz grane sa rezervom jednakom nuli ne može prolaziti 
u naznačenom smjeru, da se kroz grane sa protokom jednakim nuli ne može 
prolaziti u obrnutom smjeru, a da se kroz ostale grane može prolaziti u oba 
smjera (ovo je tzv. rezidualni graf razmatrane transportne mreže u odnosu na 
tekući protok). Ovim su kompletirani svi detalji koji su neophodni za 
implementaciju Edmonds-Karpove modifikacije Ford-Fulkersonovog algoritma. 


Sada ćemo na konkretnom primjeru demonstrirati Ford-Fulkersonov 
algoritam (sa Edmonds-Karpovom modifikacijom). Neka je data transportna 
mreža kao na sljedećoj slici, u kojoj je x, izvor, a xg ponor. 


! Richard Karp (1935—), američki naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom i teorijom grafova. 
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X3 


X1 


X5 6 X7 


Krenimo od trivijalnog protoka, u kojem su protoci kroz sve grane jedaki 
nuli. Kako udaljenost čvorova x, i xa iznosi 4, najkraći povećavajući lanci ne 
mogu imati manje od 4 grane. Sasvim lako je pronaći (recimo, BFS pretragom) 
da SU Xi—X2—X5—X6—X8g i Xi—X2—Xs—X1—Xg dva takva povećavajuća lanca. 
Odlučimo li se recimo za prvi, protok duž njega možemo povećati za A=1, tako 
da ćemo imati f(x,,x2) = 1, f(X2,xs) = 1, f(x5,X6) = 1 i f(x6,xg) = 1. Nakon toga, 
lanac x;—X2— Xs— X7—xs i dalje ostaje povećavajući lanac, tako da duž njega sada 
protok možemo povećati za A=2, tako da imamo f(x,,x2)=3, f(x2,Xs) = 3, 
f(x5,x)) =2 i f(x;,,xg) =2. U ovom trenutku imamo situaciju kao na sljedećoj 
slici, pri čemu oznake iza kosih crta kraj kapaciteta grana predstavljaju do sada 
postignute vrijednosti protoka kroz grane. Ilustracije radi, na istoj slici je također 
prikazan i sljedeći najkraći povećavajući lanac x;—X2—X3—X4—Xs—X7—xXg, čije su 
grane istaknute podebljano: 


X3 


X5 6/2 XI 


Duž označenog lanca protok se može povećati za A=1, tako da nove 
vrijednosti protoka iznose f(x,x)=4, fQo,x3)=1, f(x;,x0)=1, f(x4,xs)=1, 
fX5,x) =3 i f(x;,,xg) =3. U ovom trenutku, sljedeći povećavajući lanac nije 
toliko očigledan, pa ćemo demonstrirati kako se za nalaženje povećavajućeg 
lanca može iskoristiti rezidualni graf. Formirajmo stoga rezidualni graf za 
trenutnu raspodjelu protoka. U njemu su dvosmjerne one grane čiji kapacitet nije 
u potpunosti iskorišten, a kroz koje postoji nenulti protok. Grane bez protoka su 
jednosmjerne, u smjeru koji se poklapa sa smjerom grane u polaznom grafu, dok 
grane čiji je kapacitet iskorišten u rezidualnom grafu imaju suprotnu orjentaciju 
u odnosu na polazni graf (radi preglednosti, takve grane su prikazane crtkano). 
Tako dobijamo rezidualni graf kao na sljedećoj slici: 
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Primjenom BFS pretrage na ovaj graf lako nalazimo da najkraći put između 
čvorova xı 1 xg glasi X;—X2—X3—X4—X6—X5—X7—Xg, koji ujedno predstavlja i 
traženi povećavajući lanac. Primijetimo da ovaj lanac, za razliku od prethodnih 
povećavajućih lanaca, sadrži i jednu krivo usmjerenu granu, odnosno granu 
(xs, x6). Povećanje protoka duž ovog lanca moguće je izvesti za iznos A=1 (uz 
smanjenje protoka za taj iznos duž krivo orjentirane grane), tako da nakon 
korekcije nove vrijednosti protoka iznose f(x1,x2) = 5, f(x2,x3) = 2, f(X3,Xx4) = 2, 
f(x4,x6) = 1, f(xs,x6) = 0, f (x5,xX7) = 4 i f (x7,x8) = 4. Postignuta raspodjela protoka 
prikazana je na sljedećoj slici: 


X3 


X1 Xg 


X5 6/4 XI 


Uz postignutu raspodjelu protoka povećavajući lanci više ne postoje, tako da 
smo pronašli raspodjelu protoka kojom se postiže maksimalni ukupni protok 
kroz graf, koji iznosi fs = 5. Da bi se uvjerili da zaista nema novih povećavajućih 
lanaca, možemo formirati rezidualni graf u odnosu na postignutu raspodjelu 
protoka, nakon čega će BFS pretraga pokazati da više ne postoji nikakav put od 
izvora x, do ponora xg kroz rezidualni graf (inače, rezidualni graf za ovu situaciju 
izgleda isto kao i prethodno razmatrani rezidualni graf, samo što grana koja spaja 
čvorove x5 1 xę postaje usmjerena u smjeru od xs do x6). Zaista, nakon što se u 
postupku BFS pretrage obrade čvorovi xı, X2, X3, X4 1 x6, dolazimo do situacije u 
kojoj se postupak ne može dalje nastaviti, tako da čvorovi xs, x7 i xa ostaju 
nedostižni iz početnog čvora. 


Postoje mnoge primjene u kojima je korisno razmatrati generalizaciju pojma 
transportne mreže u kojoj se dopušta da mreža ima više izvora i više ponora, kao 
i nalaženje protoka kroz takve generalizirane mreže. Srećom, njih je uvijek 
moguće svesti na klasične transportne mreže uvođenjem dva nova čvora nazvana 
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superizvor i superponor (ili superodvod) i novih grana koje spajaju superizvor 
sa izvorima odnosno ponore sa superponorom. Na taj način, možemo smatrati da 
se svi izvori “snabdjevaju” iz jednog superizvora, odnosno da se svi tokovi koji 
se ulijevaju u ponore konačno ulijevaju u jedan superponor. Za tako dodane 
grane možemo smatrati da imaju beskonačan kapacitet, s obzirom da je njihova 
uloga čisto fiktivna. 


8.14* Uparivanje u grafovima 


Za neki skup stranica M nekog grafa kažemo da predstavlja uparivanje 
(engl. matching) ukoliko M ne sadrži petlje, i ukoliko nikoje dvije stranice iz M 
nemaju zajedničkih tačaka (tako da stranice iz M povezuju čvorove u međusobno 
disjunktne parove čvorova). Za čvorove x; i x; kažemo da su upareni uparivanjem 
M ukoliko je (x;,x;) € M, a u suprotnom su neupareni. Za uparivanje kažemo da 
je maksimalno (engl. maximum matching) ako ne postoji niti jedno drugo 
uparivanje koje sadrži veći broj ivica. Uparivanje je zasićeno (engl. saturated 
matching) ukoliko mu nije moguće dodati niti jednu novu granu a da takav skup 
i dalje ostane uparivanje. Ukoliko se skup krajnjih čvorova stranica nekog 
uparivanja poklapa sa skupom svih čvorova grafa, za takvo uparivanje kažemo 
da je savršeno. Pri tome, ni maksimalna ni zasićena ni savršena uparivanja ne 
moraju biti jedinstvena. Nažalost, treba istaći da se u anglosaksonskoj literaturi 
zasićeno i maksimalno uparivanje često naziva vrlo sličnim nazivima (maximal 
matching i maximum matching respektivno), što može biti uzrok zbrke. 


Jasno da je svako savršeno uparivanje sigurno maksimalno, ali maksimalno 
uparivanje ne mora biti savršeno, s obzirom da je ponekad nemoguće upariti sve 
čvorove. Također, svako maksimalno uparivanje je zasićeno, ali svako zasićeno 
uparivanje ne mora nužno biti maksimalno. Najjednostavniji primjer takve 
situacije prikazuje sljedeća slika, gdje stranica {x,,x;} sama za sebe predstavlja 
jedno zasićeno uparivanje grafa sa slike, ali koje nije maksimalno (naravno, 
maksimalno uparivanje čine grane {X;,x2} 1 (23, x4}: 


X2 X3 
x 0—00, 


Već je rečeno da savršena uparivanja ne moraju uvijek postojati. Recimo, 
jasnp je da savršena uparivanja ne mogu postojati u grafovima sa neparnim 
brojem čvorova (stoga se za grafove sa neparnim brojem čvorova nekada uvodi i 
pojam skoro savršenog uparivanja kao uparivanja u kojima tačno jedan čvor 
ostaje neuparen). S druge strane, potpuni grafovi sa parnim brojem čvorova, 
bikompletni grafovi K,,, kao i mnogi drugi grafovi sa parnim brojem čvorova 
posjeduju savršena uparivanja. Tutteova' teorema daje potrebne i dovoljne uvjete 
da graf sadrži savršeno uparivanje. Neka je X skup svih čvorova nekog grafa 
koji ima n čvorova, pri čemu je n paran broj. Tada graf ima savršeno uparivanje 


! William Thomas Tutte (1917—2002), britansko-kanadski matematičar. Učestvovao u razbijanju šifri u Drugom 
svjetskom ratu. Kasnije se bavio kombinatorikom. 
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ako i samo ako je za svaki podskup S skupa čvorova X broj komponenti podgrafa 
razmatranog grafa induciranog skupom X\S koje sadrže neparan broj čvorova 
manji ili jednak od broja elemenata skupa S. Za bipartitivne grafove, Hallova' 
ženidbena teorema daje jednostavnije uvjete za postojanje savršenog uparivanja. 
Neka je dat bipartitivni graf sa biparticijom {X;, X2}. U takvom grafu postoji 
savršeno uparivanje ako i samo ako je za svaki podskup S skupa X; broj čvorova 
iz skupa X, koji su spojeni sa elementima skupa S veći ili jednak od broja 
elemenata skupa S. Neobičan naziv ove teoreme potiče od sljedeće interpretacije. 
Ukoliko je X; neki skup muškaraca a X, neki skup žena i ukoliko grane grafa 
povezuju muškarce sa ženama čije im karakteristike odgovaraju, teorema daje 
potrebne i dovoljne uvjete pod kojim se svaki muškarac može oženiti sa ženom 
čije im karakteristike odgovaraju. 


Neka je dat neki graf i neko uparivanje M u tom grafu. Za neki put u tom 
grafu kažemo da je alternirajući put u odnosu na uparivanje M ukoliko grane 
koje ga čine naizmjenično pripadaju odnosno ne pripadaju uparivanju M. Za 
otvoreni alternirajući put kažemo da je povećavajući put (u odnosu na uparivanje 
M) ukoliko počinje i završava u čvorovima koji su neupareni (tj. koji ne pripadaju 
uparivanju). Bergeova" teorema tvrdi da je uparivanje M maksimalno ako i 
samo ako u grafu ne postoje povećavajući putevi u odnosu na uparivanje M. 
Ukoliko skup grana nekog povećavajućeg puta u odnosu na uparivanje M 
označimo sa A, nije teško pokazati da je MA A također uparivanje, koje sadrži 
jednu granu više nego uparivanje M (oznaka "A" predstavlja simetričnu razliku 
skupova). Kaže se da je ovo uparivanje nastalo križanjem uparivanja M i 
povećavajućeg puta A. Na ovoj ideji zasnivaju se mnogi algoritmi za nalaženje 
maksimalnog uparivanja. Krene se od proizvoljnog zasićenog uparivanja, koje je 
lako formirati. Naime, dovoljno je nasumice uzimati grane tako da svaka nova 
grana nema zajedničkih čvorova sa do tada uzetim granama, sve dok takvih 
grana ima. Nakon toga se traže eventualni povećavajući putevi od neuparenih 
čvorova. Ukoliko se takav put pronađe, vrši se zamjena nađenog uparivanja sa 
novim uparivanjem koje nastaje križanjem. Postupak se dalje ponavlja sve dok 
više ne postoje povećavajući putevi, nakon čega je maksimalno uparivanje 
pronađeno. 


Opisana ideja je u osnovi posve jednostavna. Međutim, ostaje nejasno kako 
efikasno tražiti povećavajuće puteve. Za slučaj proizvoljnih grafova, taj problem 
nije nimalo jednostavan. Njega je prvi riješio J. Edmonds u svom poznatom 
algoritmu za nalaženje maksimalnog uparivanja u proizvoljnim grafovima koji je 
poznat pod čudnim imenom algoritam puteva, stabala i cvijeća (engl. paths, 
trees and flowers algorithm) ili, prosto, kao Edmondsov algoritam. S obzirom 
na relativnu složenost, ovaj algoritam nećemo opisivati. U najgorem slučaju, 
njegovo vrijeme izvršavanja je približno proporcionalno sa ní, gdje je n broj 


i Philip Hall (1904—1982), britanski matematičar. Bavio se teorijom grupa. 
2 Claude Berge (1926—2002), francuski matematičar. Bavio se teorijom grafova, ali i književnošću. 
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čvorova u grafu. Kasnije su S. Micali ' i V. Vazirani’ otkrili mnogo efikasniji ali 
i mnogo složeniji algoritam, čije vrijeme izvršavanja je približno proporcionalno 
san “m u najgorem slučaju, gdje je m broj grana grafa. 


Situacija postaje mnogo jednostavnija u slučaju bipartitivnih grafova. Ovaj 
slučaj je posebno interesantan za praksu, s obzirom da se obično uparivanje vrši 
između različitih porodica objekata. Na primjer, problem raspoređivanja radnika 
na poslove može se modelirati kao problem uparivanja u bipartitivnom grafu kod 
kojeg čvorovi modeliraju radnike i poslove, dok se granama modeliraju činjenice 
da odgovarajući radnik može obavljati odgovarajući posao. Jasno je da takve 
grane mogu međusobno povezivati samo radnike i poslove, a nikad dva radnika 
ili dva posla, tako da je odgovarajući graf sigurno bipartitivan. Drugi primjer je 
modeliranje klasičnih (heteroseksualnih) brakova, kod kojih u braku mogu biti 
samo osobe suprotnog spola, tako da skup muškaraca odnosno skup žena tvore 
biparticiju grafa koji modelira potencijalne veze (grane takvog grafa modeliraju 
poznanstva između muškaraca i žena). 


Olakšavajuća okolnost za pronalaženje maksimalnog uparivanja u slučaju 
bipartitivnih grafova sastoji se u tome da je kod njih povećavajući putevi mogu 
nalaziti relativno jednostavno. Zaista, neka je dat bipartitivni graf sa biparticijom 
[X, Y}. Svaki povećavajući put tada mora naizmjenično prolaziti kroz elemente 
skupa X odnosno Y. Stoga je povećavajuće puteve moguće tražiti recimo BFS 
pretragom, pri čemu zamišljamo da su grane koje ne čine trenutno uparivanje 
usmjerene od čvorova iz skupa X ka čvorovima iz skupa Y, dok su grane koje 
čine trenutno uparivanje usmjerene u suprotnom smjeru. Na taj način se dobija 
algoritam za nalaženje maksimalnog uparivanja čije je vrijeme izvršavanja u 
najgorem slučaju približno proporcionalno sa mn, što je bolje nego u slučaju 
Edmondsovog algoritma. 


Interesantno je da je se taj algoritam u osnovi svodi na Ford-Fulkersonov 
algoritam za nalaženje maksimalnog protoka. Zaista, formirajmo transportnu 
mrežu tako što ćemo sve grane polaznog grafa usmjeriti od elemenata skupa X 
ka elementima skupa Y i uvesti dva nova čvora (sa pripadnim granama), koji će 
predstavljati izvor i ponor te transportne mreže. Izvor spajamo granama sa svim 
elementima skupa X (naravno, ove grane su usmjerene od izvora ka elementima 
skupa X), dok ponor spajamo sa svim elementima skupa Y (uz usmjerenje od 
elemenata skupa Y ka ponoru). Svim granama tako formirane transportne mreže 
dodjeljujemo isti kapacitet 1. Ukoliko sada za takvu mrežu riješimo problem 
maksimalnog protoka, nije teško uvidjeti da maksimalno uparivanje odgovara 
onim granama transportne mreže kojima na kraju postupka odgovara vrijednost 
protoka različita od nule. 


! Silvio Micali (19544), italijansko-američki naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom, kriptografijom 
i sigurnošću informacionih sistema. 

a Viay Vazirani (1957—), indijsko-američki naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom, računarskom 
kompleksnošću, kombinatorikom i teorijom igara. 
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Hopcroft i Karp su poboljšali opisani algoritam pri čemu su vrijeme 
izvršavanja u najgorem slučaju sveli na iznos proporcionalan sa n'? m, što je 
praktično isto vrijeme kao kod mnogo složenijeg algoritma za slučaj proizvoljnih 
grafova koji su razvili Micali i Vazirani, samo što je njihov algoritam mnogo 
jednostavniji. Zbog relativne složenosti, algoritam Hopcrofta i Karpa također 
nećemo opisivati. Istaći ćemo samo da se osnovna ideja sastoji u tome da se u 
svakoj iteraciji kombinira BFS i DFS pretraga, sa ciljem da se u jednoj iteraciji 
pronađe više povećavajućih puteva. Na taj način se broj neophodnih iteracija 
osjetno smanjuje (sa n na n'? u najgorem slučaju). 


Nalaženje maksimalnog uparivanja može se započeti od bilo kojeg legalnog 
uparivanja, uključujući i prazno uparivanje (tj. uparivanje koje ne sadrži niti jednu 
granu). Međutim, broj iteracija je mnogo manji ukoliko se umjesto toga krene od 
nekog dobrog zasićenog uparivanja. Takvo uparivanje obično se nalazi sljedećim 
pohlepnim postupkom. Ukoliko u bilo kojem koraku naiđemo na čvor koji 
možemo upariti samo na jedan način, izvršimo njegovo uparivanje odgovarajućom 
granom, dok sve ostale grane koje izlaze iz čvora u koji ta grana dolazi na neki 
način označimo kao “zabranjene za uparivanje“. Ukoliko nema čvorova koji se 
mogu upariti samo na jedan način, razmatramo ostale čvorove, pri čemu prednost 
dajemo onim čvorovima koji se mogu upariti na manje različitih načina. Tada 
nasumice uparujemo čvor nekom od grana slobodnih za uparivanje, dok sve 
ostale grane koje vode iz tog čvora kao i koje izlaze iz čvora u koji ta grana 
dolazi označavamo kao zabranjene za uparivanje. Postupak se nastavlja sve dok 
više ne možemo izabrati niti jednu granu. 


S obzirom da su bipartitivni grafovi u kojima se traži maksimalno uparivanje 
često veoma nepregledni (zbog velikog broja grana koje se presjecaju), čitav 
postupak se obično izvodi nad tablicom (matricom) u kojoj redovi odgovaraju 
elementima skupa X, dok kolone odgovaraju elementima skupa Y. U presjeku 
i-tog reda i j-te kolone nalazi se neka oznaka (recimo, jedinica) ako i samo ako 
su element x;€ X i yje Y povezani granom. U preostala polja tablice možemo 
upisati nule ili ih, jednostavno, možemo ostaviti prazna (primijetimo da dobijena 
matrica nije matrica susjedstva grafa jer niti njeni redovi niti njene kolone ne 
odgovaraju svim čvorovima grafa). Dalje je sve korake algoritma moguće izvesti 
direktno nad odgovarajućom tablicom. Ovaj postupak ćemo ilustrirati na dva 
primjera. 


> Primjer: Šest radnika R,—Rx prijavilo se za šest poslova P, — Pę. Pri tome, 
radnik R; zna obavljati poslove P;, P i P4, radnik R, poslove P, i Ps, radnik 
R; poslove P, i P3, radnik R; poslove P}, Ps i Pe, radnik Rs poslove P}, P4, Ps 
i Pe, a radnik Rg poslove P, i Ps. Pronaći raspored radnika na poslove tako da 
što je god moguće više radnika bude zaposleno i poslova podmireno. 


Postavljeni problem se očigledno svodi na problem nalaženja maksimalnog 


uparivanja u jednom bipartitivnom grafu, čija je grafička i tabelarna interpretacija 
prikazana na slici ispod (preglednost je očito na strani tabelarne interpretacije): 
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P; P» P; P, P; PB RI 1 


Započnimo sada nalaženje zasićenog uparivanja pohlepnim postupkom. 
Čvor P, se može upariti samo na jedan način (kolona P; u tablici sadrži samo 
jednu jedinicu) i to sa čvorom R;, pa uparujemo R; i P; (na neki način posebno 
označavamo jedinicu u presjeku reda R; i kolone P;, recimo podebljano), dok sve 
ostale grane koje izlaze iz čvora R; označavamo kao “zabranjene za uparivanje” 
(sve ostale jedinice u redu R; označavamo kao zabranjene za uparivanje, recimo 
precrtavanjem). Nakon ovoga, čvor P4 se može upariti samo sa čvorom Rs, jer je 
veza P,—R, označena kao zabranjena (kolona P4 sadrži samo jednu neprecrtanu 
jedinicu, i to u redu Rs). Stoga uparujemo P4 i Rs te označimo sve ostale grane 
koje izlaze iz čvora Rs kao zabranjene za uparivanje (označimo podebljano 
jedinicu u presjeku reda R; i kolone P, te precrtamo sve ostale jedinice u redu 
Rs). U ovom trenutku nema više čvorova koji se mogu upariti na samo jedan 
način. Prvi čvor koji se može upariti na dva načina je Rv, koji se može upariti sa 
P, ili sa Pg (red R, sadrži neprecrtane jedinice u kolonama P> i P6). Odlučimo se 
nasumice da uparimo R2 i P2. Sve ostale grane koje izlaze iz čvorova R2 i P, tada 
označavamo kao zabranjene. Nakon ovog koraka, pojavljuje se čvor koji se može 
upariti na samo jedan način, a to je čvor R; (sa čvorom P3). Uparujemo ove 
čvorove, a ostale grane koje izlaze iz čvora P; označavamo kao zabranjene. Čvor 
Rs se u ovom trenutku također može upariti samo sa čvorom Ps, pa obavljamo 
njihovo uparivanje i označimo ostale grane koje izlaze iz čvora Ps kao zabranjene 
za uparivanje. Nakon što smo obavili ovaj korak, dolazimo u situaciju da se sada 
čvor R4 može upariti samo sa čvorom R4, te obavljamo i ovo uparivanje (uz 
odgovarajuća obilježavanja). Sljedeća slika prikazuje redom stanja tabelarnog 
prikaza grafa nakon svakog od izvršenih prethodno opisanih koraka: 


P, P, P; P, P; Pe P, P, P; P, P; Pe P, P, P; P, P; Pe 
R1 4+ 1 RII} 1 RII} 1 
R| 1 1 R| 1 1 R| 1 + 
R| 11 R| 11 R| 41 
Ru I 11 R4 1 11 Ru I 11 
Rs 1111 R; 4144 R; 4144 
R,| 1 1 R| 1 1 R| 1 1 
P, Po P; P4 Ps Pe P, Po P; P4 Ps Pe P, Po P; P4 Ps Pe 
R11 1 Ri 4 1 R14 1 
R| 1 1 R| 1 1 R| 1 1 
R; 11 R; 11 R; 11 
R4 I 11 Ri 1 41 Ri tori 
Rs I111 Rs Lara Rs tita 
R| 1 1 R| 1 1 R| 1 1 
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Vidimo da smo uspjeli upariti sve čvorove, tako da je opisani pohlepni 
algoritam odmah doveo do maksimalnog (i savršenog) uparivanja. Dakle, radnika 
R; treba rasporediti na posao P4, radnika R2 na posao P», radnika R; na posao P3, 
radnika R; na posao P6, radnika Rs na posao P; i radnika Rg na posao Ps. Na taj 
način će svi radnici biti zaposleni i svi poslovi podmireni (što nije uvijek moguće 
postići). Nađeno uparivanje je predstavljeno grafički na sljedećoj slici. 


R, R; R; R4 Rs R6 


P, P, P; P4 Ps Ps 


Inače, interesantno je napomenuti da su situacije u kojima pohlepni algoritam 
odmah dovodi do maksimalnog uparivanja češće nego što to na prvi pogled može 
da izgleda. 


> Primjer : Pronaći maksimalno uparivanje u bipartitivnom grafu sa biparticijom 
{X,Y} gdje je X={x|i=1..9} i Y={x|i=1..9}, a čije su grane redom 
date kao {x1, y1}, {x1 Y6} {X1 Y7} {X1 Yo}, {X2,36}, {x2 y7}, {X2 Ys}, {X2, Yo}, 
{x3 y6}, {x3 Y7}, {X3 38}, {X3 Yo}, {X4 Yo}, {Xa 37}, {Xa Ys} {Xa 39}, (X5, 1] 
{xs, y2}, {x5 y3}, {xX5, y5}, {x6 y2}, {x6 y3}, {Xo Ya}, {X6 Y5}, {X7 32}, {X7 Y3}, 
(X7, ya), {x7, Y5}, {xs y2}, {xs, Y3}, (X8, ya}, {xs, Y5}, (X9, ya} i {xo, Ys}. 


Ovaj primjer ilustrira situaciju u kojoj pohlepni algoritam neće odmah dati 
maksimalno uparivanje, nego će biti potrebno dodatno traganje za povećavajućim 
putevima. Kako je grafički prikaz ovog grafa vrlo nepregledan, koristićemo samo 
njegovu tabelarnu reprezentaciju, koja je data ispod: 


Y1Y2Y3Y4Y5YsY;YgYo 
x|1 1 l 
pa 1111 
x 1111 
xu 1111 
x111 1 
X6 111l 
XI 111l 
Xg 1111 
X9 1 1 


U ovom primjeru će se javlja mnogo više dvosmislica nego u prethodnom 
primjeru (tj. situacija u kojima nije jednoznačno određeno šta s čim treba upariti 
u pojedinim koracima). Odmah na početku vidimo da nema čvorova koji se mogu 
upariti na jedinstven način (niti jedan red niti kolona ne sadrže samo jednu 
jedinicu). Potražimo stoga čvorove koji se mogu upariti na dva načina. Takav je, 
recimo, čvor x» (pored yı), koji možemo upariti sa ya i ya. Odlučimo se da uparimo 
X9 1 y4. Nakon što označimo odgovarajući element, precrtavamo sve ostale jedinice 
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u redu xy i koloni y4. Prelazimo sada na čvor yı, koji se također može upariti na 
dva načina. Uparimo ga, recimo, sa xı, i precrtajmo sve preostale jedinice u redu 
xı i koloni yı. U ovom trenutku nema više čvorova koji se mogu upariti samo na 
dva načina, pa tragamo za čvorovima koji se mogu upariti na tri načina. Prvi 
takav čvor je čvor xs, koji se može upariti sa y2, y3 ili sa ys. Uparimo ga recimo 
sa yz i precrtajmo preostale jedinice u redu x5 i koloni y2. Sada se xx može upariti 
samo na dva načina (sa y3 i ys). Uparimo ga sa y; i precrtajmo preostale jedinice 
u redu x i koloni ya. Sljedeća slika prikazuje redom stanja tabelarnog prikaza 
grafa nakon svakog od prva četiri gore opisana koraka: 


Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Ys Y9 Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 
xı ll 1 1 1 xll ++ + 
X2 1 1 11 X2 1 111 
X3 1 111 X3 1 1 11 
X4 1 1 11 X4 1 111 
xsil 1 1 1 x;|1H 1 1 1 
X6 1 141 X6 1 1 +41 
X7 1 1+41 X7 1 1 +41 
Xg 1 141 Xg 1 1 +41 
X9 1 + Xo 1 + 

Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Ys Y9 Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Ys Y9 
x ll +31 + xl 4 1 + 
X2 1 1 11 X2 1 1 11 
X3 1 111 X3 1 111 
X4 1 111 X4 1 111 
X5 4 1+4 + X5 41 + + 
X6 4 1 41 X6 1111 
X7 4 1 +41 X7 + 4 +41 
Xg 4 1 41 Xg + 4 +41 
Xg 1 + X9 1 + 


Nastavljamo dalje sa provođenjem algoritma. Nakon posljednjeg koraka, 
pojavljuju se dva čvora, x7 i x, koji se sada mogu upariti na samo jedan način 
(redovi x; i xg sadže samo po jednu neprecrtanu jedinicu). Uparimo čvor x; sa 
čvorom ys (jedinim sa kojim se on sada može upariti) i precrtajmo sve preostale 
jedinice u koloni ys. Sada više nema čvorova koji se mogu upariti na samo jedan 
način, niti na dva načina. Prvi čvor koji se može upariti na tri načina je y6. 
Uparimo ga, recimo, sa čvorom x, i izvršimo odgovarajuća obilježavanja. Sada 
se čvor y7 može upariti na dva načina (sa x3 i sa x4). Njega ćemo upariti recimo 
sa čvorom x3 i precrtati preostale jedinice u redu x; i koloni y;. Nakon ovog 
koraka, dobijamo čvorove yg i yo koji se sada mogu upariti samo na jedan način 
(oba sa čvorom x4). Uparimo recimo čvor yg i čvor xa. Nakon što precrtamo 
preostale jedinice u redu x4, ne preostaje više niti jedna slobodna jedinica, tako 
da se postupak završava. Sljedeća slika prikazuje kako su redom izgedala stanja 
tabelarnog prikaza nakon svakog od gore provedenih koraka: 
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Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Ys Y9 
xı ll +31 + xl +1 + 
X2 1 111 X2 1111 
X3 1 111 X3 +111 
X4 1 111 X4 +111 
xs|+1+ + xsi+ 1 4 + 
X6 +1+1+ X6 +1+1+1 
X7 + +4 +41 X7 + 4 +41 
Xg III {I Xg +i+it+t1 
X9 1 + X9 1 + 
Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Ys Y9 Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 
TEBI +1 + x;|1 ++ + 
X2 1111 X2 1111 
X3 1111 X3 1111 
X4 4 411 X4 111 {i 
x|+ 1 4 + xs|+13+ + 
X6 11 11 X6 1111 
x| 1111 x| bada 
Xg +ri+1+1+1 Xg 444+ 
X9 1 + X9 1 + 


Razmotrimo šta smo do sada postigli. Formirali smo zasićeno uparivanje u 
kojem smo uparili osam elemenata iz skupa X sa osam elemenata iz skupa Y. 
Međutim, elementi xg i yo ostali su neupareni. U ovom trenutku još ne znamo da 
li smo dobili maksimalno uparivanje, odnosno da li je možda moguće upariti veći 
broj čvorova (u ovom primjeru, to bi značilo sve čvorove). Da bismo to utvrdili, 
potražićemo eventualne povećavajuće puteve. Ukoliko takvih puteva nema, to 
znači da je pronađeno uparivanje maksimalno. 


Povećavajuće puteve ćemo tražiti BFS pretragom, obilazeći naizmjenično 
grane koje ne pripadaju i grane koje pripadaju uparivanju. To se može sasvim 
jednostavno izvesti i direktno na tabelarnom prikazu grafa. Neka, recimo, imamo 
neuparenih elemenata iz skupa X. Sve redove tabele koji odgovaraju takvim 
elementima označimo rednim brojem 1. Zatim sve kolone koje sadrže precrtane 
jedinice u redovima tabele označenim sa 1 označimo sa 2. Nakon toga, one 
redove koji imaju podebljano označene jedinice u kolonama označenim sa 2 
označimo sa 3, osim onih koji su već prethodno označeni. Dalje nastavljamo na 
sličan način, tj. označavamo sa 4 one kolone koje imaju precrtane jedinice u 
redovima označenim sa 3 (osim onih koje su već prethodno označene), itd. 
Postupak nastavljamo sve dok ne označimo kolonu koja odgovara nekom 
neuparenom elementu skupa Y, ili dok ne dođemo u situaciju da ne možemo dalje 
nastaviti. U prvom slučaju, našli smo povećavajući put, koji lako možemo očitati 
prateći numeraciju "unazad", dok u drugi slučaj odgovara situaciji u kojoj nema 
povećavajućih puteva. Alternativno, na identičan način možemo krenuti od 
neuparenih elemenata skupa Y. Ukoliko je nađen povećavajući put, njega trebamo 
iskoristiti za konstrukciju novog (boljeg) uparivanja. Postupak možemo nastaviti 
sve dok se ne dostigne maksimalno uparivanje, tj. dok se ne iscrpe svi 
povećavajući putevi. 
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U konkretnom primjeru, jedini neupareni element skupa X je element xs. 
Označimo stoga red xg oznakom 1. Kako red xg sadrži precrtane jedinice u 
kolonama y2, y3, y4 1 ys, ove ćemo kolone označiti oznakom 2. Te kolone imaju 
podebljano označene jedinice u redovima xs, x6, X7 1 X9, tako da ti redovi dobijaju 
oznaku 3. Ta četiri reda imaju precrtane jedinice u kolonama y1, Y2, Y3, ya 1 Y5. 
Međutim, kako su kolone y2, y3, ya i ys već označene ranije, samo kolona yı dobija 
oznaku 4. Ta kolona ima podebljano označenu jedinicu u redu x,, tako da on 
dobija oznaku 5. Ovaj red ima precrtane jedinice u kolonama y6, y7 1 yo koji sada 
dobijaju oznaku 6. Postupak se ovim završava, jer je dostignuta kolona yo koja 
odgovara neuparenom elementu yo skupa Y. Opisani tok pretrage ilustriran je na 
sljedećoj slici: 


4222266 6 
x 


Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Yo 
5 x|1 da az + 
X2 1111 
X3 4 1 4+4 
X4 4 41+ 
3 x|+ 1 4 + 
3 X 1111 
3 X 1111 
1 x +i+l+1 
3 Xo 1 + 


Traženi povećavajući put sada lako pronalazimo prateći naizmjenično oznake 
kolona i redova počev od yo unazad, u opadajućem redoslijedu oznaka. Tako je 
traženi povećavajući put y—Xx;—y1—Xs—y2—xg odnosno, u obrnutom smjeru od 
Xg Prema yo, X&&—)y2—X5—yY1—X1—yo. Nađeni put je na prethodnoj slici označen 
osjenčeno. Ovaj povećavajući put zapravo znači da možemo formirati bolje 
uparivanje tako što ćemo umjesto grana {y2, x5} 1 {y1, x1} (tj. {x5,y2} 1 {x1, yi] na 
osnovu simetrije), koje se trenutno nalaze u uparivanju, uzeti grane (xg,y2), 
{xs, y1} 1 (X1,y9). Posmatrano na tabličnom prikazu grafa sa prethodne slike, ovo 
zapravo znači razmjenu podebljano označenih i precrtanih jedinica na svim 
mjestima gdje osjenčeni put pravi "skretanje" sa horizontalnog na vertikalno 
kretanje i obrnuto. Nakon što izvršimo navedene izmjene, dolazimo do situacije 
koja se može predstaviti sljedećom tablicom: 


x 
e 
oo 
= 
NS 


Yı Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y 
+ 
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Dobili smo situaciju u kojoj su svi čvorovi upareni, odnosno uspjeli smo 
postići savršeno uparivanje (koje je stoga i maksimalno). Ovim je postupak 
okončan, pri čemu traženo uparivanje čine grane {x1, Yo}, {X2, Y6}, 123.7), {X4,y8}, 
{xs, y1}, {X6,y3}, {X7 Ys}, {x8, y2} 1 {X9, y4}. Treba naglasiti da ovo nije i jedino 
moguće savršeno uparivanje (za razmotreni primjer, lako je pronaći intuitivnim 
putem još nekoliko savršenih uparivanja). Do drugih savršenih uparivanja mogli 
bismo doći ukoliko bismo pri izvođenju pohlepnog algoritma vršili drugačije 
izbore u odnosu na provedene izbore na svim mjestima gdje izbor nije bio 
jednoznačno određen. 


Problem nalaženja maksimalnog uparivanja može se generalizirati za slučaj 
težinskih grafova. Kod njih se može postaviti problem da se od više mogućih 
maksimalnih uparivanja pronađe ono koje je u izvjesnom smislu optimalno u 
smislu da je suma težina grana koje čine uparivanje maksimalna ili minimalna. 
Ovaj problem je veoma kompliciran za slučaj proizvoljnih grafova, dok se u 
slučaju bipartitivnih grafova rješava relativno jednostavno. Zbog specifičnosti i 
posebnog značaja navedenog problema upravo za slučaj bipartitivnih grafova, 
njemu je posvećen čitav naredni odjeljak. 


8.15" Problem optimalnog raspoređivanja 


Posmatrajmo problem sličan problemu postavljenom u prvom primjeru u 
prethodnom odjeljku, u kojem grupu radnika treba rasporediti na grupu poslova. 
Pretpostavimo sada da, za razliku od problema iz ovog primjera, svaki radnik 
zna obavljati svaki od poslova (ili većinu njih), ali ne podjednako dobro ili, 
alternativno, ne po istoj cijeni. Novi problem postaje kako optimalno rasporediti 
radnike na poslove da se postigne najbolji kvalitet rada ili, alternativno, da se 
minimiziraju ukupni troškovi rada. 


Opisani problem se može formalno opisati ovako. Neka je dat bikompletan 
bipartitivni težinski graf K,,, sa biparticijom X = {x;|i=1..p}i Y={y;|j=1..4}, 
pri čemu je težina grane koja povezuje čvorove x; i y; data kao realan broj W;. 
Treba naći takvo maksimalno uparivanje u grafu za koje je suma težina grana 
koje čine uparivanje maksimalna ili minimalna. Tako definiran problem naziva 
se problem optimalnog raspoređivanja (engl. optimal assignment problem). 
Mada se ovaj problem obično formulira za slučaj bikompletnog grafa (kako je 
ovdje opisano), ograničenje na bikompletnost se lako uklanja tako što proizvoljan 
bipartitivni graf (koji nije bikompletan) dopunimo granama koje nedostaju do 
bikompletnog grafa, pri čemu novododanim granama dodijelimo težinu koja je 
krajnje nepovoljna sa aspekta optimizacije (recimo —œ za slučaj maksimizacije 
odnosno +% za slučaj minimizacije). Na taj način, bez umanjenja općenitosti 
možemo smatrati da je problem optimalnog raspoređivanja uvijek zadan na 
bikompletnim grafovima, što će pojednostaviti dalja razmatranja. 


Opisani problem može se rješavati modifikacijom metoda povećavajućih 


puteva koji smo koristili za nalaženje maksimalnog uparivanja, u kombinaciji sa 
Bellman-Fordovim algoritmom za nalaženje najkraćeg puta u grafu. Time se 


475 


dobija algoritam koji rješava ovaj problem u vremenu koje je u najgorem slučaju 
proporcionalno sa mn“ pri čemu je n=p+g broj čvorova a m broj grana u grafu 
(kako je graf tipično bikompletan, m je tipično reda veličine n", tako da je vrijeme 
izvršavanja u najgorem slučaju proporcionalno sa ní). Međutim, u praksi se za 
rješavanje problema optimalnog raspoređivanja najviše koristi tzv. mađarski 
algoritam, koji je dobio ime zbog činjenice da se zasniva na idejama mađarskih 
matematičara D. Koniga i J. Egervdryja', iako su sam algoritam razvili H. 
Kuhn? i J. Munkres? (odakle potiče i naziv Kuhn-Munkresov algoritam). Pri 
naivnoj izvedbi, ovaj algoritam u najgorem slučaju ima vrijeme izvršavanja 
približno proporcionalno sa ní, ali ga je relativno jednostavno implementirati 
tako da vrijeme izvršavanja ne prelazi iznos proporcionalan sa n? (intenzivnom 
upotrebom složenih struktura podataka kao što su redovi sa prioritetom, vrijeme 
izvršavanja se može još više smanjiti). U nastavku ćemo opisati ovaj algoritam. 


Mađarski algoritam se izvodi nad tablicom (matricom) kod koje se u i-tom 
redu i j-toj koloni nalazi element w;;. Kako ovaj algoritam zahtijeva da bude p = q, 
u slučaju kada taj uvjet nije ispunjen u tablicu se dodaju novi redovi odnosno 
kolone, sve do ispunjenja ovog uvjeta. Pri tome se novododana polja u tablici 
popunjavaju sa vrijednošću koja je manja ili jednaka od vrijednosti svih ostalih 
elemenata u tablici (obično se ta polja popunjavaju nulama, s obzirom da su 
težine najčešće nenegativni brojevi). Nakon ovog koraka, u slučaju da se rješava 
problem maksimizacije, sve elemente tablice treba negirati, s obzirom da je 
mađarski algoritam izvorno namijenjen za rješavanje problema minimizacije, a 
negiranjem težina svih grana grafa problem maksimizacije se svodi upravo na 
problem minimizacije. Ovaj korak se u praksi često preduzima samo misaono (u 
“glavi”), tj. u nastavku algoritma vodi se računa da su elementi negirani, bez 
obzira što se oni ne pišu kao takvi. 


Nakon ovih pripremnih predradnji, elementi tablice se transformiraju tako što 
se prvo od svih elemenata u svakoj koloni tablice oduzme najmanji element te 
kolone, nakon čega se od svih elemenata u svakom redu tablice oduzme najmanji 
element tog reda. Suština je da opisane transformacije utiču samo na ukupnu 
sumu težina grana koje će činiti optimalno uparivanje, ali ne utiče na to koje će 
grane činiti optimalno uparivanje. Drugim riječima, transformirani problem će 
imati isto rješenje kao i polazni problem, ukoliko pod rješenjem smatramo 
informaciju o tome koje grane čine optimalno uparivanje. Međutim, lako se vidi 
da će tablica transformiranog problema imati sve elemente nenegativne i da će 
ona u svakom svom redu i svakoj koloni imati barem jednu nulu. Sad, ukoliko 
uspijemo označiti neke od nula tako da u svakom redu i svakoj koloni bude 
tačno jedna označena nula, jasno je da tada uparivanje koje formiraju oni parovi 
čvorova kod kojih se u presjeku odgovarajućih redova i kolona nalaze označene 
nule mora biti optimalno, s obzirom da se traži mimimalna suma težina grana. 


! Jenő Egerv4ry (1891-1958), mađarski matematičar. Bavio se algebrom, geometrijom, kombinatorikom i 
diferencijalnim jednačinama. 

2 Harold W. Kuhn (1925-—), američki matematičar. Bavio se teorijom igara. 

* James Munkres (1930-), američki matematičar. Poznat po pisanju udžbenika. 
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Zaista, takvo uparivanje će imati sumu težina grana jednaku nuli, dok će sva 
druga uparivanja imati sumu težina grana koja je veća ili jednaka od nule. 


Sada imamo problem kako označiti nule tako da u svakom redu i svakoj 
koloni bude tačno jedna označena nula, ako je to uopće moguće. Lako se vidi da 
je ovaj problem ekvivalentan problemu nalaženja savršenog uparivanja u običnom 
(netežinskom) bipartitivnom grafu kod kojeg su elementi x; i y; spojeni granom 
ako i samo ako se u presjeku reda x; i kolone y; nalazi nula. Stoga treba potražiti 
maksimalno uparivanje za takav graf. Ukoliko savršeno uparivanje postoji, ono 
će na taj način biti nađeno i problem je riješen. Traganje za maksimalnim 
uparivanjem se obično izvodi pohlepnim postupkom, direktno nad tablicom (pri 
tome vršimo obilježavanje i precrtavanje nula, dok nenulte elemente prosto 
ignoriramo). Mada pohlepni postupak sam za sebe ne garantira uvijek pronalaženje 
maksimalnog uparivanja bez naknadnih traganja za eventualnim povećavajućim 
putevima, pri izvođenju mađarskog algoritma obično se povećavajući putevi ne 
traže posebno, s obzirom da će oni eventualno biti otkriveni u nastavku algoritma 
u slučaju da pohlepni algoritam nije pronašao maksimalno uparivanje. 


U slučaju da savršeno uparivanje nije nađeno, algoritam se nastavlja dalje. 
Sada je potrebno sa što manje linija precrtati sve nule u tablici, pri čemu smijemo 
precrtati samo čitav red ili čitavu kolonu. Postoje razni načini da se to postigne, 
a obično se koristi postupak koji je u suštini BFS pretraga, veoma sličan postupku 
kojim tražimo povećavajuće puteve kod traganja za maksimalnim uparivanjem. 
Prvo na neki način označimo (recimo zvjezdicom) sve redove u kojima se ne 
nalazi ni jedna podebljano označena nula (tj. redove koji odgovaraju neuparenim 
čvorovima). Zatim precrtamo sve kolone koje sadrže precrtane nule u upravo 
označenim redovima tabele. Nakon toga, ponovo označimo (zvjezdicom) one 
redove koji imaju podebljano označene nule u upravo precrtanim kolonama. 
Dalje nastavljamo na sličan način, tj. precrtavamo one kolone koje imaju precrtane 
jedinice u novooznačenim redovima, itd. Postupak nastavljamo naizmjeničnim 
označavanjem redova i precrtavanjem kolona sve dok ne dođemo u situaciju da 
u novooznačenim redovima nema niti jedna precrtana jedinica, ili dok ne 
precrtamo neku kolonu u kojoj nema niti jedna podebljano označena nula. U 
prvom slučaju, preostaje još da precrtamo sve redove koji su na kraju ostali 
neoznačeni i postupak precrtavanja je gotov. Drugi slučaj nastupa samo ukoliko 
uparivanje nula koje smo imali prije nego što smo krenuli u postupak precrtavanja 
nije bilo maksimalno. U tom slučaju, povećavajući put se može lako pronaći 
prateći unazad redoslijed kojim su precrtavane kolone i označavani redovi, na 
praktično identičan način kao i u ranije opisanom algoritmu za nalaženje 
maksimalnog uparivanja (jedino što se ovdje redovi i kolone ne označavaju 
brojkama, ali ukoliko želimo, možemo i to raditi da olakšamo postupak). Nakon 
što se pronađe povećavajući put, formira se novo uparivanje. Naravno, ukoliko 
se ovim postigne savršeno uparivanje, postupak je okončan i problem je riješen. 
U suprotnom, sa novoformiranim uparivanjem vraćamo se nazad na postupak 
precrtavanja kolona. 
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Nakon što smo precrtali sve nule u tablici sa minimalnim brojem linija (taj 
broj mora biti jednak broju podebljano označenih nula), pronađemo najmanji 
element u tablici koji nije precrtan nikakvom linijom. Vrijednost tog elementa 
oduzmemo od svih ostalih elemenata koji nisu precrtani nikakvom linijom, a 
dodamo na elemente koji su precrtani i horizontalnom i vertikalnom linijom 
(opisana transformacija ponovo ne utiče na to od kojih će se grana sastojati 
optimalno uparivanje). Sa novoformiranom tablicom vraćamo se nazad na 
postupak označavanja nula, tj. traženja takvog označavanja nula tako da u 
svakom redu i svakoj koloni bude tačno jedna označena nula (što je ekvivalentno 
traženju odgovarajućeg savršenog uparivanja). Postupak se dalje ponavlja sve 
dok ne uspijemo formirati savršeno uparivanje. Mada kompletan postupak 
djeluje pomalo komplicirano, sve će biti mnogo jasnije nakon što se razmotri 
jedan konkretan primjer. 


> Primjer: Neka radna organizacija treba da otvori četiri radna mjesta R; — R4. 
Raspisan je konkurs na koji se prijavilo 5 kandidata K;— Ks. Obavljeno je 
testiranje njihove efikasnosti (stručnosti) za svako od ponuđenih radnih 
mjesta, a rezultati testiranja su prikazani u sljedećoj tabeli: 


RJE R R, Rı 
K[5 6 5 l 
K|4 6 4 1 
K;(8 6 7 6 
Ko; 4 4 4 
K; 6 10 9 4 


Kako treba optimalno rasporediti prijavljene kandidate na radna mjesta da se 
pri tome postigne što je god moguće veća ukupna efikasnost? 


U ovom primjeru, tablica ima 5 redova i 4 kolone. Stoga je neophodno tablicu 
proširiti dodatnom petom kolonom, čije elemente možemo postaviti na nulu. Ovo 
proširivanje efektivno predstavlja uvođenje fiktivnog, petog radnog mjesta Rs za 
koje niti jedan kandidat nije podoban (tako da će na to nepostojeće radno mjesto 
biti raspoređen samo onaj kandidat za kojeg se ispostavi da nije korisno da bude 
raspoređen niti na jedno konkretno radno mjesto). Dalje, kako je očito u pitanju 
problem maksimizacije, negiraćemo sve elemente u tablici. Ovim se problem 
svodi na ekvivalentni problem minimizacije, kojem odgovara sljedeća tablica: 


IR RR: R R; 
KES 6 5 1 0 
K, |4 6 4 -1 0 
K; | -8 6 I 6 0 
Ku -2 4 4 4 0 
K; | -6 -10 -9 4 0 


Sada prelazimo na transformaciju tablice. Najmanji elementi kolona R; -R5 
su —8, —10, —9, —6 1 0 respektivno. Stoga od svih elemenata kolone R; oduzimamo 
broj —8 (odnosno dodajemo broj 8), od svih elemenata kolone R, oduzimamo broj 
—10, itd. Time dolazimo do sljedeće tablice: 
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K;l|3 4 4 5 0 
K|4 4 5 5 0 
K;| 0 4 2 0 0 
K,| 6 6 5 2 0 

2 0 0 2 0 


U sljedećem koraku bismo trebali od svih elemenata svakog reda oduzeti 
najmanji element tog reda. Međutim, kako je najmanji element u svakom od 
redova nula, ovaj korak ne dovodi ni do kakve promjene gore prikazane tablice. 


Sada ćemo probati pronaći savršeno uparivanje između onih redova i kolona 
tablice u čijim se presjecima nalazi nula. Primijenićemo pohlepni metod. Red K; 
sadrži samo jednu nulu (u koloni Rs), koju ćemo označiti podebljano, a sve 
ostale nule u koloni Rs ćemo precrtati. Dalje, kolona R; sadrži samo jednu nulu 
(u redu K;), pa ćemo je označiti podebljano, a sve ostale nule u redu K; ćemo 
precrtati. Slično, kolona R, sadrži samo jednu nulu (u redu Ks) te ćemo i nju 
označiti podebljano, a ostale nule u redu Ks precrtati. Ovim smo iscrpili sve 
nule, tako da imamo situaciju koju opisuje sljedeća tablica: 


K[3 4 4 5 0 
K|4 4 5 5 0 
K; |0 4 2 0 o 
K, l6 6 5 2 0 
K;|2 0 0 2 0 


Očigledno nismo postigli savršeno uparivanje redova i kolona u čijim se 
presjecima nalazi nula. Zbog toga, prelazimo na etapu precrtavanja. Označimo 
prvo zvjezdicama redove u kojima se ne nalaze podebljano označene nule. U 
našem slučaju, to su redovi K, i K,. Zatim precrtavamo kolone koje imaju 
precrtane nule u ovim redovima. Takva je samo kolona Rs. Nakon toga, 
zvjezdicama označavamo one redove koji imaju podebljano označenu nulu u 
upravo precrtanim kolonama (tj. samo u koloni Rs). Takav je red K;. Postupak se 
ne može dalje nastaviti, jer red K, ne sadrži precrtane nule. Stoga ćemo precrtati 
sve neoznačene redove (K;i Ks) i postupak precrtavanja je završen. Situacija je 
sada kao na sljedećoj slici: 


Najmanji neprecrtani element je 2, u presjeku reda Kyu i kolone Ru. Stoga 
vrijednost 2 oduzimamo od svih neprecrtanih elemenata, a dodajemo na sve 
elemente koji su precrtani i horizontalnom i vertikalnom linijom (u našem slučaju, 


to su elementi koji se nalaze u presjeku redova K; i Ks sa kolonom Rs). Nakon 
ovoga, dobijamo sljedeću tablicu: 


479 


a 


A 

w 
NAON 
ORBANI 
nNonLnooH 


Ponovo pokušavamo pronaći savršeno uparivanje između onih redova i 
kolona tablice u čijim se presjecima nalazi nula. Red K; sadrži samo jednu nulu 
(u koloni Rs) koju ćemo označiti podebljano i precrtati sve ostale nule u koloni 
Rs. Nakon toga, u redu K, ostaje samo jedna neprecrtana nula i to u koloni Ru, 
pa ćemo je označiti podebljano i precrtati preostale nule u koloni R4. Dalje, 
kolona R, također sadrži samo jednu nulu (u redu K;), te je označavamo 
podebljano i precrtavamo preostale nule u redu K;. Slično, samo jednu nulu 
imamo i u koloni R, (u redu Ks), pa ćemo i nju označiti podebljano i precrtati 
preostale nule u redu Ks. Postupak ne možemo dalje nastaviti, jer smo iscrpili 
sve nule. Time dolazimo do situacije prikazane u sljedećoj tablici: 


IR R R; R, R; 


KI 2 2 3 0 
Kolo 2 3 3 0 
K; 0 4 2 0 2 
Kıl 4 4 3 0 0 
K;|2 0 0 2 2 


Ni ovaj put nismo postigli savršeno uparivanje redova i kolona u čijim se 
presjecima nalazi nula (red K, i kolona R; ostali su neupareni), iako nije teško 
vidjeti da je u pitanju maksimalno uparivanje (s obzirom da savršeno uparivanje 
ovdje jednostavno nije moguće). Nastavljamo sa etapom precrtavanja. Jedini red 
koji ne sadrži podebljano označenu nulu je K,, te ćemo ga označiti zvjezdicom. 
Nakon toga precrtavamo kolonu Rs, jer jedino ona sadrži precrtanu nulu u upravo 
označenom redu K2. Nakon toga ćemo označiti zvjezdicama one redove koji imaju 
podebljano označenu nulu u upravo precrtanoj koloni Rs. U našem slučaju to je 
red K;. Kako ovaj red ne sadrži precrtane nule, postupak se ne može nastaviti, te 
precrtavamo preostale neoznačene redove (Ks, K4 i Ks). Ovim je postupak 
precrtavanja završen i dobijamo situaciju kao na sljedećoj slici: 


Sada je najmanji neprecrtani element 1, u presjeku reda K, i kolone Ri. Stoga 
vrijednost 1 oduzimamo od svih neprecrtanih elemenata, a dodajemo na sve 
elemente koji su precrtani i horizontalnom i vertikalnom linijom (u našem slučaju, 
to su elementi koji se nalaze u presjeku redova Ks, K4 i Ks sa kolonom Rs). Tako 
dobijamo sljedeću tablicu: 
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Ki| 0 1 1 2 0 
K: |1 1 2 2 0 
K;| 0 4 2 0 3 
K; 4 4 3 0 1 
K;|2 0 0 2 3 


Nastavljamo sa traženjem savršenog uparivanja između redova i kolona 
tablice koji imaju nulu u presjeku. Red K, sadrži samo jednu nulu (u koloni Rs) 
koju označavamo podebljano i precrtavamo sve ostale nule u koloni Rs. Nakon 
toga, u redu K; ostaje samo jedna neprecrtana nula (u koloni R;) pa ćemo je 
označiti podebljano i precrtati preostale nule u koloni R;. Sada je u redu K; ostala 
samo jedna neprecrtana nula u koloni R4, koju ćemo označiti podebljano i 
precrtati ostale nule u koloni R4. Konačno, označićemo podebljano usamljenu 
nulu u koloni R, i precrtati preostale nule u redu K; u kojem se ta nula nalazi. 
Nakon ovoga, situacija je kao u sljedećoj tablici: 


[Ri R R, R, Rs 
KO 1 I 2 0 
KI 1 2 2 0 
K;0 4 2 0 3 
Kıl 4 4 3 0 1 
K;|2 0 0 2 3 


Ponovo nismo postigli savršeno uparivanje (koje ni ovaj put ne postoji), te 
prelazimo na etapu precrtavanja. Prvo ćemo označiti zvjezdicom red K,, koji je 
jedini koji ne sadrži podebljano označenu nulu. Ovaj red ima precrtanu nulu u 
koloni Rx, koju ćemo precrtati. Precrtana kolona ima podebljano označenu nulu u 
redu K;, tako da ovaj red označavamo zvjezdicom. Red K; sadrži precrtanu nulu 
u koloni Ri, koju precrtavamo. Sada označavamo red K,, jer upravo precrtana 
kolona ima podebljano označenu nulu u tom redu. Taj red posjeduje precrtanu 
nulu u koloni Rs, te precrtavamo i ovu kolonu. Ona sadrži podebljano označenu 
nulu u redu K;, koji označavamo zvjezdicom. Postupak se ovdje prekida, jer red 
K: ne sadrži precrtane nule. Stoga precrtavamo jedini neoznačeni red Ks. Time je 
postupak precrtavanja završen, nakon čega je situacija kao na sljedećoj slici: 


Najmanji neprecrtani element je 1 (imamo ga na više mjesta), tako da ćemo 
vrijednost 1 oduzeti od svih neprecrtanih elemenata, a dodati na sve dvostruko 
precrtane elemente (tj. elemente u presjeku reda Ks i kolona Ry, R4 i Rs). Tako 
dobijamo situaciju prikazanu u sljedećoj tabeli: 
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IR _ R BRE; 
KO 0 0 2 0 
KI 0 1 2 0 
K; 0 3 1 0 3 
Kod 3 2 0 1 
K+." 0 0 3 4 


Krećemo ponovo u potragu za savršenim uparivanjem (ovaj put ćemo imati 
sreće). Kako imamo usamljenu nulu u redu K; (u koloni Rx), oznaćićemo je 
podebljano i precrtati preostale nule u koloni R4. Nakon toga, red K; dobija 
usamljenu neprecrtanu nulu (u koloni R;) tako da ćemo i nju označiti podebljano, 
uz precrtavanje preostalih nula u koloni R;. U ovom trenutku nema više redova 
niti kolona koji sadrže usamljene neprecrtane nule. Potražimo stoga redove ili 
kolone koji sadrže dvije neprectrane nule. Takav je recimo red K, (koji sadrži 
neprecrtane nule u kolonama R, i Rs). Odlučimo se nasumice za nulu koja se 
nalazi u koloni R2. Nju ćemo označiti podebljano, a ostale nule u redu K, i koloni 
R, precrtati. Red K; time dobija usamljenu neprecrtanu nulu (u koloni R2) koju 
označavamo podebljano, a ostale nule u koloni R; precrtavamo. Nakon ovoga, u 
redu K, ostaje samo jedna neprecrtana nula, koju ćemo označiti podebljano. Ovim 
je postupak završen i dobijamo situaciju kao na sljedećoj slici: 


|R R R, Ra R; 
K [070 0 2 0 
K-11 0 1 2 0 
K; 0 3 1 0 3 
K, 4 3 2 0 1 
K;(3 0 0 3 4 


Vidimo da smo postigli savršeno uparivanje, te je problem riješen. Dakle, 
kandidat K, neće biti primljen (s obzirom da se raspoređuje na fiktivno radno 
mjesto Rs), dok se kandidati Kv, K;, K4 i Ks raspoređuju respektivno na radna 
mjesta R2, R;, R4 i Ra. Ukoliko nas zanima koliko iznosi ukupna efikasnost pri 
takvom optimalnom raspoređivanju, to moramo očitati iz početne (nemodificirane) 
tablice, odnosno moramo sabrati izvorne težine w22, W31, W44 1 Ws3. Optimalna 
efikasnost stoga iznosi 6+8+4+9= 27. 


Ovim još nije rečeno sve što se može reći. Naime, pronađeno rješenje nije i 
jedino optimalno rješenje. Uzrok tome je što smo u posljednjoj etapi pri traženju 
savršenog uparivanja imali dvosmislice. Naime, kada smo razmatrali red K, koji 
sadrži neprecrtane nule u kolonama R; i Rs, umjesto nule u koloni R) mogli smo 
se odlučiti za nulu koja se nalazi u koloni Rs. Nakon što podebljano označimo tu 
nulu, precrtali bismo preostale nule u redu K> i koloni Rs. Time dolazimo do 
novih dilema, jer ponovo nema niti jednog reda niti kolone sa usamljenim 
neprecrtanim nulama. Recimo, u redu K, moramo se odlučiti za nulu u koloni R> 
ili u koloni R3. Odlučimo li se za nulu u koloni R;, precrtaćemo preostale nule u 
redu K; i koloni R2. Time će preostati samo nula u presjeku reda Ks i kolone Rs, 
koju ćemo označiti podebljano. Međutim, odlučimo li se za nulu u koloni Rs, 
precrtaćemo preostale nule u redu K, i koloni Rs, nakon čega preostaje samo nula 
u presjeku reda Ks i kolone R3, koju označavamo podebljano. Lako se vidi da 
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svaki drugi eventualni redoslijed izbora vodi ka jednom od ova dva rješenja. Tako 
postoje još dva optimalna rješenja, koja odgovaraju situacijama na sljedećoj slici: 


IR R R; R, R; | Ri R R R R; 
K 0 0 0 2 0 Ke 0 0 2 0 
K, 1 0 1 2 0 K. |1 0 1 2 0 
K; 0 3 1 0 3 K;| 0 3 1 0 3 
K4 3 2 0 1 K, 4 3 2 0 1 
K;13 0 0 3 4 K;:|3 0 0 3 4 


Naravno, sva nađena optimalna rješenja daju istu ukupnu efikasnost (27). U 
svakom slučaju, nema nikakve dileme da kandidat K; treba biti raspoređen na 
radno mjesto R;, a kandidat K4 na radno mjesto Rx, jer sva nađena optimalna 
rješenja predviđaju tako. Najneizvjesnija je sudbina kandidata K,; i K;, tako da će 
radna organizacija morati pronaći dodatne kriterije (recimo, obaviti dopunska 
testiranja) da utvrdi da li da primi kandidata K; ili Kv. Pri tome, ukoliko odluka 
padne na kandidata K,, biće potrebni dodatni kriteriji da se utvrdi da li je bolje da 
kandidat K; ide na radno mjesto R, a kandidat Ks na radno mjesto Ra, ili obrnuto. 


8.16 Stabla sa korijenom i binarna stabla 


Proizvoljno stablo kod kojeg smo jedan čvor proglasili za korijen stabla 
nazivamo stablo sa korijenom. Za stabla sa korijenom obično smatramo da su 
usmjerena, pri čemu su grane usmjerene od korijena, odnosno postoji put od 
korijena do ma kojeg čvora u stablu. Pri tome se usmjerenja grana obično ne 
crtaju, s obzirom da se podrazumijeva kakvo je usmjerenje grana (uvijek od 
čvorova bližih korijenu ka čvorovima koji su dalji od korijena). Stabla sa 
korijenom se obično crtaju tako da se korijen nalazi na vrhu, čvorovi na 
udaljenosti 1 od korijena crtaju se jedan nivo ispod korijena, itd. Na sljedećoj 
slici prikazano je jedno stablo sa korijenom u čvoru x;. Stabla sa korijenom 
omogućavaju jednostavno modeliranje hijerarhijskih struktura, kao što su tokovi 
odlučivanja u preduzećima, porodična stabla, gramatičke strukture, sistemi 
datoteka na računarima, itd. 

X1 


X2 X3 X4 


X5 X6 X7 


Xg X13 


X9 Xio Xu X12 

Ukoliko su čvorovi x; 1 x; u nekom stablu sa korijenom spojeni granom (za 
koju podrazumijevamo da je usmjerena u skladu sa prethodno definiranim 
konvencijama), kažemo da je čvor x; roditelj čvora x;, odnosno da je čvor x; dijete 
čvora x;. Analogno se mogu definirati i drugi “rodbinski odnosi" između čvorova, 
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kao što su npr. potomak i predak, koje nećemo precizno definirati, nego ćemo ih 
smatrati intuitivno jasnim. Jasno je da svaki čvor može imati samo jednog 
roditelja, ali neki čvor može imati više djece. Isto tako, jasno je da je korijen 
jedini čvor bez roditelja, i on je predak svih ostalih čvorova (odnosno svi ostali 
čvorovi su njegovi potomci). Podgraf stabla generisan skupom koji se sastoji od 
nekog čvora i svih njegovih potomaka nazivamo podstablo koje izlazi iz tog 
čvora. Čvorovi bez djece nazivaju se listovi stabla. Pod nivoom čvora 
podrazumijevamo njegovu udaljenost od korijena, dok se visina stabla definira 
kao udaljenost najudaljenijeg čvora od korijena. Stablo je balansirano ukoliko 
se nivoi ma koja dva lista razlikuju najviše Za jedinicu. 


Za praktične primjene najvažnija su binarna stabla. To su stabla sa 
korijenom kod kojih svaki čvor može imati najviše dva djeteta. Binarna stabla 
leže u osnovi mnogih efikasnih algoritama, pri čemu postoje veoma pogodni 
načini za njihovu reprezentaciju na računaru, koji su mnogo efikasniji nego 
načini reprezentacije proizvoljnih grafova. Binarno stablo visine h može imati 
najviše 2""!— 1 čvorova. Binarno stablo visine h je potpuno ukoliko sadrži tačno 
2" _1 čvorova, odnosno ukoliko mu se svaki list nalazi na nivou h. Potpuno 
binarno stablo visine h sadrži 2" listova. Za binarno stablo kod kojeg je svaki 
čvor ili list, ili posjeduje tačno dvoje djece, kažemo da je pravilno. Pravilna 
stabla sa n čvorova posjeduju tačno (n+1)/2 listova. 


Kod praktičnih primjena binarnih stabala u raznim algoritmima, često je 
potrebno praviti jasnu razliku između dva djeteta koja može imati neki čvor, 
koja ćemo zvati lijevo dijete i desno dijete. Ukoliko smo u nekom binarnom 
stablu za svako dijete nekog čvora specificirali da li je lijevo ili desno dijete, 
tada govorimo o uređenom binarnom stablu. Često se za svako binarno stablo 
podrazumijeva da je uređeno, tako da se riječ “uređeno” najčešće ne naglašava 
posebno. Naravno, ovo je bila samo neformalna definicija uređenog binarnog 
stabla. Formalne definicije je moguće dati na više različitih (međusobno 
ekvivalentnih) načina, pri čemu će nešto kasnije biti data jedna interesantna 
formalna definicija. Primijetimo da je moguće da neki čvor ima lijevo dijete a 
nema desno dijete, kao i da neki čvor ima desno dijete a ima lijevo dijete. Ove 
dvije situacije treba jasno razlikovati (kod neuređenih binarnih stabala, ove 
situacije se ne mogu razlikovati). Podstablo koje izlazi iz lijevog djeteta nekog 
čvora nazivamo lijevo podstablo tog čvora, dok podstablo koje izlazi iz desnog 
djeteta nekog čvora nazivamo desno podstablo tog čvora. 


Postoji mnogo načina da sistematično obiđemo sve čvorove nekog uređenog 
binarnog stabla. U praksi su se kao najvažnija pokazala tri načina obilaska koji 
se nazivaju inorder, preorder i postorder obilazak. Sva tri obilaska definirana su 
rekurzivno. Ukoliko se stablo sastoji samo od jednog čvora, obiđemo njega. U 
suprotnom, kod inorder obilaska prvo rekurzivno obiđemo (istim postupkom) 
lijevo podstablo korijena, zatim korijen, te na kraju rekurzivno obiđemo desno 
podstablo korijena. Kod preorder obilaska prvo obiđemo korijen, nakon čega 
rekurzivno obiđemo prvo lijevo, a zatim desno podstablo. Kod postorder 
obilaska, rekurzivno obiđemo prvo lijevo a zatim desno podstablo i tek na kraju 
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obiđemo korijen. Nije teško vidjeti da se preorder obilazak zapravo svodi na 
DFS pretragu. Neka je, na primjer, dato binarno stablo kao na sljedećoj slici: 


Ukoliko na ovo stablo primijenimo inorder, preorder i postorder obilazak, tada će 
se čvorovi obilaziti u sljedećem redoslijedu: 


Inorder: X4, X2, X13, X8, X14, X5, X9, X1, X6, X10, X3, X15, X11, X7, X12 
Preorder: X1, X2, X4, X5, Xg, X13, X14, X9, X3, X6, X10, X7 X11, X15, X12 
Postorder: X4, X13, X14, X8, X9, X5, X2, X10, X6, X15, X11, X12, X7, X3, KI 


Ovi načini obilaska daju jedan od načina formalnog definiranja uređenog 
binarnog stabla. Ukoliko binarno stablo ne sadrži ni jedan čvor (prazno stablo), 
ono se poistovjećuje sa 2. U suprotnom, uređeno binarno stablo je uređena trojka 
(r, L(r), D(r)) gdje je r korijen stabla, dok su L(r) i D(r) lijevo i desno podstablo 
korijena. Na primjer, stablo iz prethodnog primjera ima sljedeći formalni opis: 


(a, (2, (14, D, D), s, (eg, (113, D, D), (14, D, D)), (19, D, ZD), 
(53, (16, D, (110, 2, D)), (g, Xir Kis, D, B), D), (112, D, D)))) 


Naravno, ovo je samo jedan od mogućih načina da se formalno definira uređeno 
binarno stablo. Mada ovaj način nekome izgleda kompliciran i vještački uveden, 
on je vjerovatno jedan od najpogodnijih načina (uz propisnu implementaciju) za 
reprezentaciju binarnih stabala na računaru. 


Binarno stablo čijim su čvorovima pridružene vrijednosti koje zadovoljavaju 
svojstvo da su vrijednosti pridružene ma kojem čvoru veće ili jednake od 
vrijednosti pridružene njegovom lijevom djetetu a manje ili jednake od vrijednosti 
pridružene njegovom desnom djetetu, naziva se binarno stablo pretrage (engl. 
binary search tree). Obiđemo li čvorove binarnog stabla pretrage inorder 
obilaskom, vrijednosti čvorova u redoslijedu obilaska biće sortirane u rastućem 
poretku. Mnogi efikasni algoritmi za sortiranje i pretraživanje zasnivaju se na 
raznim korisnim svojstvima binarnog stabla pretrage. 


Uređena binarna stabla su naročito pogodna za reprezentaciju aritmetičkih 
izraza (i svih drugih izraza koja se formiraju po sličnim sintaksnim pravilima 
kao i aritmetički izrazi). Naime, većina aritmetičkih izraza ima formu (X + Y) pri 
čemu su X i Y ponovo izrazi, dok je “*” oznaka neke operacije. Pri tome, postoje 
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takvi elementarni izrazi (nazvani atomi) za koje se smatra da ne posjeduju 
sastavne dijelove (npr. atomi mogu biti brojčane konstante, promjenljive, itd.). 
Tako formirani izrazi mogu se vrlo pregledno predstaviti pomoću uređenog 
binarnog stabla kod kojeg je korijenu pridružena oznaka operacije “*”, dok 
lijevo i desno podstablo korijena odgovaraju izrazima X 1 Y. Ukoliko je neki 
izraz atom, njemu odgovara prosti čvor kojem je pridružen taj atom. Posmatrajmo, 
na primjer, izraz A :(B-C)+D/E. Uz dodavanje malo zagrada sa ciljem da se 
oslobodimo potrebe za razmatranjem prioriteta operacija, ovaj izraz se može 
napisati u standardnom obliku kao ((A:(B-C))+(D /E)). Stoga, ovom izrazu 
odgovara sljedeće uređeno binarno stablo: 


Ovako generirano stablo naziva se stablo izraza (engl. expression tree). Lako 
je vidjeti da se iz ovakvog stabla može vrlo jednostavno rekonstruirati izraz koji 
je generirao stablo prostim inorder obilaskom čvorova, uz dodavanje malo 
zagrada. Reprezentacija izraza pomoću stabla izraza leži u osnovi algoritama za 
izračunavanje vrijednosti izraza, kao i za simboličke manipulacije sa izrazima, 
poput diferenciranja, pojednostavljenja izraza, itd. 


Interesantne situacije dobijamo ukoliko na čvorove stabla primijenimo 
preorder ili postorder obilazak (bez umetanja ikakvih dodatnih simbola poput 
zagrada, itd.). Na primjer, preorder obilaskom čvorova prethodnog stabla 
dobijamo sekvencu ++A-BC/DE. Ovako dobijena sekvenca naziva se 
prefiksni oblik ili poljska notacija razmatranog izraza. Iz prefiksnog oblika je 
također moguće rekonstruirati polazni izraz. Naime, svaki dio prefiksnog izraza 
koji ima oblik + X Y gdje su X i Y atomi ili izrazi koji su već pretvoreni u 
standardni oblik interpretira se kao (X + Y), i postupak se ponavlja sve dok se 
može primjenjivati. Na primjer, za prethodno napisani prefiksni oblik izraza 
imamo sljedeću seriju pretvorbi dok ne dođemo do standardnog oblika izraza: 


++A-BC/DE 
+-A (B-C) / DE 
+- A B-C) (D/E) 
+ (A - (B-C)) (D/E) 

((A (B-C))+(D/E)) 
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Naziv poljska notacija potiče od poljskog matematičara J. Zukasiewicza, 
koji je ovu notaciju otkrio u pokušaju da pronađe način zapisivanja aritmetičkih 
izraza koji ne traži niti zagrade, niti ikakve konvencije o prioritetima pojedinih 
operacija. Vidimo da poljska notacija ispunjava taj zahtjev, s obzirom da se 
izrazi zapisani u poljskoj notaciji mogu uvijek korektno interpretirati bez potrebe 
da se zadaju bilo zagrade, bilo da se poznaje prioritet operacija. Zapravo, ova 
notacija je nastala redukcijom funkcijske notacije prema kojoj se izrazi oblika 
(X * Y) pišu kao +(X, Y), uz eksplicitno isticanje funkcijske prirode operacije “*”. 
Recimo, izraz iz prethodnog primjera se u funkcijskoj notaciji zapisuje u obliku 
+(:(A,-(B, C)), /(D, E)). Osnovna zasluga Łukasiewicza je u tome što je uočio 
da se izrazi napisani u funkcijskoj notaciji mogu nedvosmisleno interpretirati čak i 
ukoliko se izbace sve zagrade i zarezi, čime se dobija upravo prefiksni oblik 
razmatranog izraza. 


Ukoliko na stablo izraza primijenimo postorder obilazak, dobijamo još jedan 
način zapisa aritmetičkih izraza koji ne zahtijeva niti zagrade, niti konvencije o 
prioritetima. Ovaj način naziva se postfiksni oblik, obrnuta poljska notacija ili 
RPN (od engl. Reverse Polish Notation) zapis. Na primjer, RPN zapis izraza iz 
prethodnog primjera glasi AB C—-:D E / +. Naziv “obrnuta poljska notacija? 
potiče od činjenice da je ona, na izvjestan način, obrnuta u odnosu na poljsku 
notaciju. Izrazi zapisani u RPN obliku su najpogodniji za interpretaciju od svih 
mogućih zapisa aritmetičkih izraza, s obzirom da zahtijevaju analizu izraza samo 
sekvencijalno slijeva nadesno (kod svih drugih zapisa, izraz se mora prilikom 
interpretacije analizirati naprijed-nazad). Interpretaciju izraza zapisanih u RPN 
zapisu najpogodnije je izvršiti ovako. Izraz interpretiramo slijeva nadesno, pri 
čemu svaki atom na koji naiđemo smještamo na kraj jedne liste koja je na 
početku prazna. Pri nailasku na znak neke operacije, ona se primjenjuje na 
posljednja dva elementa u listi, koji se nakon toga izbacuju iz liste i zamjenjuju 
rezultatom date operacije. Postupak se ponavlja sve dok ne dođemo do kraja 
zapisa. Ukoliko je zapis korektan, na kraju bi u listi trebao ostati samo jedan 
element, koji ujedno predstavlja vrijednost (interpretaciju) izraza. Na primjer, za 
prethodni izraz u RPN obliku postupak interpretacije teče ovako: 


A 
A,B 
A,B,C 
A, B-C) 
(A-(B-C)) 
(A:(B-C)), D 
(A:(B-C)),D, E 
(A:(B-C)), (D/E) 
((A:(B-C))+(D/E)) 


S obzirom na lakoću interpretacije i veliku fleksibilnost RPN zapisa, ovaj način 


zapisa aritmetičkih izraza leži u osnovi gotovo svih algoritama za manipulaciju 
sa aritmetičkim izrazima. 
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8.1 
8.2 


8.3 


8.4 
8.5 


8.6 


8.7 


8.8 


8.9 


8.10 


Zadaci uz Poglavlje 8. 


Opišite strukturu grafa G = (X, R) ukoliko je R relacija ekvivalencije. 


Nacrtajte graf sa 6 čvorova koji za stepene čvorova ima redom brojeve 2, 3,3, 4, 4 i 4, ili 
argumentirano pokažite da takav graf ne postoji. 


Sedam prijatelja, koji odlaze na odmor, dogovore se da će svaki od njih poslati razglednicu 
trojici od preostalih šest. Da li je moguće organizirati korespodenciju tako da svako piše 
onim i samo onim prijateljima koji će i njemu pisati? Obrazložite odgovor. 


Da li postoji graf čiji su svi stepeni čvorova različiti? Obrazložite odgovor. 


Na šahovskom turniru, svaki je igrač igrao sa svakim najviše jednom. Dokažite da u svakom 
trenutku turnira postoje barem dva igrača koji su do tog trenutka odigrali isti broj partija. 


Nađite sve podgrafove, djelimične grafove i djelimične podgrafove grafa sa sljedeće slike: 
X2 


X4 45 
Opišite formalno usmjereni graf sa sljedeće slike kao uređeni par (X, R) i napišite njegovu 
reprezentaciju pomoću matrice susjedstva i pomoću liste susjedstva. Zatim, koristeći nađenu 
reprezentaciju pomoću matrice susjedstva, odredite koliko ima puteva dužine 3 između 
sljedećih parova čvorova: xı i x3; X2 i X1; X3 1 X2; X51 x1; X5 1 x3; te x3 i x5. Odgovor provjerite 
tako što ćete intuitivno pronaći tražene puteve. 

*1 


X4 


Nacrtajte bikompletni graf K,,, i označite mu čvorove proizvoljno. Nakon toga: 

a) Navedite barem jedan jednostavan put u ovom grafu. 

b) Navedite barem jedan put u ovom grafu koji nije jednostavan put, ali jeste staza. 

c) Navedite barem jedan put u ovom grafu koji nije staza. 

d) Dali je moguće da neki put u nekom grafu bude jednostavan put ali da ne bude staza? 
Obrazložite odgovor. 


Ispitajte da li su dva grafa sa sljedeće slije izomorfni ili ne. Ukoliko jesu, pronađite barem 
jedan izomorfizam između njih. Ukoliko nisu, objasnite zašto nisu. 


X1 XI 
X o) X3 LI X3 
X4 X5 X4 X5 


Ispitajte da li su dva grafa sa sljedeće slije izomorfni ili ne. Ukoliko jesu, pronađite barem 
jedan izomorfizam između njih. Ukoliko nisu, objasnite zašto nisu. 


X1 X 
XI X X3 
BIK i U 
X4 X5 X6 xs X6 
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8.11 


8.12 
8.13 


8.14 


8.15 


8.16 


8.17 


8.18 


8.19 


Na sljedećoj slici su prikazana dva neusmjerena grafa: 


X1 X2 
X1 X 
>< Xg X3 
A 
EK X7 Xa 
M %3 X6 X5 


Opišite ove grafove formalno kao uređene parove (X, U) gdje je X skup čvorova, a U skup 
(neusmjerenih) grana, a zatim ih predstavite matricom susjedstva i listom susjedstva. 
Nakon toga utvrdite da li su ova dva grafa izomorfna ili nisu. Ukoliko nisu, objasnite zašto 
nisu. Ukoliko jesu, pronađite barem jedan izomorfizam između njih. 


Nađite sve samokomplementarne grafove sa 4 i sa 5 čvorova. 


Za grafove G;i G2 sa sljedeće slike odredite grafove 
a) GIA G+ (potpuni proizvod) b) GX Gə (kategorički proizvod) 
c)  G1+G2 (suma) d) G;*G, (jaki proizvod) 


Gi yı G2 y2 ya 
X2 Za E 


Pokažite da je potreban i dovoljan uvjet da proizvod G; X G » dva povezana grafa Gi G 
bude povezan da makar jedan od njih ima konturu neparne dužine. 


Argumentirano ispitajte da li su grafovi sa sljedeće slike planarni ili ne. 


X = 


Dužina najkraće konture unutar nekog grafa naziva se njegov struk (engl. girth). Pokažite 
da je za graf sa n čvorova, m grana i strukom g neophodan uvjet za planarnost nejednakost 
m<g(n-2)/(g-2). 


Pokažite da svaki planaran graf ima barem 4 čvora stepena manjeg ili jednakog od 5. Pri 
tome, ako nema čvorova sa stepenom manjim od 5, pokažite da tada mora biti barem 12 
čvorova stepena 5. 


Data su dva neusmjerena grafa kao na sljedećoj slici: 
X2 X3 X2 X3 
X5 X6 X5 X6 
a) Argumentirano utvrdite da li su ovi grafovi planarni ili ne. 


b) Odredite hromatske brojeve za oba grafa, uz odgovarajuću argumentaciju. 
c) Iskoristite rezultate pod a) i b) da zaključite da ovi grafovi nisu izomorfni. 


Primjenom Kirchhoff-Trentove teoreme odredite koliko povezujućih stabala (kostura) ima 
graf (preciznije, multigraf) sa sljedeće slike: 
X2 


X3 
Xi X4 
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8.21 


8.22 


8.23 


8.24 


8.25 


8.26 


Za graf na slici nađite Eulerov ciklus koristeći 


a) Fleuryjev algoritam (klasični) b) Hierholzerov algoritam (randomizirani) 
Xı X2 
X3 X6 
X7 Xg 


Ispitajte da li je grafovi sa sljedeće slike Hamiltonovi ili nisu. Ukoliko jesu, nađite u njima 
Hamiltonove cikluse. Ukoliko nisu, argumentirano obrazložite zašto nisu. 


Meza 
, E7 


X12 


Xo 


Zanatsko preduzeće koje treba da izvede vodoinstalaterske i molerske radove u n=5 
stanova raspolaže jednom ekipom vodoinstalatera i jednom ekipom molera. Moleri ne 
mogu početi sa radom u stanu u kojem vodoinstalateri nisu završili svoj posao. U i-tom 
stanu (i=1..n) vodoinstalateri treba da rade a; sati a moleri b; sati, pri čemu konkretne 
vrijednosti iznose a; =8, a2=20, aa=7, aa=18, a5=9, bj=12, b,=12, b3=15, b4=10 i 
bs=15. Odredite kojim redoslijedom treba da rade vodoinstalateri da bi cjelokupan posao 
bio završen što je god moguće ranije. Problem riješite modelirajući ga kao problem 
pronalaženja Hamiltonove konture u odgovarajućem grafu sa n čvorova. Uputa: može se 
pokazati da vodoinstalateri treba da rade u stanu i prije nego u stanu j ako i samo ako je 
min {a;, b;} < min (aj, b;) (u suprotnom moleri će dangubiti više nego što je potrebno). 


Na dvoru kralja Artura skupilo se 2n vitezova, od kojih svaki među prisutnima ima najviše 
n—1 neprijatelja. Dokažite da je moguće rasporediti vitezove oko okruglog stola tako da ni 
jedan vitez ne sjedi pokraj svog neprijatelja. Uputa: primijenite Diracovu teoremu. 


Dokažite da je graf sa n čvorova i m grana sigurno Hamiltonov ukoliko vrijedi nejednakost 
m> (n*-3n+6)/2. 
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8.29 


8.30 


8.35 


U nekom društvu ima m djevojaka i a momaka. Svaka djevojka poznaje više od polovine 
momaka i svaki momak poznaje više od polovine djevojaka. Dokažite da oni mogu Zaigrati 
kolo tako da svaka djevojka bude između dva momka koja poznaje i da svaki momak bude 
između dvije djevojke koje poznaje. 


Dokažite da ukoliko je n neparan broj, tada nije moguće skakačem obići sva polja šahovske 
table formata n Xn tako da sva polja budu posjećena tačno jednom i da se pri tome vratimo 
na polje sa kojeg smo krenuli. 


Potrebno je uskladištiti 11 različitih hemijskih supstanci S;—S;;. Neke od supstanci se ne 
smiju uskladištiti u istoj kutiji, zbog toga što međusobno hemijski reagiraju. Konkretno, u 
istoj kutiji ne smiju se uskladištiti sljedeći parovi supstanci: {S1, S4}, {S1; S5}, {S1,S u}, 
(Sr Ss), (S2, S3}, (S2, S6}, {S2, Su), (Sa, Sa}, (Sa, S5}, (Sa, So), (Sa S6}, (Sa, S7}, (Ss, Sg}, 
(S5, Sio}, 156 Ss}, {S6 Sio}, {S7 S8}, {S7, Su}, {Ss So}, {So, S11} i {S10, Su}. Odredite 
minimalan broj kutija koje obezbjeđuju sigurno skladištenje svih ovih supstanci. 


Pokažite da se rješavanje poznate kombinatorne slagalice SuDoKu svodi na pronalaženje 
9-bojenja odgovarajućeg grafa sa 81 čvorom (ili, u općem slučaju sa blokovima formata 
nxn, nalaženje n"-bojenja odgovarajućeg grafa sa n čvorova). 


Nađite hromatski broj Petersenovog grafa. 


U ravni je povučen proizvoljan, ali konačan broj pravih. Dokažite da se tako dobijena slika 
može obojiti sa dvije boje tako da bilo koje dvije susjedne oblasti uvijek budu obojene 
različitim bojama. 


Dokažite da za hromatski broj Y(G) proizvoljnog grafa sa n čvorova i m grana vrijedi 
nejednakost Y(G) >n?/(n*-2m). 


Prikažite graf sa sljedeće slike pomoću matrice susjedstva i pomoću liste susjedstva. Zatim 
nađite komponente povezanosti ovog grafa koristeći DFS pretragu. Uvjerite se da rezultat 
nije očigledan iz reprezentacija grafa pomoću matrice susjedstva odnosno liste susjedstva. 


X 


X13 


Dat je neusmjereni graf na sljedećoj slici: 
Xi 


l I 


a) Prikažite redoslijed obilazaka čvorova prema DFS i BFS pretrazi, ukoliko se u svakom 
koraku daje prioritet čvoru sa manjim indeksom. 

b) Nađite Eulerov i Hamiltonov ciklus u ovom grafu, ili dokažite da takvi ciklusi ne 
postoje. 

c) Nađite jedno ispravno bojenje čvorova ovog grafa primjenom pohlepnog algoritma u 
rastućem redoslijedu čvorova po indeksima. Koliko je boja upotrijebljeno? 

d) Pronađite optimalno bojenje čvorova (tj. bojenje sa najmanjim brojem upotrijebljenih 
boja) i dokažite da je upotrijebljeni broj boja zaista optimalan. 


X 
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Dat je neusmjereni graf na sljedećoj slici: 


a) 
b) 


c) 
d) 


e) 
d) 


X1 X2 
X3 


X4 X5 


X 
X6 Xg 


Predstavite dati graf matricom susjedstva i listom susjedstva. 

Nađite povezujuća stabla dobijena primjenom DFS odnosno BFS pretrage, ukoliko se 
u svakom koraku daje prioritet čvoru sa manjim indeksom. 

Nađite intuitivnim putem sve artikulacione čvorove i sve mostove ovog grafa. 
Provjerite formalno da li je x; artikulacioni čvor ovog grafa započinjući DFS pretragu 
sa čvorom xs kao početnim čvorom. 

Nađite sve artikulacione čvorove ovog grafa formalnim putem koristeći DFS pretragu 
(u jednom prolazu). 

Da li je ovaj graf planaran ili ne? Obrazložite odgovor. 


Dat je neusmjereni težinski graf na sljedećoj slici: 


a) 
b) 


Nađite minimalno povezujuće stablo za ovaj graf na razne načine (Kruskalov algoritam u 
raznim verzijama, Primov algoritam u raznim verzijama). 

Nađite najkraći put između čvora x; i xg na razne načine (Dijkstrin algorigam, Bellman- 
Fordov algoritam). 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


a) 


b) 
c) 
d) 


e) 
f) 


Prikažite redoslijed obilazaka čvorova prema DFS i BFS pretrazi, ukoliko se u svakom 
koraku daje prioritet čvoru sa manjim indeksom. 

Odredite hromatski broj ovog grafa (odgovor mora biti argumentiran). 

Argumentirano utvrdite da li je ovaj graf Eulerov i da li je Hamiltonov. 

Nađite na razne načine minimalno povezujuće stablo za ovaj graf. Prilikom primjene 
Primovog algoritma, isprobajte različite čvorove kao početni čvor. 

Nađite na razne načine najkraće puteve između čvora x, i svih ostalih čvorova u grafu. 
Nađite na razne načine najkraće puteve između čvora x, i svih ostalih čvorova u grafu. 


Date su 3 posude: prva, čija zapremina iznosi 8 litara, napunjena je do vrha; druga i treća, 
čije su zapremine redom 5 odnosno 3 litra su prazne. Presipajući tečnost iz jedne u drugu 
od ovih posuda, odredite najbrži način da se postigne da se i u prvoj i u drugoj posudi 
nalazi tačno 4 litra tečnosti. Uputa: posmatrajte graf u kojem svaki čvor odgovara nekoj 
raspodjeli tečnosti po posudama, dok (usmjerene) grane povezuju čvor i i čvor j ako i samo 
ako je jednim presipanjem moguće preći iz raspodjele koja odgovara čvoru i u raspodjelu 
koja odgovara čvoru j. Problem se tada svodi na problem nalaženja najkraćeg puta u grafu. 
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Neki čovjek treba preko rijeke prevesti vuka, kozu i kupus, ali raspolaže čamcem koji 
može prevesti samo jednu od tih stvari. Opišite kako obaviti željeni prevoz ukoliko na obali 
rijeke ne smiju ostati sami vuk i koza ili koza i kupus (problem modelirajte kao problem 
nalaženja najkraćeg puta slično kao u prethodnom zadatku). 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


X4 


X8 15 G 4 X10 


a) Opišite ovaj graf matricom susjedstva i listom susjedstva. Kako glasi težinska matrica 
za ovaj graf? 

b) Formirajte povezujuća stabla prema DFS i BFS pretrazi i prikažite redoslijed obilaska 
čvorova ukoliko se u svakom koraku daje prioritet čvoru sa manjim indeksom. 

c) Argumentirano utvrdite da li je ovaj graf Eulerov i da li je Hamiltonov. 

d) Argumentirano utvrdite da li je ovaj graf planaran ili ne. 

e) Nađite minimalno povezujuće stablo za ovaj graf na razne načine. 

f) Nađite najkraće puteve od čvora x, do svih ostalih čvorova u grafu na razne načine. 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


a) Nađite povezujuća stabla dobijena primjenom DFS odnosno BFS pretrage, ukoliko se 
u svakom koraku daje prioritet čvoru sa manjim indeksom. 

b) Primijenite pohlepni algoritam da pronađete jedno ispravno bojenje čvorova grafa. 
Čvorove obrađujte u rastućem redoslijedu po indeksima. 

c) Nađite hromatski broj grafa tako što ćete pronaći bojenje čvorova grafa koje koristi 
minimalan broj boja, uz obrazloženje zbog čega se broj boja ne može dalje reducirati. 
d) Nađite minimalno povezujuće stablo za ovaj graf na razne načine. 

e) Nađite najkraće puteve od čvora x;; do ostalih čvorova u grafu na razne načine. 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


X 2 X 
X6 zoi S Xii 
X15 X16 


a) Prikažite opis ovog grafa pomoću liste susjedstva. 

b) Argumentirano utvrdite da li je ovaj graf Eulerov i da li je Hamiltonov. 

c) Argumentirano odredite hromatski broj ovog grafa. 

d) Nađite na razne načine minimalno povezujuće stablo za ovaj graf. 

c) Nađite na razne načine najkraće puteve od čvora x,g do svih ostalih čvorova u grafu. 


493 


8.44 


8.45 


8.46 


8.47 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


X2 8 xy 19 X4 


X10 


a) Nađite hromatski broj ovog grafa. 
b) Nađite minimalno povezujuće stablo za ovaj graf na razne načine. 
c) Nađite najkraći put od čvora x5 do čvorova x4, X6, Xo i X11 na razne načine. 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


a) Argumentirano utvrdite da li je ovaj graf planaran ili ne. 

b) Nađite minimalno povezujuće stablo za ovaj graf na razne načine. Pri korištenju 
Primovog algoritma, uzmite čvor x; za početni čvor. 

c) Nađite najkraći put između čvorova x, i xa na razne načine. 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


a) Argumentirano pokažite da ovaj graf nije planaran, ali da mu je dovoljno ukloniti samo 
jednu granu pa da on postane planaran. 

b) Nađite na razne načine minimalno povezujuće stablo za ovaj graf. 

c) Nađite najkraće puteve od čvorova xi, x3, 


Dat je neusmjereni težinski graf kao na sljedećoj slici: 


a) Prikažite redoslijed obilazaka čvorova prema DFS i BFS pretrazi, ukoliko se u svakom 
koraku daje prioritet čvoru koji je obilježen slovom koje nailazi prije po abecedi. 

b) Nađite povezujuća stabla koja slijede iz postupka provedenog pod a). 

c) Odredite hromatski broj ovog grafa (odgovor mora biti argumentiran). 

d) Argumentirano utvrdite da li je ovaj graf Hamiltonov ili ne. 

e) Nađite minimalno povezujuće stablo za ovaj graf na razne načine. 

f) Nađite najkraće puteve od čvora xs do svih ostalih čvorova na razne načine. 
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Sljedeća slika predstavlja auto kartu neke hipotetičke države: 


Rekazga 


Urasoto 28 46 


Zavkul Topufun 


Ptorwur 


Odredite najkraća rastojanja do svih gradova na karti od glavne luke Urasoto kao i od 
glavnog grada Sosyab. 


Deset gradova G- Gy treba povezati telefonskim kablovima. Gradovi ne moraju biti 
povezani direktno, odnosno veza između recimo gradova G; i Gg može ići preko gradova 
Gi, G} i Guo. Jedino je nužno da između ma koja dva grada mora postojati kablovska veza. 
U sljedećoj tablici su prikazana rastojanja u kilometrima između ovih gradova. 


Gi G G; Gu G; Ge G7 Gs Go Gi 0 
Gi 0 45 130 | 30 65 300 | 230 | 70 115 | 100 
G2 45 0 75 125 25 80 | 210 | 60 90 135 
G; 130 | 75 0 65 120 | 120 | 270 | 200 | 155 | 90 
G4 30 125 65 0 55 255 | 330 | 165 | 105 | 55 
G; 65 25 120 | 55 0 70 190 | 140 | 125 | 75 

G6 || 300 | 80 120 | 255 70 0 245 | 90 170 | 140 
G7 | 230 | 210 | 270 | 330 | 190 | 245 0 205 | 195 | 230 
Gs 70 60 | 200 | 165 | 140 | 90 | 205 0 110 | 110 
Go 115 | 90 155 | 105 | 125 | 170 | 195 | 110 0 85 

Gio || 100 | 135 90 55 75 140 | 230 | 110 | 85 0 


Dizajnirajte mrežu telefonskih kablova takvu da ukupni utrošak kablova bude što je god 
moguće manji. Dizajn obavite na dva različita načina, koristeći dva različita algoritma, ali 
u oba slučaja nemojte crtati graf nego sav račun provedite na tabeli. Uporedite koji je način 
prikladniji. Koliki je ukupan utrošak kablova? 


Potrebno je povezati 12 lokacija L; — L42 u računarsku mrežu. Zbog tehnoloških ograničenja, 
kablove nije moguće razvesti između proizvoljne dvije lokacije. Sljedeći spisak opisuje sve 
moguće načine kablovskog povezivanja lokacija, pri čemu trojka oblika (L;, Lj, d;) označava 
da je moguće spojiti lokacije L;i Lj, i to kablom dužine di; (u metrima): 


(Lı, L2, 600) (Li, Lay 1100) (Li, L5, 500) (L, L3, 1500) (L2, L4, 1800) 
(L, Ls, 800) (Lz, L7, 1100) (L3, L4, 800) (La, Ls, 1800) (L3, Lo, 600) 
(La, Le, 1000) (L3, L7, 700) (La, Lii, 1700) (Ls, Le, 1500) (L5, L7, 900) 
(Le, L11300) (L7, Ls, 900) (L;, Lo, 400) (Lz, Lio, 1300) (L7, Lii, 1200) 
(Ls, Lo, 1400) (Lg, Li2,500) (Lo, Lio, 1900) (Lio, Li2, 200) (Lii, Liz, 700) 


Primjenom Kruskalovog algoritma dizajnirajte računarsku mrežu u skladu sa navedenim 
specifikacijama tako da ukupan utrošak kablova bude minimalan. Pri tome, nemojte crtati 
odgovarajući graf, nego sve neophodne radnje obavljajte isključivo “naslijepo”, koristeći 
samo raspoložive podatke, eventualno uz bilježenje izvjesnih pomoćnih informacija. Na 
kraju, dobijeni rezultat provjerite primjenom Primovog algoritma (također “naslijepo”). 
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Dizajnirajte optimalnu elektrodistributivnu mrežu (u smislu minimalnog utroška kablova) 
koja povezuje 6 gradova u Bosni i Hercegovini, pri čemu su njihove međusobne zračne 
udaljenosti date u sljedećoj tabeli. Dizajn izvršite primjenom Primovog algoritma, bez 
crtanja grafa. Koliko iznosi minimalni utrošak kablova? 


Sarajevo Bihać | Banja Luka| Mostar Brčko Trebinje 
Sarajevo 0 240 180 90 150 160 
Bihać 240 0 110 220 250 340 
Banja Luka 180 110 0 230 140 310 
Mostar 90 220 230 0 220 100 
Brčko 150 250 140 220 0 300 
Trebinje 160 340 310 100 300 0 


Turistička agencija “Pljačkaš tours" ima poslovnice u 6 gradova G;—G«. U sljedećoj 
tablici su date cijene direktnih avionskih letova između gradova G; i G; u EUR za i, j = 1..6 
(crtica znači da direktan let ne postoji): 


Gi G2 G: Gi Gs Ge 
Gi 0 500 - 400_| 250 100 
G 500 0 150 | 200 —_ 250 
- 150 0 100 | 200 - 
Gu 400 | 200 100 0 100 | 250 
Gs 250 - 200 100 0 550 
Ge 100 | 250 - 250 | 550 0 


Međutim, poznato je da direktni letovi nisu uvijek 1 najjeftiniji način aviotransporta 
između gradova. Na primjer, iz grada G, jeftinije je u grad G, putovati sa presjedanjem u 
gradu G; nego direktnim letom (sa presjedanjem plaćamo 250+100=350EUR, dok 
direktan let košta 400 EUR). Zbog toga, turistička agencija želi da sastavi tablicu koja 
sadrži informacije koliko iznose najjeftinije cijene aviotransporta između gradova G; i G; 
za i, j=1..6 (uz dopuštanje presjedanja) kao i u kojim gradovima treba eventualno vršiti 
presjedanja za svaki od tih transporta. Primjenom Dijkstrinog algoritma pomozite agenciji 
“Pljačkaš tours" da sastavi ove tablice. Postupak obavite bez crtanja grafova, nego samo 
manipulacijama nad zadanom tablicom, uz eventualno bilježenje pomoćnih dopunskih 
informacija. 


Dat je usmjereni težinski graf na slici, u kojem postoje grane sa negativnim težinama: 


a) Korištenjem Bellman-Fordovog algoritma, nađite najkraće puteve od čvora x, do svih 
ostalih čvorova u grafu. 

b) Primijenite Dijkstrin algoritam na ovaj graf za traženje najkraćeg puta između čvora x, 
i svih ostalih čvorova u grafu i pokažite da se kao rezultat ne dobijaju najkraći putevi 
između čvora x, i ostalih čvorova. 

c) Uvećajte težine svih grana ovog grafa za neki fiksni iznos tako da težine svih grana 
postanu pozitivne i ponovo primijenite Dijkstrin algoritam za traženje najkraćeg puta 
između čvora x, i ostalih čvorova u grafu. Uporedite dobijene rezultate sa rezultatima 
pod a) i b) i uvjerite se da se ponovo ne dobijaju putevi koji su najkraći putevi u 
početnom grafu. 
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Grane usmjerenog grafa na sljedećoj slici modeliraju finansijske transakcije između 
učesnika x;—x;; pri čemu pozitivna težina neke grane označava finansijski gubitak za 
učesnika iz kojeg ta grana izlazi, dok negativna težina odgovara finansijskoj dobiti. 
Pronađite optimalan niz transakcija između krajnjih korisnika x; i x,; duž kojeg su ukupni 
finansijski gubici minimalni. 


Nađite najduži put od čvora x, do čvora xı; u težinskom usmjerenom acikličkom grafu sa 
sljedeće slike. Uputa: Primijenite Bellman-Fordov algoritam na nalaženje najkraćeg puta u 
grafu čije su težine grana negirane u odnosu na originalni graf. Pri tome, nemojte crtati 
novi graf sa negiranim težinama grana, nego postupak provedite negirajući težine grana “u 
glavi” tokom izvođenja algoritma. 


Koristeći Bellman-Fordov algoritam, pokažite da graf na sljedećoj slici sadrži ciklus sa 
negativnom ukupnom težinom i pronađite barem jedan takav ciklus. 


Numerirajte čvorove usmjerenog grafa sa sljedeće slike tako da čine topološko sortiranje, a 
nakon toga nađite maksimalni protok od izvora do ponora koristeći Ford-Fulkersonov 


algoritam. 
25 9 18 
ZA 2 
POZIVA ; 


Pomoću Ford-Fulkersonovog algoritma, nađite maksimalni protok kroz transportnu mrežu 
na slici. 
X 6 X5 8 Xo 10 X12 
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Pomoću Ford-Fulkersonovog algoritma, nađite maksimalni protok kroz transportnu mrežu 
na slici. 


Sljedeći graf modelira sistem naftovoda u kojem se tri rafinerije R;, Rọ i Rz snabdijevaju iz 
tri izvora nafte I}, I i 13. Grane grafa predstavljaju cijevi naftovoda, pri čemu brojevi 
predstavljaju kapacitete cijevi, izražene u tonama po minuti. Napravite plan protoka nafte 
kroz pojedine cijevi naftovoda, tako da se dobije maksimalan protok iz izvora u rafinerije. 
Koristite Ford-Fulkersonov algoritam. 


Klijentski računar K vrši istovremeni download neke datoteke sa 3 servera S4, S2 i Sa. Put od 
tih servera do klijentskog računara vrši se putem mreže posrednika (rutera) R; — Reg. Ispod je 
naveden popis raspoloživih komunikacionih kanala, pri čemu trojka oblika (X, Y,b) označava 
da je moguća komunikacija od čvorišta X do čvorišta Y maksimalnom brzinom od b Mbita/s: 


(S, R,30) — (S23 R1,30) — (S23, R2,20) (S3, R2,50) (S3, R3,50) — (R,,R440) 
(R2, Rs,50) (R2, Rs,20) (R3, R2,40) (R3, R6,20) (R4, Rs,80) (R4, R7,40) 
(Rs, K, 100) (Re, R5,30) (Re, Rs,60) (R7,K,100) (Rs, K, 100) 


Odredite maksimalnu brzinu kojom klijent može izvršiti download posmatrane datoteke 
kao i kolika će pri tome biti aktuelna brzina prenosa podataka kroz svaki od navedenih 
raspoloživih komunikacionih kanala. 


Šest kandidata K,—K; javili su se na konkurs za 5 poslova P,—Ps. Na svaki od poslova 
može se zaposliti najviše jedan kandidat. Kandidat K, kvalificiran je za poslove P;, P>, P41 
Ps. Kandidati K, i K, kvalificirani su za poslove P}, P4 i Ps. Kandidat K, kvalificiran je za 
poslove P, i Ps. Kandidat K; kvalificiran je za poslove P,, P4 i Ps. Kandidat K; kvalificiran 
je za poslove P4 i Ps. Nađite mogući raspored kandidata na poslove koji garantira zaposlenje 
maksimalnog broja kandidata. Izvedite ovo prvo koristeći namjenske postupke za rješavanje 
problema maksimalnog uparivanja, a zatim pokažite da se isti problem može riješiti 
svodeđenjem na problem maksimalnog protoka i primjenom Ford-Fulkersonovog algoritma. 


U malo primorsko mjesto došlo je 9 skupina T,— Ty stranih turista. Jezici kojima govore su 
engleski (E), njemački (NJ), francuski (F), italijanski (I), španjolski Ši portugalski (P). 
Turistički ured raspolaže sa 10 turističkih vodiča V,—V jo. Sljedeće tabele prikazuju kojim 
jezicima govore pojedine skupine turista i koje jezike znaju pojedini turistički vodiči: 


Skupina Tı Tə T; Ta T; Té T; Ta To 
Jezik E E NJ E F S I S P 


Vodič | vV; | V, | V; | Va | V; | Ve | V: | V; | Vs | Vo 
Jezik [ENI[ E,Š | E ENJEN[ E | Š,P | F,P |F,Š,I | E,NJ 


Kako treba dodijeliti vodiče turističkim skupinama (svakoj skupini po jedan vodič) tako da 
se opsluži najveći mogući broj skupina? 
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Riješite probleme optimalnog raspoređivanja koji su opisani niže prikazanim tablicama. Za 
svaki od postavljenih problema razmotrite posebno varijante u kojima se traži minimizacija i 
u kojima se traži maksimizacija. 


a) Yı Y2 Y3 Y4 Y5 b) Yı Y2 Y3 Y4 y5 c) Yı Y2 Y3 Y4 Y5 
7 X|1 3245 xı|3 21 12 6 10 

Xx|9 6 9 5 5 Xx|4 1 3 2 5 x|8 232 5 5 
x3|3 8 3 1 8 midl 32 5-4 X3|33 14 13 10 7 
x|79422 X|52 1 4 3 X4|14 21 19 11 11 
x|8 4748 x|4 5132 x5|9 16 10 15 13 


Na novootvorena radna mjesta R;, Ro i R; konkurirali su kandidati K;, K2, Ka, K4 i Ks. Pri 
tome, kandidati K, nema kvalifikaciju za radno mjesto R2, kandidat K; za radno mjesto Ri, 
a kandidat Ks za radno mjesto Ra. Na testiranju, kandidati su osvojili sljedeće kaznene 
poene po radnim mjestima Ri, R3 i R; respektivno: 


Kı: 5, 11,17 K:: 6, —, 18 Ka: 7, 12, 19 Kg: > 13, 20 Ks: 8, 14,- 


Izvršite optimalan raspored kandidata na odgovarajuća radna mjesta tako da ukupni zbir 
kaznenih poena bude minimalan. Koji kandidati neće biti primljeni? 


Radna organizacija je raspisala konkurs za prijem po jednog prevodioca za engleski (E), 
francuski (F), ruski (R) i španjolski (Š) jezik. Na konkurs su se prijavila 3 kandidata K,, K> 
i Ka, koji poznaju sva četiri jezika, a koji su na testu dobili sljedeći broj poena po jezicima 
E, F, R i S respektivno: 


K;: 3,2, 5,4 Kz: 6, 4, 7,8 K;; 1, 6, 3,7 


Izvršite optimalan raspored kandidata tako da zbir poena koji su kandidati dobili na testu 
bude maksimalan. Koje radno mjesto će ostati i dalje otvoreno? 


U nekom pogonu za proizvodnju veoma tanke ali čvrste žice, završna obrada žice vrši se u 
četiri etape E;—E4. Svaka od etapa može se izvoditi na bilo kojoj od četiri mašine M;— M4, 
ali zbog izvjesnih tehnoloških ograničenja, svaka etapa se mora izvoditi na različitoj mašini. 
Međutim, u toku svake od etapa, dolazi do neželjenih promjena debljine žice (zadebljanja 
ili istanjenja). Sljedeća tabela prikazuje procentualne promjene u debljini žice ukoliko se 
etapa E; i= 1..4 izvodi na mašini Mj, j= 1..4 (pozitivni iznosi odgovaraju zadebljanjima a 
negativni istanjenjima): 


M; | M: | M; | M4 
E|1|8|4 
AFRE 
BlI 2 |25 
E,| 3 | 0 | -3 


AJN jojn 


Odredite koja se etapa treba izvršavati na kojoj mašini tako da se kao finalni proizvod 
dobije najtanja moguća žica. 


Kulturno-umjetničko društvo želi da organizira muzički sastav od 4 člana: gitarista (G), 
bubnjar (B), klavijaturista (K) i pjevač (P). Na konkurs se prijavilo 6 kandidata K;—K;. 
Raspisana audicija i kandidati su dobili ocjene uspješnosti kao u sljedećoj tabeli (oznaka 
“—” znači da kandidat nije sposoban za odgovarajući posao): 


Kı | K? | Ks | K4 | K5 | K6 
G 8 9 8 7 6 7 
B — 9 5 8 — 8 
K 7 10 | — 3 8 10 
P 8 — 9 9 7 9 


Pronađite sve optimalne izbore kandidata u muzički sastav tako da isti bude što je god 
moguće uspješniji. 
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Rasporedite niz brojeva 44, 19, 98, 86, 40, 51, 93, 60, 69, 78, 14, 74, 85, 36, 53, 82 i 25 u 
binarno stablo pretrage, a zatim prikažite redoslijed obilaska njegovih čvorova u inorder, 
preorder i postorder poretku, te navedite formalni opis dobijenog stabla. Raspoređivanje 
brojeva obavite redom u redoslijedu kojim su brojevi navedeni, odnosno za svaki novi 
element potrebno je pronaći poziciju gdje ga treba smjestiti u stablo uz pretpostavku da su 
prethodni elementi već raspoređeni. 


Nacrtajte binarna stabla koja odgovaraju sljedećim formalnim opisima, a zatim prikažite 
redoslijed obilaska njihovih čvorova u inorder, preorder i postorder poretku: 
a) (A, (B, Ø, (D, Ø, )), (C, (E, Ø, D), 2)) 
b) (A, @B, (C, Ø, 2), (D, (E, 2, F, 2, D)), D)), 2) 
c) (A, (B, (H, (I, Ø, (K, (L, d, ©), M, Ø, D))), J, D, D)), B), (C, D, 2, E, (F, 0,2), 
(G, 5, D))), D)) 
d) (A, (B, (C, (D, Œ, Ø, D), D), D), D), D) 
e) (A, (B, (C, D, Ø, 8), 8), 2), (E, 0, F, Ø, (G, 2, D)))) 


Nacrtajte binarna stabla koja odgovaraju sljedećim aritmetičkim izrazima, a zatim odredite 
prefiksni i postfiksni oblik navedenih izraza: 

a) (A+B). (C-D) 

b) (A-C):D)/(A+(B+D)) 

c) (A+B/(A-B)/(A-B/(A+B)) 

d) (A-B+C-D)-(A/B-(D+E)) 

e) (((A+B):-C+D)-E)-((A+B)-C-D) 

Ð (A:+B-C/D+E)+(A-B-C-D-D)/(A+B+C) 


Prikažite sljedeće postfiksne izraze u vidu binarnog stabla, a zatim odredite prefiksni i 
standardni (infiksni) oblik ovih izraza: 


a) AB+C- b) ABC+- 
c) ABCD+-/E- d) ABC-:CDE+/— 
e) AB+CD-EF/--A: f) ABAB-+-D- 


g) ADBCD--+: 


Izračunajte vrijednosti postfiksnih izraza uzimajući konkretne vrijednosti A=1, B=2, 
C=3,D=4,E=5iF=6 bez njihovog prethodnog prevođenja i u kakav drugi oblik. 


Pokažite primjerom da dva različita binarna stabla sa čvorovima A, B i C mogu imati isti 
preorder redoslijed obilaska A B C. 


Pokažite da postoji jedinstveno binarno stablo sa 6 čvorova čiji preorder redoslijed obilaska 
glasi AB CEFD, a inorder redoslijed obilaska glasi ACFEBD. 


Nađite primjer dva različita binarna stabla 8; i 8, a koja imaju jednake redoslijede obilazaka 
čvorova i po preorder i postorder načinu obilaska. 


Pronađite potrebne i dovoljne uvjete da neki string bude korektan postfiksni zapis nekog 
aritmetičkog izraza. 
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9. Uvod u teoriju diskretnih sistema 


9.1" Diskretni signali 


U uvodnom poglavlju smo vidjeli da su predmet proučavanja diskretne 
matematike veličine koje su definirane samo na diskretnom skupu vrijednosti. U 
primjenama diskretne matematike u prirodnim i tehničkim naukama, taj diskretni 
skup vrijednosti obično predstavlja diskretne trenutke vremena, diskretne lokacije 
tačaka u prostoru, ili neki sličan diskretni skup. Ukoliko svakom elementu takvog 
diskretnog skupa pridružimo neku brojčanu vrijednost (npr. svakom diskretnom 
trenutku vremena pridružimo temperaturu ambijenta izmjerenu u tom trenutku 
vremena) govorimo o diskretnom signalu. Oblast diskretne matematike koja 
proučava diskretne signale i manipulacije sa njima, uključujući i transformacije 
jednog diskretnog signala u drugi, naziva se teorija diskretnih sistema. 


Pridružena brojčana vrijednost koja se spominje u definiciji diskretnih signala 
najčešće je realan broj, mada je za neka teoretska razmatranja korisno dopustiti 
mogućnost da pridružena vrijednost može biti i kompleksan broj, s obzirom da 
upotreba kompleksnih brojeva može znatno pojednostaviti matematski aparat 
koji se koristi pri postupcima analize diskretnih signala. Stoga, diskretan signal 
možemo definirati kao svaku funkciju čiji je domen neki diskretni skup D, a 
kodomen skup !R ili skup C. Kako elemente svakog diskretnog skupa (za koji 
ćemo prećutno pretpostaviti da je prebrojiv) možemo kodirati elementima skupa 
Z, diskretne signale obično definiramo kao funkcije čiji je domen skup Z a 
kodomen skup R ili C. Kao domen je praktičnije uzeti skup Z nego skup N (koji 
bi se također mogao uzeti kao domen), s obzirom da takav izbor najčešće vodi 
ka logičnijoj interpretaciji. Recimo, ukoliko pretpostavimo da elementi domena 
predstavljaju diskretne vremenske trenutke, tada je logično referentni vremenski 
trenutak (npr. trenutak započinjanja mjerenja) označiti sa 0, tako da vremenski 
trenuci veći od 0 predstavljaju trenutke koji nastupaju nakon referentnog trenutka, 
a vremenski trenuci manji od 0 trenutke koji nastupaju prije referentnog trenutka. 
Stoga ćemo u nastavku podrazumijevati da svaki diskretni signal ima skup ZZ 
kao svoj domen. Također, domen diskretnog signala zvaćemo diskretno vrijeme a 
njegove elemente diskretni trenuci, bez obzira da li se u konkretnoj interpretaciji 
zaista radi o vremenu ili ne. 


Diskretni signali se još nazivaju i sekvence. Vrijednost diskretnog signala x 
u diskretnom trenutku n obično se označava sa x,, mada se često koristi i 
obilježavanje x(n). Ipak, simbolika x, u kojoj se n pojavljuje kao indeks jasnije 
ukazuje da n mora biti cijeli broj. U suštini, riječ sekvenca je sinonim za riječ 
niz, ali za razliku od nizova koji se uvode u matematičkoj analizi gdje se kao 
domen uzima skup N, ovdje se dopušta da indeks bude i negativan broj. Stoga se 
često koristi i naziv dvostrana ili bilateralna sekvenca, pri čemu se tada klasični 
nizovi kod kojih je dozvoljeno da indeks bude isključivo nenegativan nazivaju 
jednostrane ili unilateralne sekvence. Sekvence najčešće grafički predstavljamo 
preko štapićastih dijagrama, pri čemu visina štapića odgovara vrijednosti 
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sekvence u odgovarajućem diskretnom trenutku vremena. Stapići se završavaju 
kružićem, pri čemu se kružić nalazi na apscisnoj osi ukoliko je odgovarajuća 
vrijednost jednaka nuli. Sljedeća slika prikazuje grafički prikaz jedne sekvence: 


Xn 


U teoriji diskretnih sistema često se javlja potreba za razmatranjem kako 
dvostranih, tako i jednostranih sekvenci. Recimo, ukoliko neka sekvenca x 
predstavlja rezultate mjerenja temperature, ti rezultati sigurno nisu poznati za 
one vremenske trenutke koji su nastupili prije nego što je mjerenje počelo. 
Ukoliko trenutak 0 predstavlja trenutak kada je mjerenje započelo, to zapravo 
znači da vrijednosti x, nisu definirane za n <0. Stoga bi se u teoriji diskretnih 
sistema trebale posebno razmatrati dvostrane i jednostrane sekvence. Međutim, 
većina razmatranja koja vrijede za dvostrane sekvence ostaju na snazi i za 
jednostrane sekvence ukoliko jednostrane sekvence tretiramo kao dvostrane 
sekvence za koje vrijedi x, =0 za n <0. Stoga ćemo u nastavku, ako nije drugačije 
rečeno, jednostrane sekvence tretirati upravo na takav način, odnosno smatraćemo 
da je vrijednost ma koje jednostrane sekvence jednaka nuli ukoliko se kao 
indeks upotrijebi negativan cijeli broj. 


Na ovom mjestu trebalo bi istaći razliku između oznake poput x, koja 
predstavlja čitavu sekvencu (tj. sve njene vrijednosti) i oznake poput x, koja 
predstavlja vrijednost sekvence x za neku konkretnu vrijednost indeksa n. Ipak, 
ponekad se, u slučaju kada treba naglasiti kojim je slovom obilježen indeks, 
čitava sekvenca također označava sa x,. Međutim, takvo označavanje se smije 
koristiti samo ukoliko je iz konteksta jasno misli li se na čitavu sekvencu ili na 
njenu vrijednost za konkretnu vrijednost indeksa. Nedoumice se mogu otkloniti 
primjenom Churchovog X-operatora ili njemu ekvivalentnog operatora "—" 
preuzetog iz jezika Maple, o kojima smo ranije govorili. Njihovom primjenom 
sekvenca koja dobija vrijednost x, za vrijednost n može se označiti kao An.x, ili 
kao n>x,, tako da je, u tom smislu, x=An.x, odnosno x=n>x,. Tako, na 
primjer, sekvencu x čije su vrijednosti x, =" možemo strogo definirati kao 
x=An.n' ili kao x=n—n". U nastavku ćemo, u slučaju potrebe, uglavnom koristiti 
obzira što je A-operator danas već u priličnoj mjeri prihvaćen kao dio standardne 
matematičke notacije (za razliku od “nestandardnog" operatora "—"). 


Operacije sa brojevima poput sabiranja, množenja itd. se na prirodan način 
prenose na sekvence tako da se izvršavaju element po element nad svim 
66_2?? 


članovima sekvence. Konkretnije, ukoliko je "o" neka binarna operacija nad 
realnim brojevima i ukoliko su x i y dvije sekvence, tada je xoy sekvenca za 
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koju vrijedi (xo y),=X,0 Yn. Tako je, recimo, (x+y) = X, + yn, (XY)n=XnYn itd. 
Specijalno, definira se produkt sekvence sa brojem c tako da vrijedi (cx), = € Xn. 


Postoje izvjesne sekvence koje su od velikog značaja u teoriji diskretnih 
sistema i za koje su uvedene posebne oznake. Na prvom mjestu, tu je impulsna 
sekvenca O koja je poznata još i kao delta sekvenca (preciznije, Kroneckerova 
delta sekvenca da bi se razlikovala od znatno komplikovanijeg pojma delta 
funkcije koji se koristi u teoriji kontinualnih signala i sistema i koja se potpunije 
naziva Diracova' delta funkcija, a za koju se koristi isti simbol 6). Za impulsnu 
sekvencu vrijedi š,=1zan=0i8,=0zan#0. Umjesto 0;_; skraćeno se piše 
samo 8;; i tada govorimo o Kroneckerovom delta simbolu (ovakvo obilježavanje 
se smije koristiti samo ukoliko ne postoji opasnost da se izraz ij u indeksu 
protumači kao produkt i i j). Za Kroneckerov delta simbol vrijedi 0;;= 1 za i=ji 
đij =0zai +j. 


Druga značajna sekvenca je jedinična sekvenca u, poznata i kao odskočna 
ili Heavisideova“ sekvenca. Za jediničnu sekvencu vrijedi u,=1 za n20 i u,=0 
za n<0. Lako se vidi da između impulsne i jedinične sekvence postoji veza 
0, = U, — U,1. Impulsna i jedinična sekvenca ilustrirane su na sljedećoj slici: 


0, Un 


Jasno je da su grafici sekvenci 0, i Unx gdje je k neki fiksirani cijeli broj 
identični prethodnim graficima, samo pomaknuti udesno za k mjesta (odnosno 
ulijevo za |k| mjesta ako je k negativan). Takve sekvence nazivaju se pomaknuta 
impulsna odnosno pomaknuta jedinična sekvenca. Strogo rečeno, oznake poput 
Ön 1 Un- precizne su samo u slučajevima kada se njima označavaju vrijednosti 
sekvenci za konkretne vrijednosti indeksa, ali ne i u slučajevima kada ih želimo 
koristiti za opis čitavih sekvenci, jer iz oznaka poput 8,,, ili u,,x ne vidimo da li 
je nezavisna promjenljiva (indeks) sekvence n ili k. Da razriješimo ove nedoumice, 
u nastavku ćemo, ukoliko drugačije ne naglasimo, uvijek podrazumijevati da slovo 
n predstavlja nezavisnu promjenljivu sekvence, a da svako drugo slovo koje 
eventualno figurira u indeksu (poput k u prethodnom primjeru) predstavlja 
unaprijed fiksirani parametar. Drugim riječima, kada govorimo o sekvenci (kao 
cjelini) 8,x, mislimo na sekvencu n—>8,_x (odnosno An.0,_) a ne recimo na 
sekvencu k— ð, (odnosno Xk.8,,x) u kojoj je k nezavisna promjenljiva. 


! Paul A. M. Dirac (1902-1984), britanski teorijski fizičar. Dobitnik Nobelove nagrede za fiziku. Osnivač 
kvantne mehanike i kvantne elektrodinamike. 
Oliver Heaviside (1850-1925), britanski inženjer, matematičar i fizičar. Samouk, bavio se primjenom 
kompleksnih brojeva u električnim kolima, rješavanjem diferencijalnih jednačina, te reformulacijom 
Maxwellovih jednačina. 
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Iz definicije impulsne sekvence direktno slijedi da za nju vrijedi tzv. svojstvo 
selekcije izraženo relacijom x,8,=X98,, odnosno x8=x,8. Općenitije vrijedi 
Xn On-k = Xk On-x Odnosno x, Špx = Xx One Na osnovu ovog svojstva direktno slijedi 
da se svaka sekvenca može prikazati kao linearna kombinacija pomaknutih 
impulsnih sekvenci. Preciznije, za proizvoljnu sekvencu x vrijedi 


Xn = KAJE = EZ 


k=—eo k=-—eo 


Zaista, kako je 8,,=0 za n£k, to su u prikazanoj sumi za svaku konkretnu 
vrijednost n svi članovi jednaki nuli za sve vrijednosti k osim za k=n, a član 
Xx Onk Za k=n postaje x,8m = X,. Primijetimo da ova formula vrijedi bilo ako 
posmatramo individualne vrijednosti sekvenci, bilo ako posmatramo čitave 
sekvence (preciznije, ako x, i -x posmatramo kao čitave sekvence, dok xx ðn- 
posmatramo kao produkt broja xx i sekvence 8, x). Ovakva neobična reprezentacija 
sekvenci kao linearnih kombinacija pomaknutih impulsnih sekvenci biće nam od 
koristi nešto kasnije. 


Za diskretni signal kažemo da je periodičan ukoliko postoji cijeli broj N +0 
takav da za svako ne Z vrijedi X,,n = Xn. Pri tome, takav broj N nazivamo period 
razmatranog diskretnog signala. Jasno je da period, ukoliko postoji, nikada ne 
može biti jedinstven. Zaista, ukoliko je N period nekog diskretnog signala, tada 
je svaki broj oblika kN, ke Z\{0} također period tog signala. Stoga se uvodi 
pojam osnovnog perioda kao najmanjeg od svih pozitivnih perioda. Interesantno 
je da se svaki periodični signal osnovnog perioda N može izraziti kao suma N 
članova u kojima figurira funkcija “cijeli dio broja" u sljedećem obliku: 


N-1 Pet 
XnEX_1+ > (re xu)L N i 
k=0 


Diskretni signali oblika x, = A sin (Qn + Q), što uključuje i važne specijalne 
slučajeve x,=AsinQnix,=Acosfn koji se dobijaju iz općeg slučaja za G=0 
odnosno za Ọ = 7/2, nazivaju se harmonijski diskretni signali. Veličine A, Qi Q 
nazivaju se respektivno amplituda, diskretna frekvencija i faza harmonijskog 
diskretnog signala. Za amplitudu i diskretnu frekvenciju možemo bez umanjenja 
općenitosti smatrati da su nenegativne veličine, s obzirom da se eventualne 
negativne vrijednosti ovih veličina lako mogu učiniti pozitivnim promjenom 
faze za iznos m. Odmah treba naglasiti da postoji nekoliko veoma značajnih razlika 
između harmonijskih diskretnih signala i njihovih kontinualnih analogona, odnosno 
funkcija oblika x(f) = A sin (œt + Q), gdje je te R realna promjenljiva. Stoga ćemo, 
prije nego što nastavimo dalje, detaljnije razmotriti te razlike. 


Prva razlika možda i nije toliko bitna sa aspekta same diskretne matematike 
koliko sa aspekta interpretacije rezultata dobijenih iz teorije. Naime, dok u 
kontinualnom slučaju promjenljiva £ gotovo uvijek posjeduje neku fizikalnu 
dimenziju (tipično dimenziju vremena), promjenljiva n je u diskretnom slučaju 
uvijek bezdimenzionalna veličina (s obzirom da predstavlja redni broj). Stoga je 
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diskretna frekvencija također bezdimenzionalna, za razliku od frekvencije u 
kontinualnom slučaju, koja obično ima dimenziju recipročne vrijednosti vremena, 
s obzirom da produkt œź mora biti bezdimenzionalan (to je i razlog zbog kojeg 
se diskretna frekvencija obično obilježava simbolom Q da bi se jasnije istakla 
njena razlika u odnosu na kontinualnu frekvenciju œ). U skladu s tim, diskretnoj 
frekvenciji se ne smiju pripisivati fizikalne interpretacije koje se tipično pripisuju 
frekvenciji u kontinualnom slučaju. Specijalno, ukoliko je diskretni signal x, 
nastao uzimanjem uzoraka kontinualnog signala x(t) = A sin (œt +) u pravilnim 
razmacima T, tj. ako je x, = x(nT), tada je Q = œT, tako da u ovom specijalnom 
slučaju diskretna frekvencija ima značenje proizvoda klasične frekvencije 
uzorkovanog signala sa razmakom uzimanja uzoraka. U skladu sa tim, ukoliko 
znamo da je diskretni harmonijski signal sa diskretnom frekvencijom Q nastao 
uzorkovanjem nekog kontinualnog signala u pravilnim razmacima T, moglo bi 
se naslutiti da je frekvencija tog kontinualnog signala iznosila œ = Q/T. Međutim, 
uskoro ćemo vidjeti da je ova interpretacija jednoznačna samo ukoliko je Q < m i 
ukoliko apriori znamo da frekvencija uzorkovanog signala nije bila veća od n/T. 


Druga razlika između diskretnih harmonijskih signala i njihovih kontinualnih 
analogona je mnogo izražajnija i ima značajne posljedice unutar same teorije 
diskretnih signala. Naime, dok su u kontinualnom slučaju sve funkcije oblika 
x(t) = A sin (0+?) uvijek periodične sa osnovnim periodom T = 27/0, s obzirom 
da vrijedi x(t+T) = x(1) za sve te IR, diskretni harmonijski signali su periodični 
samo za vrijednosti Q specijalnog oblika. Ovo neočekivano svojstvo slijedi iz 
činjenice da u diskretnom slučaju period, ako uopće postoji, mora biti prirodan 
broj. Stoga su diskretni harmonijski signali periodični samo ako je moguće naći 
prirodan broj k takav da je 2kn/O također prirodan broj. Lako se vidi da je to 
moguće ako i samo ako je Q racionalan umnožak broja 1, što predstavlja uvjet 
pod kojim je diskretni harmonijski signal periodičan. Preciznije, ukoliko je 
Q=pmniq gdje su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi, tada je diskretni 
harmonijski signal periodičan sa osnovnim periodom 2q ukoliko je p neparan, 
odnosno sa osnovnim periodom q ukoliko je p paran. Ukoliko Q nije ovog oblika, 
diskretni harmonijski signal nije periodičan. Direktna posljedica ove činjenice je 
da uzorci nekog periodičnog kontinualnog signala ne moraju predstavljati 
periodičan diskretni signal čak ni ukoliko se uzimaju u pravilnim razmacima. 
Nije teško pokazati da će dobijeni diskretni signal biti periodičan samo ukoliko 
je omjer između perioda uzorkovanog kontinualnog signala i razmaka uzimanja 
uzoraka racionalan broj. 


Sljedeća razlika po kojoj se diskretni harmonijski signali razlikuju od svojih 
kontinualnih srodnika predstavlja prilično iznenađenje svima koji se prvi put 
susreću sa diskretnim harmonijskim signalima i ima velike praktične posljedice 
vezane za tretman diskretnih signala u praksi. Naime, za razliku od klasične 
frekvencije œ u kontinualnom slučaju, diskretna frekvencija Q nije jednoznačno 
određena samim diskretnim harmonijskim signalom, tako da različite vrijednosti 
diskretne frekvencije Q mogu dati posve isti diskretni harmonijski signal. Tačnije, 
nije moguće razlikovati diskretne signale iste amplitude i faze, a čije se diskretne 
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frekvencije razlikuju za cjelobrojni umnožak od 2m. Zaista, zbog činjenice da su 
diskretni signali definirani samo Za cjelobrojne vrijednosti n, imamo 


A sin(Q+2km)n+) = A sin(Qn+E+2knm) = Asin (Qn+ 9) 


za sve cjelobrojne vrijednosti k, jer je 2knm cjelobrojni umnožak od 27 (zbog 
cjelobrojnosti k i n), tako da jednakost slijedi iz periodičnosti funkcije sinus. 
Primijetimo da je za izvođenje ove jednakosti bitna cjelobrojnost broja n. Zbog 
toga ova osobina ne vrijedi za kontinualan slučaj u kojem nezavisna promjenljiva 
uzima sve realne vrijednosti. 


Zahvaljujući gore opisanoj nejednoznačnosti, diskretna frekvencija svakog 
diskretnog harmonijskog signala uvijek se može svesti na opseg od -n do T 
dodavanjem nekog cjelobrojnog umnoška od 27, što dalje efektivno postaje opseg 
od 0 do 1, s obzirom da se negativne frekvencije lako mogu svesti na pozitivne 
promjenom faze. Stoga se za vrijednost diskretne frekvencije nekog diskretnog 
harmonijskog signala uvijek uzima ona ekvivalentna vrijednost koja leži u opsegu 
od 0 do T, tako da je rx najviša diskretna frekvencija koju može imati neki 
diskretni harmonijski signal. Stoga, harmonijske diskretne signale čija je diskretna 
frekvencija bliska vrijednosti O odnosno 1 nazivamo niskofrekventnim odnosno 
visokofrekventnim diskretnim signalima respektivno. Što je diskretna frekvencija 
digitalnog signala bliža iznosu 1, to su češće promjene znaka između susjednih 
vrijednosti diskretnog signala. Diskretna frekvencija rx odgovara diskretnom 
signalu čije su vrijednosti naizmjenično pozitivne i negativne istog apsolutnog 
iznosa. Radi usporedbe, na sljedećoj slici prikazana su četiri harmonijska diskretna 
signala sa diskretnim frekvencijama 7/7, 370/7, 51/7 i rm (u sva četiri slučaja je 
g=T7/2): 


Xn, (Q=7/7) Xn (Q = 37/7) 


e n n 


Xn (Q = 57/7) 


Nejednoznačnost diskretne frekvencije diskretnih harmonijskih signala ima 
bitne (uglavnom negativne) posljedice na postupke diskretne (najčešće digitalne) 
obrade kontinualnih signala. Neka smo, na primjer, kontinualni harmonijski 
signal x(t) = A sin œt uzorkovali u pravilnim razmacima T. Na taj način dobijamo 
diskretni harmonijski signal x, = x(nT) = A sin Qn, pri čemu je Q = OT. Međutim, 
ukoliko je kontinualni signal “prebrz” u odnosu na odabranu učestanost uzimanja 
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uzoraka (tj. ukoliko se uzorci uzimaju "isuviše rijetko"), dolazi do ozbiljnih 
problema. Konkretnije, ukoliko je œ> T/T (odnosno ukoliko je T > 7/0), imamo 
Q > m. Stoga će, zbog nejednoznačnosti diskretne frekvencije, diskretnom signalu 
dobijenom nakon uzorkovanja odgovarati i neka diskretna frekvencija u opsegu 
od 0 do ze (koju možemo dobiti odbijanjem odgovarajućeg cjelobrojnog umnoška 
broja 27 od Q), koja može biti i mnogo manja od Q. Označimo tu frekvenciju sa 
A'. Međutim, isti takav digitalni signal dobili bismo uzorkovanjem sa istim 
razmakom uzimanja uzoraka T drugog kontinualnog signala x(t) = A sin œ’ t čija 
je frekvencija œ = Q’/T manja (moguće i mnogo manja) od œ. Stoga će dobijeni 
diskretni signal odavati iluziju da je nastao uzorkovanjem drugačijeg "sporijeg" 
(možda i mnogo sporijeg) kontinualnog signala. Ova pojava ilustrirana je na 
sljedećoj slici. Izvorni kontinualni signal x(f) = sin 131, prikazan tačkastom 
linijom na slici, uzorkovan je sa razmakom uzimanja uzoraka T = 7/6, čime je 
dobijen diskretni signal x, = sin (13n70/6) sa diskretnom frekvencijom Q = 137/6. 
Međutim, ovaj diskretni signal može se napisati i kao x, = sin (70/6) sa diskretnom 
frekvencijom Q’ =7/6. Stoga, dobijeni signal odaje iluziju kao da je nastao 
uzorkovanjem kontinualnog signala x'(f) = sint sa istim razmakom uzimanja 
uzoraka T =7/6, a čija je frekvencija 13 puta manja (ovaj signal je na slici 
prikazan crtkanom linijom): 


FE 


Opisana pojava naziva se transpozicija frekvencije ili aliasing. Jasno je da 
će do ove pojave doći i u slučaju da signal koji se uzorkuje nije harmonijski 
signal, ali koji sadrži kao svoj sastavni dio neku harmonijsku komponentu oblika 
Asin(Qf+Q) čija je frekvencija © veća od T/T gdje je T razmak uzimanja 
uzoraka. Stoga se, pri digitalnoj obradi kontinualnih signala, mora voditi računa 
da razmak uzimanja uzoraka T bude manji od 7%/œ, gdje je œ najveća među 
frekvencijama svih harmonijskih komponenti koje ulaze u sastav signala koji 
želimo uzorkovati. Ovo je potpuno u skladu sa Shannon-Nyquistovom teoremom 
o uzorkovanju o kojoj smo govorili u uvodnom poglavlju, a koja ne predstavlja 
ništa drugo do generalizaciju ovdje provedenih razmatranja. Nažalost, čak i 
ukoliko poštujemo ovaj uvjet, u kontinualnim signalima koji se susreću u 
stvarnom svijetu uvijek su prisutne razne visokofrekventne smetnje i šumovi koje 
sadrže harmonijske komponente sa frekvencijama višim od kritične frekvencije 
T/T (gdje smo T odabrali u skladu sa harmonijskim komponentama koje čine 
"korisni dio" signala). Ukoliko izvršimo uzorkovanje takvog signala bez ikakvih 
dodatnih predradnji, takve smetnje i šumovi će doživjeti transpoziciju frekvencije, 
te će se u dobijenom diskretnom signalu manifestirati kao veoma neugodne i 
teško otklonjive niskofrekventne smetnje. Zbog toga se prije vršenja uzorkovanja 
moraju poduzeti posebne mjere koje će iz signala koji se uzorkuje odstraniti sve 
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neželjene parazitne harmonijske komponente čija je frekvencija veća od kritične 
frekvencije N/T. Takvi postupci se u tehnici obično nazivaju filtriranje (u ovom 
specifičnom slučaju, obično se govori o anti-aliasing filtriranju). 


Poseban značaj harmonijskih diskretnih signala leži u činjenici da se svaki 
periodični diskretni signal može izraziti kao suma konačno mnogo harmonijskih 
diskretnih signala. Zaista, ukoliko je N osnovni period nekog periodičnog 
diskretnog signala x,, može se pokazati da vrijedi reprezentacija 


N-I 
Xn= Z acos E nth sin ZE 


N-1 
a 2kT = u. 
äg= N 2510057 n, k=0..N-1 
N-I 
b= N sin N k=0..N-1 


Upućeniji će odmah primijetiti veliku sličnost između navedene reprezentacije 
Za X, i Fourierovih redova poznatih iz matematičke analize (uočljiva je i sličnost 
u formulama za računanje koeficijenata ax i b;, samo što se ovdje umjesto 
integrala javljaju konačne sume). Zbog toga se ova reprezentacija periodičkih 
digitalnih signala naziva diskretni Fourierov‘ red ili, skraćeno, DFS (od engl. 
Discrete Fourier Series). Međutim, za razliku od klasičnih Fourierovih redova iz 
matematičke analize, koji predstavljaju beskonačne redove, diskretni Fourierovi 
redovi su konačni (tako da otpadaju sva pitanja vezana za konvergenciju, koja su 
od ključne važnosti u kontinualnom slučaju). 


Diskretni Fourierov red izražava proizvoljan periodičan diskretni signal 
osnovnog perioda N kao sumu od N članova oblika ay cos Qąn + by sin Qn pri 
čemu je 9% =2kT/N za k=0..N—1. Koristeći elementarne trigonometrijske 
transformacije, ovi članovi se mogu napisati u obliku A, sin (Qn + Ex), pri čemu 
se koeficijenti Ax i px lako računaju na osnovu a, i bx. Odavde slijedi da se svaki 
periodični diskretni signal osnovnog perioda N može napisati kao suma od 
najviše N harmonijskih diskretnih signala (broj može biti manji od N ako su neki 
od koeficijenata A, nule) čije su diskretne frekvencije %;, k=0..N—1. Ovi 
harmonijski diskretni signali nazivaju se harmonici posmatranog diskretnog 
signala. Pri tome, koeficijenti A, odnosno px pokazuju koliko iznosi amplitudni 
udio odnosno fazni stav harmonika sa frekvencijom Q, unutar razmatranog 
diskretnog signala. Zbog toga se skupina brojeva A; odnosno Qx za k=0..N—1 
naziva respektivno amplitudni spektar odnosno fazni spektar posmatranog 
diskretnog signala. 


lg oseph Fourier (1768-1830), francuski matematičar i fizičar. Bavio se teorijom prenosa toplote, te onim što 
se danas u matematici zove Fourierova analiza (Fourierovi redovi, integrali i transformacije). 
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Amplitudni odnosno fazni spektar imaju veliku ulogu u postupcima digitalne 
obrade signala. Zbog toga, nije na odmet napomenuti da računanje koeficijenata 
az i b, (odnosno A; i P;) prema gore navedenim formulima nije osobiti efikasan 
način njihovog računanja. Za tu svrhu, postoje mnogo efikasniji postupci u čijoj 
osnovi leži skupina postupaka poznata pod zajedničkim nazivom brza Fourierova 
transformacija, ili skraćeno FFT (od engl. Fast Fourier Transform). Na ovom 
mjestu se ne možemo upuštati u opis takvih tehnika. Zainteresirani se upućuju na 
specijalističku literaturu posvećenu digitalnoj obradi signala. 


9.2 Diskretni sistemi 


Pod diskretnim sistemom smatramo ma kakvo pravilo koje neku sekvencu x 
transformira u drugu sekvencu y. Formalno, diskretni sistem je funkcija (ili, bolje 
rečeno, operator) čiji su domen i kodomen skupovi diskretnih sekvenci (pod 
operatorom u matematici generalno smatramo funkcije čiji su argumenti druge 
funkcije, tj. čiji je domen neki skup funkcija, a sekvence također spadaju u 
funkcije). Ukoliko je sekvenca y nastala transformiranjem sekvence x pomoću 
sistema S, pišemo y = S[x]. Sekvenca x naziva se pobuda (engl. stimulus) odnosno 
ulaz u sistem (engl. system input) dok se sekvenca y naziva odziv (engl. response) 
odnosno izlaz iz sistema (engl. system output). Diskretni sistemi koji opisuju 
neke stvarne pojave (npr. fizikalne procese) obično se nazivaju modeli tih pojava. 


Nerijetko se u literaturi umjesto y= S[x] piše y, = SLr,l, mada je takvo 
označavanje pomalo nedoslijedno, jer sistemi djeluju na čitavu sekvencu, a ne 
samo na neki njen konkretan element. Naime, iz takve oznake moglo bi se 
nespretno zaključiti da vrijednost sekvence y u trenutku n zavisi samo od 
vrijednosti sekvence x također u trenutku n (kao što bi bilo kada bismo npr. 
pisali y,=f(x,) gdje je f neka klasična funkcija sa domenom u skupu realnih ili 
kompleksnih brojeva). Stoga bi, ako već moramo naglašavati indeks n, bolje bilo 
pisati nešto poput y=S[n—>x,]. Suštinski, kada kažemo da je y= S[x], vrijednost 
sekvence y u ma kojem trenutku n može u biti zavisiti čak od svih vrijednosti 
sekvence x, tj. od vrijednosti sekvence x u svim mogućim trenucima koji se 
posmatraju. Dakle, u najopćenitijem slučaju može vrijediti 


Yn =f(n, +++9 Xn-3s Xn-2s Kn-1> Kn» Kn+1> Xn+2, Xn+3» sia) 


gdje je f neka funkcija sa beskonačno mnogo argumenata. Međutim, funkcija f 
ne mora biti toliko općenita. Na primjer, svi sistemi koji modeliraju ma koju 
fizikalno ostvarljivu vremenski promjenljivu pojavu imaju osobinu da vrijednosti 
y, sekvence y u ma kojem konkretnom trenutku n ne mogu zavisiti od vrijednosti 
sekvence x u trenucima koji slijede iza trenutka n, tj. od “budućih” vrijednosti 
sekvence x (posmatrano u odnosu na “tekući” vremenski trenutak n). Ovo 
izražava princip kauzaliteta (ili uzročno-posljedični princip) po kojem reakcija 
ma kakvog realističnog fizikalnog sistema uvijek ovisi isključivo o tome šta se 
do tada dogodilo, a ne od toga šta će se tek dogoditi. Diskretni sistemi koji 
zadovoljavaju princip kauzaliteta nazivaju se kauzalni (uzročni) sistemi. 
Formalno, diskretni sistem je kauzalan ukoliko vrijednosti y, sekvence y u ma 
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kojem konkretnom trenutku n zavise eventualno samo od vrijednosti x, sekvence 
x za vrijednosti k£ n, tj. ukoliko je 


Yn =f(n, Kn» Xn-1, Xn-2, Xn-3> Zel 


Specijalan slučaj kauzalnih sistema su trenutni ili bezinercijalni sistemi, 
poznati još i pod nazivom sistemi bez memorije, kod kojih vrijednost y, 
sekvence y u ma kojem trenutku n ovisi samo od vrijednosti sekvence x u tom 
istom vremenskom trenutku, odnosno kod kojih vrijedi y,=f(n,x,). S druge 
strane, sistemi koji nisu kauzalni nazivaju se anticipativni (predviđajući) 
sistemi. Ovakvi sistemi mogu biti korisni za formiranje matematskih modela 
koje uključuju procjene ponašanja izvjesnih veličina u budućnosti (npr. modela 
koji se zasnivaju na procjeni stope rasta nacionalnog bruto dohotka u narednih 
godinu dana), ali oni nikada ne modeliraju neki fizički ostvarljiv proces, osim 
eventualno u slučajevima kada nezavisna promjenljiva ne predstavlja vrijeme 
(nego eventualno neku drugu fizikalnu veličinu). 


Suma (ili paralelna veza) sistema S, i S, je sistem S; +$, takav da vrijedi 
(S1+5)L] = S{{x|+SIx|, dok se proizvod (ili serijska odnosno kaskadna veza) 
sistema S; i S definira analogno kompoziciji funkcija, odnosno proizvod 5,52 
sistema S, i S je sistem takav da vrijedi S,9[x] = S,[82[x]]. Napomenimo da 
proizvod sistema u općem slučaju ne mora biti komutativan. Po analogiji 
definiramo Six] = SIS[x]] i, općenito, Stix] = SLS DI] za k> 1. Inverzni sistem 
S" sistema S je sistem za koji vrijedi S [S[x]] =x, ako takav postoji. Suma i 
proizvod kauzalnih sistema i sami su kauzalni sistemi, dok inverzni sistem 
nekog kauzalnog sistema ne mora i sam biti kauzalan. Također, inverzni sistem 
nekog sistema, ukoliko postoji, ne mora biti jedinstven. 


Neki diskretni sistemi su od posebnog značaja u teoriji sistema. Na prvom 
mjestu tu je sistem poznat kao jedinični pomak, koji se označava sa E. Ovaj 
sistem kao odziv daje ulaz pomaknut unazad za jednu vremensku jedinicu, 
odnosno ukoliko je y=Elxl, tada je y,=x,u. Ovo možemo zapisati i kao 
E[x], = Xn-1, ili nešto manje strogo kao E[x,] = x,_, (strožiji oblici ovog zapisa su 
E[n>x,|=n>xn,i, Elx] = n>xr1, E[M.x,n] = Àn. x1 ili E[x] = An. xn-1). Odavde 
neposredno slijedi E [x], = X,-x odnosno E [xn] =x,x. Definicija periodičnog 
signala također se lako izražava preko operatora E. Naime, diskretni signal x je 
periodičan ako i samo ako postoji cijeli broj N #0 takav daje E"(x| = x. 


Sljedeća dva važna diskretna sistema su diferencija unaprijed i diferencija 
unazad, koji se označavaju respektivno sa A odnosno V. Oni su definirani 
pomoću relacija A(x|, = X,1—X, 1 Vix] = X,—X,1, odnosno, u manje strožem 
obliku, pomoću relacija A(x,| = Xn -Xn 1 Vixa] =x,—X.1. Iz ovih definicija 
očigledno slijedi da je diferencija unazad kauzalan sistem, dok diferencija 
unaprijed to nije. Iz tog razloga se u teoriji diskretnih sistema (posebno pri 
razmatranju fizikalno ostvarljivih vremenski promjenljivih pojava) mnogo češće 
koristi diferencija unazad, koja se tada prosto naziva samo diferencija. Također, 
iz izložene definicije jasno slijedi da je V = AE. Inverzni sistemi ovih sistema 
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nazivaju se respektivno antidiferencija unaprijed i antidiferencija unazad (ili 
samo antidiferencija) i dati su izrazima 


n 


na = )G Ve Ma 
k=—oco 


k=—o 


Diferencija i antidiferencija u diskretnoj matematici (a naročito u teoriji 
diskretnih sistema) igraju sličnu ulogu kakvu igraju izvod i integral u kontinualnoj 
matematici. Stoga se diferencija često naziva diskretni diferencijator, dok se 
antidiferencija naziva diskretni integrator ili akumulator. 


Opis mnogih diskretnih sistema često se može kompaktno predstaviti preko 
tzv. diferentnih jednačina. Prije nego što izložimo opću ideju, razmotrimo neke 
jednostavne ali ilustrativne primjere. Razmotrimo prvo kako bismo mogli 
modelirati neki sef kao diskretni sistem. Neka je x, količina novca uložena u 
toku n-tog dana, a neka je y, ukupna količina novca u sefu na kraju n-tog dana. 
Neka je ulaganje započelo u trenutku koji ćemo označiti sa n=0. Tada sef 
možemo modelirati kao diskretni sistem koji tranformira sekvencu x u sekvencu 
y, pri čemu vrijedi 


n 
Yn = Xot Xi +H X2 +... PX Xn DD 
k=0 


Vidimo da vrijednost y, u trenutku n zavisi od svih vrijednosti xx sekvence x 
za sve vrijednosti k od 0 do n. Na prvi pogled djeluje da sistem mora memorirati 
sve vrijednosti xx za k od 0 do n da bi se mogla izračunati vrijednost y,. Kako 
broj vrijednosti x; od kojih zavisi x, neograničeno raste kada n raste, slijedi da bi 
takav sistem morao posjedovati beskonačnu memoriju. Međutim, primijetimo da 
se rad sefa može mnogo prostije modelirati pomoću jednačine oblika 


Yn = Yn t Xn 


Zaista, današnja količina novca u sefu jednaka je jučerašnjoj količini novca u 
sefu uvećanoj za današnji ulog. Dakle, u ovoj formuli novo stanje sefa y„ izraženo 
je preko prethodnog stanja y,-1 1 trenutne vrijednosti ulaza x,. Primijetimo da je 
ova formula implicitna, jer se vrijednosti izlaza nalaze kako sa lijeve, tako i sa 
desne strane jednakosti. Bez obzira na to, ova formula omogućava da se 
rekurzivno izračunaju vrijednosti y, za proizvoljnu vrijednost n. Recimo, iz same 
postavke problema slijedi da je y,=0 za n<0, tako da imamo yg= y_1 + X)=X0, 
Y1 =yo +X =X0+ X1, 2 =} +X2=X0 +X] +X7, itd. 


Razmotrićemo sada jedan primjer iz elektrotehnike. Neka je na izvor napona 
e(t), koji u općem slučaju može biti vremenski promjenljiv, priključen serijski 
spoj otpornika otpora R i kondenzatora kapaciteta C, i neka je potrebno odrediti 
kako se mijenja napon uc(t) na kondenzatoru u ovisnosti od napona izvora e(t). 
Ukoliko sa i(t) označimo struju kroz ovaj serijski spoj, iz II Kirchhofovog 
zakona slijedi e(f) = R i(f) + uc(t). Za struju kroz kondenzator vrijedi i(t) = dg(f)/dt, 
dok iz definicije kapaciteta slijedi g(f) = Cuc(t), tako da je i(t) =C duc(t)/dt. 
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Uvrstimo li ovo u jednačinu koja slijedi iz II Kirchhofovog zakona, dolazimo do 
jednačine oblika 
(Ne u +uc(t) = e(t) 
df 

Jednačina ove vrste spada u tzv. diferencijalne jednačine, koje su tipično 
sredstvo matematičke analize i koje, kao takve, nisu plod proučavanja diskretne 
matematike (one su tipični predstavnici kontinualnih modela). Međutim, uz 
izvjesne aproksimacije, ovaj fizikalni objekat može se sasvim lijepo modelirati 
kao diskretni sistem. Naime, iz definicije izvoda slijedi da za dovoljno malo T 
vrijedi približna jednakost 


duc(t) _uc(t)—uc(t—T) 
d T 


Uvrštavanjem ove približne jednakosti u prethodnu diferencijalnu jednačinu 
dobijamo jednačinu 


RC (uc(t) — uc(t—T))+ T uc(t) = T e(t) 


Dogovorimo se sada da ćemo posmatrati napone e(f) i uc(f) ne u proizvoljnim 
vremenskim trenucima f, nego samo u trenucima vremena koji su međusobno 
razmaknuti za iznos vremena T, odnosno u vremenskim trenucima t =2T, gdje je 
n cijeli broj. Ukoliko je iznos T dovoljno mali, imaćemo dovoljno dobru predstavu 
o ponašanju napona e(t) i uc(t) praktično svuda. Uvedimo sada oznake x, = e(nT) 
i y, = uc(nT). Uz ovakvo označavanje prethodna jednačina postaje 


RC (Yn— Yn-1) + TYn = TXn 


odnosno 


_ RC T 
MRO "RC" 
Ovim smo dobili diskretni model koji povezuje napon na kondenzatoru sa 
ulaznim naponom, pri čemu ulogu ulaza u sistem x preuzimaju uzorci ulaznog 
napona e(t) uzeti u pravilnim vremenskim razmacima, dok ulogu izlaza y 
preuzimaju uzorci napona na kondenzatoru uc(t) uzeti u istim trenucima vremena. 


Razmotrimo još i jedan jednostavan primjer iz ekonomije. Neka je y, 
nacionalni bruto dohodak na kraju n-te godine. Ovaj dohodak možemo iskazati 
kao y,=P,+i,+X, gdje je p, iznos koji su potrošači uložili za kupovinu raznih 
dobara u toku n-te godine, i, predstavlja investicije za kupovinu proizvodnih 
sredstava u toku n-te godine, dok x, predstavlja ostala (neplanirana) ulaganja u 
toku n-te godine koja utječu na formiranje nacionalnog bruto dohotka (poput 
troškova vlade, itd.). Na osnovu istraživanja koja je proveo P. A. Samuelson', 


! Paul A. Samuelson (1915-2009), američki ekonomist. Dobitnik Nobelove nagrade za ekonomiju. 
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pokazano je da su troškovi dobara za život približno proporcionalni bruto 
nacionalnom dohotku u toku prethodne godine, tako da možemo pisati p, = @ y,-1, 
pri čemu je a koeficijent proporcionalnosti, koji se često naziva marginalna 
tendencija potrošnje. Isto tako, ustanovljeno je da su investicije približno 
proporcionalne prirastu potrošnje u proteklom periodu, tj. razlici Vp, =Pn—Pn1> 
tako da vrijedi i,=PB(p.—P.x={) =0APB(y,1—Yn—2), gdje je B također koeficijent 
proporcionalnosti, u ekonomiji poznat prosto pod nazivom veza (ili odnos). 
Stoga, na osnovu polazne jednačine imamo 


Yn =P,nt+lntXn = A Yn- +aB (Yn-1>)Yn-2) +Xn 


odnosno 
Yn = a(B+1) yn = aB yn + Xn 


Drugim riječima, bruto nacionalni dohodak y, u toku godine može se približno 
iskazati preko bruto nacionalnih dohodaka y,_, i y,-2 u toku prošle i pretprošle 
godine, kao i preko neplaniranih ulaganja x, u toku tekuće godine. U ovoj 
jednačini, oslobodili smo se zavisnosti od pomoćnih promjenljivih veličina p, i 
i,» Čija je vrijednost procijenjena na osnovu vrijednosti drugih veličina. 


Generalizacijom prethodnih primjera, možemo zaključiti da se ponašanje 
mnogih diskretnih sistema može opisati jednačinom oblika 


Yn =f(n, Yn—15 Yn-2 +++5 Yn-ks Xns Kn» +++ Xn) 


ili, još općenitije, jednačinom sljedećeg oblika, u kojoj se y„ ne pojavljuje 
eksplicitno: 


o(n, Yn: Yn-1; Yn-2, +..> Yn-k> Kn» Xn-1> +. Kal) = 0 


Dosada smo se već susretali sa jednačinama ovog oblika, koje smo nazivali 
diferentne jednačine (koriste se još i nazivi rekurentne jednačine ili rekurence). 
Ove jednačine daju ovisnost trenutne vrijednosti izlaza od vrijednosti izlaza u k 
prethodnih trenutaka, kao i trenutne vrijednosti ulaza 1 vrijednosti ulaza u / 
prethodnih trenutaka (u mnogim slučajevima ne postoji direktna ovisnost od 
prethodnih vrijednosti ulaza, tako da je /=0). Broj k naziva se red diferentne 
jednačine. U prethodnim primjerima, diferentne jednačine koje modeliraju rad 
sefa i serijsku vezu otpornika i kondenzatora bile su prvog reda, dok je 
diferentna jednačina koja opisuje model nacionalnog bruto dohotka drugog reda. 


Naziv “diferentne jednačine" potiče od činjenice da se svaka diferentna 
jednačina može izraziti i pomoću operatora diferencije i njegovih stepena, 
odnosno svaku diferentnu jednačinu je moguće prikazati i u sljedećem obliku: 

2 k l 
y(n, Yn, VYn, V Yn V Yn, Xn, VXn, ste V Xn) =0 
Zaista, iz činjenice daje Vy, = yYn— yni Slijedi y,—1 = Yn— Vyn, tako da se y„,-ı može 


izraziti preko y, i Vy,. Slično, y„-2 se može izraziti preko y,, Vyn i V’yn. Zaista, 
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imamo Vly, = V(Vy,) = V(Yn—Yn-1) = (Yn—Yn-1) — (Vi —Yn-2) = M2 +Yn-2> tako 
da je y,2 = Vyn — Yn + 2y, 1 = Vyn — Yn +2 (Yn—VYn) = Yn—2VYyn+ V"),, Analogno 
možemo izvesti da se y,_, može izraziti preko y, i V'y, za sve i= 1..k, tako da se 
nakon obavljenih zamjena svaka diferentna jednačina zaista može svesti na 
navedeni oblik. Tako se, na primjer, diferentna jednačina koja opisuje serijsku 
vezu otpornika i kondenzatora može napisati u obliku 


T 
V n= GX Yn 
X" Zao)" 
dok se diferentna jednačina koja modelira rast nacionalnog bruto dohotka može 
predstaviti u obliku 
a- p_1 1 
Vyn = JE Vyn + 
aß B op 


Može se pokazati da uz dodatno ograničenje da je sistem kauzalan, diferentne 
jednačine jednoznačno opisuju neki diskretni sistem (bez ovog ograničenja, više 
različitih diskretnih sistema može zadovoljavati istu diferentnu jednačinu). Pored 
toga, diferentne jednačine omogućavaju da se veoma lako numerički odredi odziv 
ma kakvog diskretnog sistema na ma kakvu pobudu, pod uvjetom da je ta 
pobuda započela u nekom konačnom trenutku, odnosno da je bila jednaka nuli 
prije tog trenutka (bez umanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je taj 
trenutak n =0). Ovo se zasniva na činjenici da iz pretpostavke da je x,=0 za 
n < 0 i kauzalnosti sistema direktno slijedi da je y, =0 za n <0, tako da je iz same 
diferentne jednačine i poznate vrijednosti x, moguće odrediti yo. Dalje je iz 
diferentne jednačine i poznatih vrijednosti xı, Xo 1 yo moguće odrediti yı, iz 
poznatih vrijednosti x2, X;, Xo, Yı 1 Yo moguće je odrediti y2, itd. Postupak je očito 
moguće nastaviti tako da je vrijednost y, za proizvoljnu vrijednost n moguće 
rekurzivno izračunati na osnovu poznatih vrijednosti sekvence x i konačno 
mnogo prethodno izračunatih vrijednosti sekvence y sa indeksima manjim od n. 


> Primjer: Dat je diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom 
Yn H2Yn-1 Yn3 = PA Naći numerički vrijednost odziva y, za vrijednosti n 
od O do 6 na pobudu x,=1+n(1+1)/2 za n>0, pri čemu se pretpostavlja da 
jex,=0zan<0. 


Iz date diferentne jednačine slijedi yn = Kn —Xn-2—2 Yn-1Yn-3: S obzirom na 
kauzalnost sistema, iz x,=0 za n<0 slijedi y,=0 za n<0, tako da neposredno 
imamo: 


Yo = Xo —X-2— 2 Y1 Y3 = 1?-0-2.-0-0=1 
y = Xi Xx1—2 y0y-2 = 22—0—2-1:0=4 
M=X-X-2yiya=4-1-24:0=15 
Y%=X%—X-2Žpyo=7-2-2:15-1=17 
ya =x; —X2—2y391 = 11”—4-2-17-4 = -19 
ys = x5 —x3—2y4y2 = 16"-7-2:(-19)-15 = 819 
Ye = X6 —X4—2ys y3 = 22—11 -2-819 17 = -27373 


DDOR BIR 
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Iz ovog primjera vidi se praktičnost predstavljanja sistema diferentnom jednačinom 
za potrebe numeričkog nalaženja odziva na zadanu pobudu. Međutim, iz prikazanog 
načina ne vidi se nikakva mogućnost nalaženja eksplicitne formule koja daje 
zavisnost y, od n kada je poznat opis diskretnog sistema i zavisnost x, od n. Ovaj 
problem je, generalno, veoma složen problem, koji je rješiv samo za izvjesne 
specijalne klase diskretnih sistema. Jedna takva važna klasa diskretnih sistema, 
za koju je pomenuti problem rješiv, biće razmatrana u izlaganjima koja slijede. 


Vidjeli smo da je, sa aspekta numeričkog računanja odziva, opis diskretnih 
sistema preko diferentne jednačine veoma praktičan, s obzirom da je za nalaženje 
odziva u svakom trenutku potrebno znati samo vrijednosti ulaza i konačno mnogo 
prethodnih vrijednosti izlaza. Drugim riječima, u svakom trenutku računanje se 
može izvršiti samo na osnovu konačno mnogo prethodno memoriranih podataka. 
Nažalost, ne mogu se svi diskretni sistemi opisati diferentnim jednačinama. Oni 
diskretni sistemi koji se mogu opisati diferentnim jednačinama nazivaju se 
diskretni dinamički sistemi ili diskretni sistemi sa konačnom memorijom. 
Mada nisu svi diskretni sistemi dinamički, klasa dinamičkih diskretnih sistema je 
vrlo široka u smislu da su većina diskretnih sistema koji se susreću u praktičnim 
primjenama upravo dinamički diskretni sistemi. 


9.3* Linearni i stacionarni sistemi 


Za diskretni sistem S kažemo da je linearan ukoliko za svake dvije sekvence 
x i yi za svaka dva broja a i b vrijedi Slax+by] =a Slx] +b SLy]. Na primjer, 
sistem V je linearan (isto vrijedi i za sistem A). Zaista, prema definiciji imamo 
Vlax+byl,=(ax,+byn)—(aXni+b Yi) = 4(Xn—Xn1)—b(Yn—Yn-1), što nije ništa 
drugo nego aV[x],+bVLy],, tako da je Vlax+by] =aVlx]+bVly]. Sasvim lako 
je pokazati da je sistem E također linearan. Kao primjer sistema koji nije 
linearan uzmimo sistem S definiran sa S[x], =X,X,-1. Zaista, za ovaj sistem s 
jedne strane imamo Slax+byl,=(ax,+by,)(aXni1+byn-i) a s druge strane je 
a SLx]n+b SLy], = 4 Xn Xn-1 +b Yn Yn-1, tako da je Slax+by] £ a S[x] +b SLy]. 


Nije teško pokazati da su suma i proizvod linearnih sistema također linearni 
sistemi, kao i da je inverzni sistem nekog linearnog sistema (ako postoji) također 
linearan sistem. Svojstvo kojim se definira linearnost sasvim lako se indukcijom 
proširuje na proizvoljan konačan broj sekvenci. Tako, za svaki linearni sistem 
zapravo vrijedi Slax+by+cz+..]=a Slxl+b Sly] + c S[z] +... U razmatranjima 
koja slijede, pretpostavićemo da svojstvo linearnosti vrijedi i u slučajevima kada 
se javlja suma od beskonačno mnogo sekvenci, mada za izvjesne patološke 
sisteme ovo svojstvo u takvim slučajevima može biti narušeno. 


Za diskretni sistem S kažemo da je stacionaran (susreću se još i nazivi 
autonoman, vremenski nezavisan, invarijantan na pomak odnosno invarijantan 
na translaciju) ukoliko vrijedi SE = Eg, tj. ukoliko za proizvoljnu sekvencu x 
vrijedi SLELx]] = ELSLx]]. Indukcijom se tada pokazuje da za proizvoljan prirodan 
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broj k vrijedi SE = E's odnosno S[E*[x]] = E*[S[x]] za ma kakvu sekvencu x. Iz 
definicije je očito da Je sistem E stacionaran, a stacionaran je i sistem V. Zaista, 
imamo V[Ex]],=E [xl,—E'Drlha =2,4—%41 i EIV DI = VEn = Xn 
tako da je VIE'[x]] = E'[V[x]]. Intuitivno, sistem je stacionaran ukoliko način 
njegovog reagiranja na neku pobudu ne ovisi od tačnog trenutka kada je ta 
pobuda nastupila, odnosno ukoliko je odziv sistema na vremenski pomaknutu 
sekvencu istovjetan kao i odziv na originalnu sekvencu pomaknut za isti 
vremenski iznos. Zbir i proizvod stacionarnih sistema, kao i inverzni sistem 
nekog stacionarnog sistema (ako postoji) također su stacionarni. 


Kao primjer sistema koji nije stacionaran, uzmimo sistem S definiran izrazom 
Six], =nx,. Zaista, za ovaj sistem imamo S[ELx]], = nx,-1 dok je, s druge strane, 
E[Slxl]l,=(n—1)x,1, te uvjet stacionarnosti nije ispunjen već za k= 1. Općenito, 
kad god se izraz kojim se definira n-ti član sekvence Slx] ne može napisati tako 
da se u njemu n ne pojavljuje eksplicitno, (a ne samo unutar nekog od indeksa 
sekvence x), sistem nije stacionaran. Obično se u literaturi tvrdi da vrijedi i 
obrnuto, odnosno da je sistem stacionaran ukoliko se izraz koji opisuje n-ti član 
sekvence S[x] može napisati tako da se u njemu ne javlja eksplicitna ovisnost od 
n. Mada je ovo u osnovi tačno, eksplicitna ovisnost od n se može manifestirati 
na prilično neočekivane načine (što će biti vidljivo iz primjera koji slijede), tako 
da je potrebno precizirati kakav tačno oblik smije imati izraz koji opisuje n-ti 
član sekvence S[x] da bismo mogli tvrditi da on ne zavisi eksplicitno od n. 
Konkretno, sistem S je stacionaran ako i samo ako se izraz koji opisuje n-ti član 
sekvence S[x] može napisati tako da zavisi samo od članova oblika x,+x gdje je k 
neki fiksan cijeli broj (neovisan od n), pri čemu broj takvih članova (konačan ili 
beskonačan) ne ovisi od n i pri čemu se niti n niti članovi sekvence x u tom 
izrazu ne javljaju niti u kojem drugom obliku. 


> Primjer: Pokazati da sistem S definiran izrazom S[x], = X, nije stacionaran. 


Mada se na prvi pogled čini da izraz kojim se definira n-ti član sekvence S[x] 
ne ovisi eksplicitno od n (s obzirom da se n javlja samo u indeksu), sasvim je lako 
pokazati da ovaj sistem nije stacionaran, s obzirom da vrijedi SLE[Lx]], = x2,-1 dok 
je, s druge strane, E[S[x]]n = X2m-1), te je, u općem slučaju S[E[x]],# ELS[x]],. 
Zaista, sistem S kreira izlaznu sekvencu tako što iz ulazne sekvence izdvaja samo 
članove sa parnim indeksima. Stoga je S[E[x]] sekvenca koja nastaje tako što 
prvo sekvencu x pomaknemo za jedno mjesto unazad, a zatim iz pomaknute 
sekvence izdvojimo članove sa parnim indeksima (čime smo, zapravo, iz polazne 
sekvence izdvojili članove sa neparnim indeksima). S druge strane, E[S[x]] je 
sekvenca koja nastaje tako što iz sekvence x prvo izdvojimo članove sa parnim 
indeksima, a zatim tako dobijenu sekvencu pomaknemo za jedno mjesto unazad. 
Sasvim je jasno da se time u općem slučaju dobija posve drugačija sekvenca od 
sekvence S[E[x]]. 


Treba primijetiti da je iluzija da izraz kojim se definira n-ti član sekvence S[x] 
ne ovisi eksplicitno od n uzrokovana činjenicom da član x,, nije oblika x,+x gdje 
je k fiksan cijeli broj neovisan od n. I zaista, svaki pokušaj da izraz za S[x], 
izrazimo preko članova takvog oblika dovodi do toga da se n eksplicitno pojavi 
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negdje na drugom mjestu. Takav izraz nije baš ni posve jednostavno formirati. 
Jedna od mogućnosti je izraz oblika 


Six], = y Ôn Xuk Zee + 81+2Xn-2 + Ogi Kai + Š,Xn + On 1Xn+1 + 8,_2Xn42 +... 


k=—oo 


Zaista, kako je n- #0 samo za k = n, od čitave dvostrano beskonačne sume ostaje 
samo član za k =n, koji glasi 09x2, odnosno upravo x2,. Međutim, ovakav prikaz 
doveo je upravo do pojave vidljive eksplicitne ovisnosti od n u vidu faktora oblika 
Ôn koji eksplicitno ovise od n (oni su, zapravo, funkcije od n). 


Sistem iz prethodnog primjera specijalan je slučaj sistema opisanih izrazom 
SLx]n = Xk, gdje je k neki unaprijed zadan prirodan broj. Takvi sistemi nazivaju se 
kompresori (sa faktorom kompresije k), s obzirom da oni iz ulazne sekvence 
izdvajaju svaki k-ti element i tako kreiraju “kompresovanu“ izlaznu sekvencu. 
Dakle, sistem iz prethodnog primjera je kompresor sa faktorom kompresije 2. 


> Primjer: Pokazati da sistem S definiran izrazom S[x], = x3 nije stacionaran. 


Iz definicije slijedi da ovaj sistem za ma kakvu ulaznu sekvencu x na izlazu 
daje konstantnu sekvencu čiji su svi članovi jednaki članu ulazne sekvence sa 
indeksom 3. Jasno je da pomjeranje takve sekvence za jedno mjesto unazad ne 
mijenja sekvencu (s obzirom da su joj svi članovi isti), tako da je E[S[x1],=.3. S 
druge strane, član sa indeksom 3 pomjerene sekvence E[x] je zapravo član sa 
indeksom 2 sekvence x, odakle imamo S[E[x]], = x2. Stoga je u općem slučaju 
S[ELxl], £ E[S[x]], te sistem nije stacionaran. Možda je za neupućene na prvi 
pogled neobično da je ovaj sistem nestacionaran, s obzirom da se u izrazu koji 
definira n-ti član sekvence S[x] ne pojavljuje n ni u kakvom obliku. Međutim, 
izraz x3 se ne može izraziti preko članova oblika oblika x„+ gdje je k neki fiksan 
broj neovisan od n a da se pri tome ne pojavi eksplicitna ovisnost od n. 


> Primjer: Pokazati da sistem S definiran izrazom S[x],=Xo+X1+X2+...+Xn 
(pri čemu smatramo da je ova suma jednaka nuli za n < 0) nije stacionaran, 
ali da ga je moguće smatrati stacionarnim ukoliko se njegova primjena 
ograniči isključivo na sekvence za koje vrijedi x,=0 zan <0. 


Ovdje nas može lako zavarati činjenica da se izraz za S[x], može napisati i u 
obliku SLx], =X+Xni+Xn2+..+X1+X0 Za koji izgleda da se sastoji isključivo 
od članova oblika x,_x uz fiksno k. Međutim, broj takvih članova nije fiksan nego 
ovisi od n (pored toga, završne članove u ovoj sumi ne možemo napisati u tom 
obliku, s obzirom da ne znamo koliko članova ima). I zaista, ovaj sistem nije 
stacionaran. Primijetimo prvo da on kao izlaz u trenutku n daje sumu svih članova 
ulazne sekvence sa indeksima od 0 do n. Pomaknemo li izlaznu sekvencu unazad 
za jednu vremensku jedinicu, u trenutku n imaćemo sumu svih članova ulazne 
sekvence sa indeksima od O do n-1, tj. imamo E[S[x]]n = Xo + x1 +x2 +... + Xn-1. S 
druge strane, ukoliko prvo pomaknnemo ulaznu sekvencu unazad za jednu 
vremensku jedinicu, na mjestu sa indeksom n =0 nalaziće se element x_;, tako da 


517 


ćemo imati S[ELx]l,=Sx_1+X0+X1+X2+...+X,-1- Kako je u općem slučaju xı £0, 
to je općenito S[E[x]], + ELSLx]],, odnosno sistem zaista nije stacionaran. 


Na prvi pogled možda iznenađuje da ovaj sistem nije stacionaran, jer smo 
ranije vidjeli da se matematički model rada sefa opisuje upravo ovakvim sistemom, 
a ponašanje sefa ne bi trebalo da se mijenja tokom vremena. Međutim, treba 
primijetiti da vrijednosti x, za n < 0 ne učestvuju u formiranju ulaza, što u ovom 
modelu zapravo znači da se ulaganja izvršena prije trenutka n=0 ignoriraju, 
odnosno da sef započinje sa radom tačno u trenutku n = 0 (a ne u nekom drugom). 
Upravo ovo je vremenski ovisna pretpostavka koja ovaj sistem čini nestacionarnim. 
S druge strane, ovaj sistem lako možemo učiniti stacionarnim ukoliko sumiranje 
produžimo neograničeno “u prošlost", odnosno ukoliko izmijenimo definiciju 
sistema tako da bude $(x|, = Xn +Xn-1 +X,2 +... pri čemu se sumacija produžava 
beskrajno (tj. ukoliko sumiramo po svim indeksima od —e do n). Lako se vidi da 
je ovako modificirani sistem stacionaran. Ovom izmjenom zapravo uvodimo 
pretpostavku da sef postoji "oduvijek" (i da je radio oduvijek), čime uklanjamo 
vremenski ovisnu pretpostavku o trenutku u kojem sef započinje rad. Međutim, 
ukoliko se ograničimo samo na razmatranje samo sekvenci za koje vrijedi da je 
X„= 0 za n <0 (što bi značilo da ne vršimo nikakva ulaganja prije trenutka n = 0), 
postaje nebitno da li vršimo sumaciju po indeksima u opsegu od 0 do n ili od —oo 
do n, tako da uz tu pretpostavku izvorni i modificirani sistem postaju ekvivalentni. 
Dakle, izvorni sistem se uz ograničenje na sekvence za koje je x,=0 zan<0 
zaista može smatrati stacionarnim, jer je uz takvo ograničenje on ekvivalentan 
drugom stacionarnom sistemu. Primijetimo još da se izvorni sistem (kao što smo 
to već ranije pokazali) može modelirati diferentnom jednačinom y, = y,-1 +X, UZ 
dopunsko ograničenje y,=0 za n<0, dok se modificirani stacionarni sistem 
modelira istom diferentnom jednačinom y, = y,1 + X,, ali bez ikakvih dopunskih 
ograničenja. Alternativno, izvorni sistem također možemo modelirati bez ikakvih 
dopunskih ograničenja diferentnom jednačinom y, =(Yy,1 +X,)u,, U kojoj se 
vremenska ovisnost ispoljava u pojavi Heavisideove jedinične sekvence u,,. 


U teoriji diskretnih sistema veoma su dobro proučeni sistemi koji su u isto 
vrijeme i linearni i stacionarni. Sretna je okolnost da se takvi sistemi veoma 
često pojavljuju u praktičnim primjenama. Znatno je teže raditi sa linearnim 
nestacionarnim sistemima, mada i za njih postoji dosta dobro razrađen matematski 
aparat koji omogućava rješavanje većeg broja problema zasnovanih na takvim 
sistemima. S druge strane, za nelinearne sisteme ne postoji nikakva opća teorija, 
tako da postupak rješavanja problema zasnovanih na takvim sistemima varira od 
problema do problema, a za mnoge probleme rješenje nije ni poznato. U nastavku 
ćemo se ograničiti samo na proučavanje diskretnih sistema koji su istovremeno i 
linearni i stacionarni. Sretna je okolnost da se značajan broj realnih problema 
(mada ne svi) mogu modelirati ovakvim sistemima (na primjer, takvi su dva 
ranije razmatrana primjera modela iz oblasti elektrotehnike i ekonomije). Može 
se pokazati da ukoliko je linearan stacionaran diskretan sistem pri tome još i 
dinamički, tj. ukoliko se može opisati diferentnom jednačinom, ta diferentna 
jednačina mora imati sljedeći oblik (takve diferentne jednačine nazivaju se 
linearne diferentne jednačine sa konstantnim koeficijentima): 
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N M 
> ai Yn-i 7 Se 
i=0 i=0 


Prividno sličnu ali znatno složeniju situaciju imamo i kod dinamičkih sistema 
koji jesu linearni, ali koji nisu stacionarni. Oni se mogu opisati diferentnim 
jednačinama sličnog oblika, ali kod kojih koeficijenti a; i=0..N i b,i=0..M 
nisu konstante nego funkcije od n, tj. a;=a;(n) i b;= b;(n), što možemo zapisati i 
u dvoindeksnom obliku kao a;n 1 bin (pri čemu indeks n može uzimati sve 
vrijednosti od —oo do co). Takve jednačine nazivamo linearne diferentne jednačine 
sa promjenljivim koeficijentima. 


Kod proučavanja linearnih stacionarnih diskretnih sistema od velike je 
važnosti odziv sistema na impulsnu sekvencu ð, odnosno sekvenca h = S[8]. Ova 
sekvenca naziva se impulsni odziv ili težinska sekvenca. Mada se ona u načelu 
može definirati i za slučaj sistema koji nisu linearni ni stacionarni, kod takvih 
sistema ona nema osobitu primjenu. Značaj impulsnog odziva kod linearnih 
stacionarnih sistema leži u činjenici da za tu vrstu sistema njegovo poznavanje u 
potpunosti određuje sistem, odnosno ukoliko poznajemo sekvencu h i ukoliko 
znamo da je sistem linearan i stacionaran, iz tih podataka možemo odrediti odziv 
sistema na ma koju drugu sekvencu x, kao što ćemo uskoro pokazati (ovo ne 
vrijedi za sisteme koji nisu bilo linearni, bilo stacionarni, bilo oboje). Ukoliko je 
linearan stacionaran sistem zadan preko diferentne jednačine, njegov impulsni 
odziv je moguće lako naći numerički rekurzivnim postupkom na isti način kako 
se numerički određuje odziv ma kojeg sistema zadanog diferentnom jednačinom 
na ma kakvu pobudu. Kasnije ćemo pokazati da je za linearne stacionarne sisteme 
zadane preko diferentne jednačine uvijek moguće odrediti čak i eksplicitan izraz 
za h, u ovisnosti od n. 


Kako je 8,=0 za n<0, to za kauzalne sisteme vrijedi h,=0 za n<0. Iz 
razmatranja koja će uslijediti može se pokazati da vrijedi i obrnuto, tj. da ukoliko 
za linearan stacionaran sistem vrijedi h,=0 za n<0, tada je sistem kauzalan. 
Dakle, linearan i stacionaran diskretni sistem je kauzalan ako i samo ako vrijedi 
h,=0 zan<0. Ovo je povod da se često sekvence za koje vrijedi x,=0zan<0 
nazivaju kauzalne sekvence (odnosno kauzalni diskretni signali). 


Formule koje predstavljaju kauzalne sekvence mogu se vrlo lijepo prikazati 
pomoću jedinične (Heavisideove) sekvence u. Neka imamo neku kauzalnu 
sekvencu x za koju je x,=0 za n<0, dok za n20 imamo x, =/f(n) gdje je f(n) 
neka formula koja sadrži n. Tada ovu sekvencu možemo kompaktno zapisati kao 
X.n=f(n)u, bez potrebe da razdvajamo slučajeve n<0 i n20, odnosno bez 
potrebe da posebno naglašavamo da je x,=0 za n<0. Zaista, za n20 imamo 
u,= l, pa je tada x, =f(n), dok za n<0 imamo u, =0, pa je tada x,=0. Slično, 
ako imamo neku sekvencu za koju vrijedi x,=0zan<kix,=f(n)zan>ž>k gdje 
je k neka fiksna vrijednost, to možemo kompaktno zapisati kao x, =f(n) u,_. U 
nastavku ćemo koristiti ovakvu konvenciju za prikaz kauzalnih sekvenci kad god 
iz konteksta nije posve jasno da se radi o kauzalnoj sekvenci. Dalje, po konvenciji 
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se smatra da je za n < k produkt f(n) u,_, jednak nuli čak i za one vrijednosti n za 
koje je izraz f(n) beskonačan ili nije uopće definiran. Tako se, recimo, smatra da 
je vrijednost izraza u,_y/n jednaka nuli za n= 0, bez obzira što izraz 1/n za tu 
vrijednost n nije definiran. 


9.4 Diskretna konvolucija 


Ranije smo izveli da se vrijednosti x, proizvoljne sekvence x mogu predstaviti 
pomoću pomaknute impulsne sekvence na sljedeći način: 


Xn = pa X,O nk 


k=—eo 


Uz pomoć simbolike koju smo kasnije uveli, ovu činjenicu možemo zapisati i na 
sljedeći način, koristeći operacije sa sekvencama kao cjelinama umjesto sa 
individualnim članovima sekvenci: 


x= S x, EĆIŠI 


k=—oo 


Ukoliko sada pretpostavimo da je neki sistem S linearan i stacionaran, na osnovu 
tih osobina direktno možemo pisati sljedeće izvođenje: 


sb] = s| A] = $ x SIES] = $ x E*N = $, x,E* [h] 


k=—eo k=—oo Fes k=—eo 


Odavde slijedi da, ukoliko je y = S[x], tada imamo 


Yn = Six], = Y EIA, = Shna 


k=—o k=—oo 


Iz prethodne formule direktno slijedi da je odziv y na proizvoljnu sekvencu x 
u potpunosti određen samom sekvencom x, kao i impulsnim odzivom h. Prethodna 
formula također definira jednu binarnu operaciju nad dvije sekvence x i h, koja 
kao rezultat daje novu sekvencu y. Ta operacija se naziva diskretna konvolucija 
sekvenci x i h, i obilježava se sa x* h. Dakle, za linearne stacionarne diskretne 
sisteme vrijedi y =x *h. Općenitije, diskretnu konvoluciju možemo definirati za 
proizvoljne dvije sekvence x i y (koje ne moraju imati nikakve veze sa impulsnim 
odzivima) preko formule 


axy} = PR AJE 


k=-eo 
Ponekad se konvolucija dvije sekvence x i y zapisuje kao x, * yn, iako ta oznaka 
može biti zbunjujuća, jer se iz nje može pogrešno shvatiti da se konvolucija 
primjenjuje na dvije konkretne vrijednosti x, 1 y,, a ne na čitave sekvence x i y. 
Ipak, takva notacija može biti praktična, ukoliko se upotrebljava sa oprezom. Na 
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primjer, uz takvu notaciju konvoluciju sekvence x sa sekvencom y koja je 
pomaknuta ; za k mjesta možemo pisati prosto kao x, + y,-x, lako bi strogo trebalo 
pisati x+E'(y). Slično, oznaka poput x,%n", mada donekle nedosljedna (s 
obzirom da oznaka n” sama po sebi ne predstavlja sekvencu), može se koristiti 
za predstavljanje konvolucije x*y, gdje je y neka sekvenca za koju vrijedi 
y =n”. Analogno se mogu tumačiti mnoge intuitivno jasne, mada ne baš 
najpreciznije zapisane konvolucije. Međutim, da bismo konzistentno koristili 
ovakve zapise, moramo implicitno podrazumijevati da je indeks od kojeg zavisi 
sekvenca upravo slovo n, a ne neko drugo slovo koje se eventualno nalazi u 
izrazu koji opisuje konvoluciju (poput, recimo, slova k). Alternativno, sve 
nedoslijednosti možemo izbjeći upotrebom strožijih zapisa poput x*(n—>n") 
odnosno x * (Àn .n^). 


Mada to nije posve očigledno iz njene definicije, diskretna konvolucija je 
komutativna operacija, odnosno za proizvoljne sekvence x i y vrijedi x * y = y * x. 
Ova činjenica lako se dokazuje prostim manipulacijama sa indeksom po kojem 
se vrši sumiranje. Konvolucija je također i asocijativna operacija (osim u 
rijetkim izuzecima na koje ćemo posebno ukazati), odnosno za gotovo svake tri 
sekvence x, y i z vrijedi (kxy)*z=x*(y*z) i distributivna je prema sabiranju, 
odnosno za svake tri sekvence x, y 1 z vrijedi (x+y)*z=x*z+yxz. Asocijativnost 
konvolucije doduše može biti narušena u slučajevima kada barem jedna od tri 
konvolucije x*y, x*z 1 y*z ne postoji, ali takve situacije se uglavnom ne 
javljaju u praksi. Na primjer, za sekvence x, = 1, y,= 0,— 0,1 1 Zn = U, lako se 
provjerava da je x*y=0 i y*z=ð pa je (x* y) *z = 0, dok je x * (y *z) =x, tako 
da je (x*y)*z#x*(y%*z). Ovdje je asocijativnost izgubljena zbog činjenice da 
konvolucija x*z u ovom primjeru ne postoji (naime, red kojim se definira 
konvolucija za ove dvije sekvence divergira). Konačno, impulsna sekvenca ð je 
jedinični element za operaciju konvolucije, što znači da za svaku sekvencu x vrijedi 
x+0=08+x= x. Štaviše, konvolucija sa pomaknutom impulsnom sekvencom kao 
rezultat daje pomaknutu samu sekvencu, odnosno vrijedi x * E'[5] = E [x], što 
malo slobodnije možemo zapisati kao X,, * Ox = Xn- 


Neka su data dva linearna i stacionarna diskretna sistema S 1 9 sa 
impulsnim odzivima k’ i h”. Lako je provjeriti da sistem Sı +$, za impulsni 
odziv ima sekvencu k +h”, ali sistem $,$, za impulsni odziv nema sekvencu 
h' h” već sekvencu h? * h”. Zaista, imamo: 


SHl] = SUS} = wh) xh" =x h k) =x h xk") 


Tako, konvolucija ima primjenu i za određivanje impulsnog odziva kaskadne 
veze dva sistema sa poznatim impulsnim odzivima (strogo uzevši, ovo svojstvo 
smo izveli uz pretpostavku o asocijativnosti konvolucije koja u nekim situacijama 
može biti narušena, tako da je, u načelu, moguće konstruisati patološke situacije 
za koje ono ne vrijedi, ali nam takve konstrukcije nisu od interesa). Iz ovoga 
slijedi i to da ako neki sistem S ima za impulsni odziv sekvencu h, njegov 
inverzni sistem S ima za impulsni odziv sekvencu 4? takvu da vrijedi h +h' =ô 
odnosno h' +h = 0. Također, iz komutativnosti i asocijativnosti konvolucije slijedi 
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da je 1 proizvod linearnih 1 stacionarnih sistema komutativan (što ne vrijedi za 
proizvod ma koja dva sistema bez ograničenja na linearnost 1 stacionarnost). 


Granice sumiranja koje se pojavljuju u definiciji konvolucije protežu se od —oo 
do co, što može biti dosta nezgodno. Sretna je okolnost što se u mnogim 
praktičnim situacijama ove granice mogu znatno reducirati. Tako, ukoliko je h 
kauzalna sekvenca, imamo da je h,,=0 za k>n, tako da se gornja granica 
sumiranja može sa œ spustiti na n, tako da imamo 


(xh), = y Xiha = > ea 
k=0 


k=—eo 


Posljednji izraz slijedi iz komutativnosti konvolucije i činjenice da je h, = 0 za 
n<0, zbog čega se donja granica sumiranja može podići sa —o na 0. Ove 
formule daju novi uvid u smisao impulsnog odziva. Naime, neka je dat sistem sa 
kauzalnim impulsnim odzivom h. Odziv sistema y na pobudu x dat je kao 
y=x*h,što se po prethodnim formulama može raspisati kao 


Yn = hoXn+ hi Xna +h Xn + ee. 


Odavde vidimo da se odziv sistema sa kauzalnim impulsnim odzivom u trenutku 
n izražava samo preko vrijednosti ulaza u trenutku n i trenucima koji mu 
prethode, tako da kauzalnost impulsnog odziva povlači kauzalnost sistema, što 
smo ranije nagovijestili. Pored toga, odziv u trenutku n izražava se kao linearna 
kombinacija vrijednosti ulaza u trenutku n i prethodnim trenucima, pri čemu se 
kao koeficijenti u toj linearnoj kombinaciji (težinski koeficijenti) pojavljuju 
upravo vrijednosti sekvence h. Odatle potiče naziv težinska sekvenca za sekvencu 
h. Inače, iz definicije konvolucije nije teško vidjeti da se čak i za nekauzalne 
slučajeve odziv u trenutku n izražava kao linearna kombinacija vrijednosti ulaza 
u raznim vremenskim trenucima, samo što u tom slučaju učestvuju i vrijednosti 
ulaza u budućim vremenskim trenucima. Preciznije, za nekauzalni slučaj vrijedi 


Yn = + he Xnx2 + hai Knal + ho Xn + hi Xna + h2Xn-2 + +. 


Granice sumacije u izrazu kojim se definira konvolucija mogu se još više 
pojednostaviti u slučaju kada su obje sekvence koje učestvuju u konvoluciji 
kauzalne. Naime, posve je lako pokazati da u slučaju kada su obje sekvence x i h 
kauzalne, tada vrijedi 


(xh), = 5 Xiha = 5 hg Xn- 
k=0 k=0 


Dakle, u takvim slučajevima, računanje konvolucije se svodi na konačnu sumu. 


Interesantna je veza koja postoji između konvolucije i množenja polinoma. 
Neka su p i q dvije kauzalne sekvence koje su pored toga i konačne (tj. takve da 
je samo konačno mnogo elemenata p, i qn različito od nule). Neka su P(x) i Q(x) 
polinomi (po promjenljivoj x) čiji su koeficijenti upravo p, i qn. Tada nije teško 
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pokazati da su elementi konvolucije p*q jednaki koeficijentima polinoma 
P(x)O(x), odnosno koeficijenti tog polinoma iznose (p + g),. 


Pretpostavimo sada da imamo neki linearni, stacionarni i kauzalni sistem sa 
impulsnim odzivom h i pretpostavimo da je njegov inverzni sistem također 
kauzalan, sa impulsnim odzivom kh’. Znamo da je veza između h i W data 
relacijom h' * h = 8. Iskoristimo li činjenicu da su u konvoluciji dvije kazualne 
sekvence granice sumiranja konačne, gornja relacija postaje 


> ua = Òn 


k=0 


Raspišemo li sumu sa lijeve strane ove jednakosti i riješimo dobijenu jednakost 
po F’ n, dobijamo 


h',=— h'zh,x za n>0 


Ovim smo dobili rekurzivnu formulu kojom možemo izračunati vrijednost 
h', za proizvoljnu vrijednost n, pod uvjetom da smo prethodno izračunali 
vrijednosti h’, za sve vrijednosti k od 0 do n—1. Ipak, ova formula ne omogućuje 
da se odredi eksplicitan izraz za h',, u ovisnosti od n (kasnije ćemo vidjeti jedan 
način da se odredi upravo takav izraz). Opisani način računanja impulsnog 
odziva h',, ponekad se naziva diskretna dekonvolucija. 


Primijetimo da prethodno izvođenje vrijedi samo pod uvjetom da je ho +0. 
Može se pokazati da je ovaj uvjet upravo potreban i dovoljan uvjet da inverzni 
sistem nekog linearnog, stacionarnog i kauzalnog sistema bude također kauzalan. 
Također, pod istim uvjetom, inverzni sistem je jedinstven. S druge strane, isti 
postupak se ne može primijeniti za nalaženje inverznog sistema ukoliko on nije 
kauzalan, niti za nalaženje inverznog sistema nekauzalnih sistema, jer se u tom 
slučaju konvolucija ne svodi na konačnu sumu, tako da vrijednost impulsnog 
odziva inverznog sistema h„ nije moguće izraziti preko konačno mnogo ranije 
izračunatih vrijednosti impulsnog odziva inverznog sistema. 


Diskretna konvolucija omogućava da se mnoge osobine nekog linearnog i 
stacionarnog diskretnog sistema mogu izvesti samo na osnovu ponašanja njegovog 
impulsnog odziva. Na primjer, za diskretni sistem kažemo da je stabilan ukoliko 
je odziv na ulaz čije su vrijednosti ograničene po opsegu također ograničen po 
opsegu. Pokazaćemo da je potreban i dovoljan uvjet za stabilnost nekog linearnog 
i stacionarnog sistema apsolutna sumabilnost njegovog impulsnog odziva, tj. 


oo 


NL NET 


h=—eo 


Zaista, pretpostavimo da je ovaj uvjet ispunjen. Neka je ulaz x ograničen, tj. neka 
postoji broj M takav da je |x,|X M za sve ne Z. Tada možemo pisati: 
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[Ya] =|C+h),|=| Xa Mal < pai h,-x| = 


k=—oo k=—o 
= X lil DIM [al = M Y lhal =M YI 
k=—eo k=—e k=-o Krč 


tako da, na osnovu pretpostavke, dobijamo da je izlaz također ograničen. Dakle, 
apsolutna sumabilnost impulsnog odziva je dovoljna za stabilnost. Razmotrimo 
sada sekvencu x, = sgn h_, koja je očito ograničena i potražimo odziv na ovu 
sekvencu u trenutku n = 0. Dobijamo: 


oo oo 


yo = (ho = ELIA = X sgn heh = XA = LILA 


k=—oo k=—oo k=—oo k=—oo 


Ukoliko posljednji red divergira, yo je beskonačan. Dakle, sekvenca y tada nije 
ograničena, mada je ulaz x ograničen. Odavde slijedi da je apsolutna sumabilnost 
impulsnog odziva također i neophodan uvjet za stabilnost. 


Na kraju ovog odjeljka, treba napomenuti da osobina po kojoj se vrijednosti 
odziva u proizvoljnom trenutku n izražavaju kao linearna kombinacija vrijednosti 
ulaza u raznim vremenskim trenucima vrijedi za proizvoljne linearne sisteme, 
bili oni stacionarni ili ne, samo što u nestacionarnom slučaju koeficijenti te 
linearne kombinacije nisu konstantni nego zavisi od n. Zaista, sličnim izvođenjem 
kao na početku ovog odjeljka, samo na osnovu pretpostavljene linearnosti lako 
vidimo da ukoliko je y = S[x], tada vrijedi 


Yn = S[x], = >. zSTE*IŠII, = jaa 


k=—oo k=—oo 

2 u k Šu u = a. u 

gdje smo uveli oznaku w,,x = S(E"(811,. Raspišemo li ovu sumu, možemo pisati 
Yn = +++ +Wnn-2 Xn-2 + Wnsn-1 Xn-1 + Wnsn Xn + Wnsn+1 Xn+1 F Wnsn+2 Xn+2 F 


odakle vidimo da se y, zaista izražava kao linearna kombinacija vrijednosti ulaza 
oblika Xx,+, sa koeficijentima W,„,n+x koji zavise od n. Primijetimo da je w,,x zapravo 
vrijednost odziva sistema u trenutku n na impulsnu sekvencu pomaknutu za k 
vremenskih jedinica. Ovdje se w može posmatrati kao dvoindeksna sekvenca koja 
zavisi od dva indeksa n i k i koju možemo vizuelno predstaviti kao dvostrano 
beskonačnu tablicu (matricu), ili kao sekvencu sekvenci, s obzirom da za svaku 
fiksiranu vrijednost k dobijamo klasičnu sekvencu koja ovisi od jednog indeksa n. 
Stoga se u nestacionarnom slučaju w ponekad naziva težinskom matricom, mada 
je jasno da ovdje izraz “matrica” treba upotrebljavati sa krajnjom rezervom (s 
obzirom na opseg indeksa nije ograničen). Lako vidimo da se za nestacionarni 
slučaj uvjet za kauzalnost sistema može izraziti kao W,,,= 0 za n < k. Primijetimo 
još da se u stacionarnom slučaju W,,, svodi na h,x gdje je h impulsni odziv 
(težinska sekvenca) sistema, tako da w efektivno ovisi samo od razlike n—k, što 
omogućava da se umjesto komplicirane dvoindeksne sekvence w koristi klasična 
jednoindeksna sekvenca h. 
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Prividna sličnost izraza za odziv nestacionarnih linearnih sistema sa izrazom 
za diskretnu konvoluciju ne smije da zavara, s obzirom da je matematski aparat 
koji barata sa dvoindeksnim sekvencama neuporedivo složeniji od matematskog 
aparata koji koristi samo jednoindeksne sekvence. Pored toga, matematski aparat 
koji ćemo razviti u izlaganjima koja slijede za linearne stacionarne sisteme ne 
može se generalizirati za slučaj nestacionarnih sistema. Upravo iz ovih razloga je 
matematsko proučavanje nestacionarnih sistema znatno složenije od proučavanja 
stacionarnih sistema, čak i uz pretpostavku o njihovoj linearnosti. 


9.5* Funkcija sistema (prenosna funkcija) 


Posebno interesantnu situaciju dobijamo ukoliko potražimo odziv linearnog 
stacionarnog sistema sa impulsnim odzivom h na ulaznu sekvencu oblika x, = z" 
gdje je z neki unaprijed fiksiran broj, za koji je pogodno smatrati da može biti i 
kompleksan broj (bez obzira što tada sekvenca x ne može imati nikakvo fizikalno 
prihvatljivo značenje). Po definiciji konvolucije, za konvoluciju x * h (odnosno 
h x), koju možemo zapisati kao h*(n—>z") ili, malo slobodnije, kao h,* z”, 
dobijamo izraz 


h, xz = X 2" =z" Simz 


k=—% k=—oo 


Posljednja suma ne zavisi od n, nego predstavlja broj, koji zavisi samo od z (i, 
naravno, od impulsnog odziva h, koji je unutrašnje svojstvo samog sistema koji 
posmatramo). Označimo li ovaj broj sa H(z), dobijamo h, * z” = z” H(z),. Slijedi 
da se odziv ma kojeg linearnog stacionarnog sistema na sekvencu oblika x, =z" 
može izraziti kao y, = z” H(z), odnosno odziv se dobija prostim množenjem same 
sekvence sa H(z), gdje je 


H(z) = X mz 


k=—eo 


Ukoliko pustimo da se z mijenja, izraz za H(z) možemo posmatrati i kao funkciju 
koja zavisi od promjenljive veličine z. Takva funkcija naziva se funkcija sistema 
odnosno prenosna funkcija posmatranog linearnog stacionarnog sistema i data je 
prethodnim izrazom. Smisao termina “prenosna funkcija" postaće uskoro jasniji. 


Može se primijetiti da funkcija H(z) nije diskretna funkcija, jer zavisi od 
kontinualne promjenljive z (zapravo H se tipično tretira kao funkcija kompleksne 
promjenljive). Kao što će se uskoro pokazati, funkcija sistema je tipičan primjer 
situacije gdje se za rješavanje problema diskretne matematike u pomoć poziva 
matematski aparat kontinualne matematike (slično upotrebi funkcija izvodnica u 
kombinatorici). Također, primijetimo da funkcija H(z) ne mora biti definirana za 
svaku vrijednost z, s obzirom da red pomoću kojeg je definirana funkcija H(z) ne 
mora konvergirati za svaku vrijednost z. 
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Jasno je da se pomoću funkcije sistema trivijalno nalazi odziv linearnog 
stacionarnog sistema na pobudu oblika x, = 7". Međutim, pomoću funkcije sistema 
se veoma jednostavno mogu dobijati odzivi i na neke pobude složenijeg oblika, 
kao što su pobude oblika x,=0"cos Qn ili x,=A"sin Qn, gdje su ai Q neki 
unaprijed fiksirani brojevi (a samim tim indirektno i na sve periodične pobude, s 
obzirom da se svaki periodični diskretni signal može prikazati kao konačna suma 
signala navedenog oblika). Za tu svrhu, potrebno je malo se poigrati sa 
kompleksnim brojevima, preciznije sa Euler-Moivreovim' obrascem, po kojem 
je cos p+i sin ọ = e'". Iz ovog obrasca neposredno slijedi 


1 ; 1 , 
a" cos Qn = —(ae'?)"+— (a e)" 
2 2 
n_ 1 IO n 1 -i Qnn 
a'sin Qn = — (ae")-— (de ") 
2i 2i 


Sad, na osnovu linearnosti sistema neposredno slijedi da se odzivi na pobude 
oblika x„,=0"cos Qn ili x,= a" sin Qn mogu dobiti pomoću sljedećih relacija 
(ovdje je ponovo primijenjen Euler-Moivreov obrazac): 


POJE! Seti ) | 

h,* A" cos Qn = ze a" e2"H(ae'")+ 5 a" e Hae’) 
1 ! i 1 ; i 

h, * a" sin Qn = = a" e H(ae'?) =; a" e 2" Hae’) 
l 


Ovdje se kao argumenti funkcije H pojavljuju kompleksni brojevi. To je 
jedan od razloga zbog kojeg smo pri razmatranju funkcije sistema H(z) naveli da 
je zgodno smatrati da z može biti i kompleksan broj. Primijetimo da su odzivi na 
pobude oblika x,=0"cos Qn i x,=0A'sin Qn date izrazima u kojima figuriraju 
kompleksni brojevi. Ukoliko je sekvenca h realna (a trebala bi biti ukoliko sistem 
opisuje neku stvarnu pojavu), moguće je dobijene izraze uz malo manipulacija 
sa kompleksnim brojevima “prečistiti” tako da se u krajnjem rezultatu ne 
pojavljuje imaginarna jedinica (s obzirom da odziv realnog sistema na realnu 
pobudu svakako mora biti sekvenca realnih brojeva). Naime, pod takvim 
uvjetima, lako je pokazati da ukoliko konjugovano kompleksni broj broja z 
označimo sa Z, vrijedi H(Z) =H(z). S obzirom da za svaki kompleksan broj z 
vrijedi z+Z=2Reziz-z=2ilmz gdje su Rez i Imz respektivno realni i 
imaginarni dio kompleksnog broja z, nakon malo elementarnih manipulacija 
dobijamo sljedeće izraze: 


h,* a” cos Qn = A" [cos An Re H(ae'?)-sin Qn ImH(ae'?)] 
h, = A" sin Qn = A" [cos Qn Im H(Ae'?) +sin Qn Re H(ae'?)] 


Ovi izrazi su očigledno realni, odnosno u njima se više ne pojavljuje imaginarna 
jedinica (osim unutar argumenta funkcije H(z), ali i ona otpada nakon što se 


! Abraham de Moivre (1667—1754), francuski matematičar. Poznat po radovima u teoriji vjerovatnoće, ali i 
teoriji brojeva i matematičkoj analizi. 
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uzmu realni i imaginarni dio od H(z)). Doduše, nalaženje realnog i imaginarnog 
dijela od H(o e 9) odnosno H(& cos Q +:0sin Q) može biti dosta zamoran posao. 


Izvedenim formulama je moguće dati i drugi oblik, koji ima važnu fizikalnu 
interpretaciju. Ukoliko uvedemo dvije pomoćne funkcije A(a, Q) = |H(o e'%)li 
(a, Q) = arg H(Ae'*), uz malo elementarnih trigonometrijskih manipulacija lako 
se pokazuje da vrijedi: 


h,* a" cos Qn = o" A(A, Q) cos (An + o(a, Q)] 
h, = A" sin Qn = A" A(A, Q) sin [21+ 0a, Q)] 


Specijalno, za &= 1, uz oznake A(Q) =|H(e'?)|i g(Q) = arg H(e'?), imamo: 


h,* cos Qn = A(Q) cos [Qn + P(A)| 
h, * sin Qn = A(Q) sin [9n + EP(A)| 


Iz izvedenih relacija vidimo da je odziv na pobude oblika x,= cos Qn 
odnosno x, = sin Qn, koje fizikalno odgovaraju harmonijskim oscilacijama sa 
(diskretnom) frekvencijom Q, također harmonijske prirode sa istom frekvencijom 
Q, ali sa amplitudom uvećanom A(Q) puta i sa faznim pomakom Za ugao (Q) u 
odnosu na pobudu. Pri tome, pojačanje amplitude A(Q) i fazni pomak (Q) 
ovise od frekvencije Q. Stoga se funkcije A(Q) i P(A) nazivaju respektivno 
amplitudno-frekventna (AF) i fazno-frekventna (FF) karakteristika sistema. 


Kako je e'“ periodična funkcija od Q (sa osnovnim periodom 27), slijedi da 
su AF karakteristika i FF karakteristika bilo kojeg diskretnog sistema uvijek 
periodične funkcije sa periodom 27. Ovo je jedinstvena osobina diskretnih sistema 
koja ne vrijedi za kontinualne sisteme. Zapravo, ova osobina je neposredna 
posljedica ranije opisane pojave transponovanja frekvencije (aliasinga) po kojoj 
nije moguće napraviti razliku između harmonijskih signala čije se diskretne 
frekvencije razlikuju za neki cjelobrojni umnožak od 27. 


Ranije smo vidjeli da se proizvoljan diskretan periodični signal sa osnovnim 
periodom N može predstaviti u obliku 


N- 
= S Ap cos(2EEn+0,) 
k=0 N 


gdje su A}, k=0..N-1 i Qx, k=0..N—1 odgovarajući koeficijenti (amplitudni i 
fazni spektar signala x respektivno). Na osnovu osobine linearnosti, slijedi da se 
odziv y linearnog stacionarnog sistema sa impulsnim odzivom A na proizvoljnu 
periodičnu pobudu x može izraziti u obliku 


= (h*x),= ža, AED eoslEFn+ p toD] 


527 


Odavde vidimo da pri prolasku kroz linearni i stacionarni diskretni sistem 
proizovoljni periodični diskretni signal i dalje ostaje periodičan sa istim periodom, 
pri čemu mu se amplitudni spektar transformira množenjem sa vrijednostima 
A(2kn/N), a fazni spektar sabiranjem sa vrijednostima P(2k7/N). Na taj način, 
prolazak periodičnog signala kroz linearni stacionarni diskretni sistem može se 
shvatiti kao frekventno selektivni proces, u kojem se izvjesni harmonici od kojih 
se sastoji periodični signal pojačavaju (oni sa frekvencijom 0; = 2kn/N za koju 
je A(Q;) > 1), dok se izvjesni harmonici oslabljuju (oni za čiju frekvenciju vrijedi 
A(Q;) > 1). Ukoliko je neki diskretni sistem namjenski konstruisan sa ciljem 
isticanja odnosno potiskivanja određenih frekventnih komponenti (harmonika) u 
ulaznom diskretnom signalu, tada diskretni sistem nazivamo diskretni filter 
(često se susreće i naziv digitalni filter mada, strogo rečeno, ne mora svaki 
diskretni filter biti zasnovan na tehnologiji digitalne obrade podataka). Tako, 
ukoliko je sistem takav da ističe harmonike niskih frekvencija (tj. onih čija je 
frekvencija bliska nuli) a potiskuje harmonike visokih frekvencija (tj. onih čija je 
frekvencija bliska 7%, za koju smo vidjeli da je najviša frekvencija koju diskretni 
signal može imati), govorimo o niskofrekventnom ili niskopropusnom (NF) 
filteru. Ukoliko sistem ističe harmonike visokih frekvencija a potiskuje one sa 
niskim frekvencijama, govorimo o visokofrekventnom ili visokopropusnom 
(VF) filteru. Konačno, ukoliko sistem ističe samo harmonike čije se frekvencije 
nalaze u određenom intervalu a potiskuje ostale, govorimo o pojasnopropusnom 
ili prosto pojasnom filteru. Na primjer, idealni niskopropusni filter je diskretni 
sistem koji bez ikakve izmjene propušta sve harmonike čija diskretna frekvencija 
leži u opsegu od 0 do Q, gdje je Q, neka zadana frekvencija nazvana granična 
frekvencija a potpuno potiskuje sve harmonike čija je diskretna frekvencija u 
opsegu od Q,. Drugim riječima, AF karakteristika idealnog diskretnog NF filtera 
glasi A(Q)= 1 za |Q|< Q, i A(Q) =0 za Q; <|Q| < m. Može se pokazati da takvu 


AF karakteristiku ima diskretni sistem čiji je impulsni odziv 
Qg . 
h,= — sine Qn 


gdje je sinc x = (sin x)/x za x £0 i sinc 0 = 1. Primijetimo da idealni NF filter nije 
kauzalan sistem. Zbog toga se idealna NF filtracija ne može obaviti u realnom 
vremenu, nego eventualno samo nad kolekcijom ranije prikupljenih uzoraka ulaza 
(kojih tada može biti samo konačno mnogo). NF filtracija se u realnom vremenu 
može izvesti samo aproksimativno, uz pomoć nekih kauzalnih sistema čije su 
AF karakteristike približno jednake AF karakteristici idealnih niskopropusnih 
filtera (načini konstrukcije ovakvih sistema proučavaju se u literaturi posvećenoj 
digitalnoj obradi signala). Posve isti zaključci vrijede i za VF filtraciju odnosno 
za pojasnu filtraciju. 


Funkciju sistema H(z) posebno je lako odrediti ukoliko je sistem opisan 
diferentnom jednačinom. U tom slučaju, za nalaženje H(z) uopće nije potrebno 
poznavati h,. Zaista, neka je neki linearni stacionarni sistem zadan diferentnom 
jednačinom oblika 
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N M 
X ai Yn-i 7 ee 
i=0 i=0 


Pretpostavimo sada da je x,=z". Znamo da tada mora biti y, =z" H(z). Nakon 
uvrštavanja u prethodnu jednačinu dobijamo 


N 


O az" HC) Sb" 
i=0 


i=0 


Sada, ako podijelimo obje strane ove jednačine sa z”, izvučemo H(z) ispred prve 
sume i rješimo dobijeni izraz po H(z), dobijamo 


M HM 
DIZE 
HG) = —— 


i=0 


Dakle, H(z) se neposredno i lako nalazi iz same diferentne jednačine. Primijetimo 
također da je u ovom slučaju H(z) racionalna funkcija od z. 


> Primjer: Odrediti amplitudno-frekventnu i fazno-frekventnu karakteristiku 
A(Q) i Q(Q) za diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom 
Ya + Yna +2 yn E Xn>Xn-1 +2 Xn2. Obavezno nacrtati dobijene izraze za A(Q) 
i Q(Q) kao funkcije od Q, te na osnovu dobijenih grafika izvući zaključke o 
filterskim svojstvima sistema. 


Nađimo prvo funkciju sistema H(z). Stavimo li x,=z" tada je y,=z"H(2), 
tako da diferentna jednačina postaje z"H(z)+z"" H(z)+2 Z HQ =- +2, 
odakle je: 


z”=z"!42 z"? _ z-z+2 


H(z) = = 
z"+z"1+22"2  z?+z+2 


Amplitudno frekventnu karakteristiku ćemo naći kao A(Q) = |H(e'?) |. Ovdje 
je potrebna izvjesna doza domišljatosti da se u što manje koraka dođe do što 
jednostavnijeg izraza za A(Q): 


2i NM ao) 


i2 142 079 2cosQ-1+e-/2 
AQ = Ka ay £ = |=| cos =< |= 


e'24+1+20€"2"  2cosQ+l+e™®? 
s rt ers _ [(GeosQ—1)*+sin*Q _ 
3cosQ+1-isin Q (3cosQ+1“+sin*Q 


= 9 cos" Q-6cos 2 +1+sin? Q M 4cosčQ-3cosN+1 
9cos? Q+6cos Q+1+sin? Q 4cos?’ Q+3cosQ+1 


529 


Sada bismo crtanje A(Q) kao funkciju od Q mogli prepustiti nekom pogodom 
računarskom programu. Međutim, radi ilustracije nekih korisnih matematičkih 
vještina, postupak ćemo provesti ručno. Kao prvo, zbog periodičnosti funkcije 
A(Q), dovoljno je ograničiti se samo na interval (—m, 7). Dalje, funkcija A(Q) je 
očigledno parna. Kako kvadratni trinomi 4x*-3x+1i4x"+3x+1 nemaju realnih 
nula (s obzirom da je D = 3*_4.4< 0) i stalno su pozitivni, A(£2) je definirana 
svuda i nema vertikalnih asimptota. Iz istih razloga, A(Q) nema nula. Ispitajmo 
tok i ekstreme od A(Q). Kako je glomazno tražiti prvi izvod od A(Q), možemo 
rezonovati ovako. A(Q) ima ekstreme tamo gdje ima ekstreme potkorjena 
veličina. Kako potkorjena veličina ima oblik f(Q)/g(Q), a izvod takve veličine 
ima u brojniku veličinu f (AX) e(Q)-f (Q) g'(A) a u nazivniku veličinu (QF koja 
je uvijek pozitivna, to znak i nule izvoda od f(Q)/g(Q) zavise samo od znaka 
veličine f’ (Q)(Q)-f (Q) 2’ (Q), što je mnogo lakše za analizirati. Nađimo ovu 
veličinu, uzimajući da je f(Q) = 4cos'Q-3cosQ+1 1g(Q) = 4cos'Q+3cosQ+1. 
Kako jef '(2)=-8cosAsimQ+3sinQig'(2)=-8cosA sinQ—3 sin Q, imamo: 


F'(A) ga) -f(A) g'(A) = 
= (-8cosO sinQ +3 sina) (4cos’ Q +3cosQ + 1)— 
= (4cos*Q-3 cos Q+ 1)(-8cosQ sinQ -3 sinQ) = 
= -8 cos Q sin Q (4cos Q +3 cosQ+1-4cos’ Q+3cosQ-1) + 
+ 3sinQ (4cos’ Q +3 cos Q+ 1+4cos’ Q-3cosQ + 1)= 
=—48cos Q sinQ +6sinQ (4cos Q +1)= 6sinQ(1-4cos*Q) 


Odavde lako vidimo da ekstremi mogu postojati kada je sinQ =0, tj. za 
Q=0,A=Tili Q =-7, ili kada je 1-4cos“Q = 0, odnosno kada je cos Q = 1/2, 
tj. za 0 =1/3, Q=-7/3, Q =27/3 ii A =—21N/3. Dalje, funkcija raste za 
Qe (-1,—21N1/3) U (-1/3,0) U (1/3,21/3), a inače opada. Pored toga, imamo 
A(0)=1/2, Atn/3)=1/7, A2n/3)=\7 i Atm=2. Sada smo prikupili 
dovoljno informacija da možemo precizno nacrtati grafik AF karakteristike A(Q): 


A(Q) 


-T -20/3 -7/2 -7/3 n/3 T2 27/3 T 


Lako se vidi da za |Q |<7/2 imamo A(Q) <1, dok za 1/2 <|Q|<z imamo 
A(Q)> 1. Stoga ovaj digitalni sistem spada u porodicu visokopropusnih filtera. 
Primjećujemo da ovaj sistem posebno ističe harmonike čija je diskretna frekvencija 
bliska vrijednosti Q =27/3. Stoga za ovu frekvenciju kažemo da predstavlja 
rezonantnu frekvenciju ovog digitalnog sistema (inače, rezonantne frekvencije 
su one frekvencije koje neki sistem posebno ističe). 
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Nađimo sada fazno-frekventnu karakteristiku ((Q). Prema definiciji imamo 
da je o(C) = arg H(e'?), pa možemo pisati: 


2iQ iN iQ -iQ +! -iQ 
P= arg— n = arge =lt2e — u sa SG = Me Z 
e™ +e" +2 e'""+1+2€" 2cosN+1+e" 
_ 3cos2—1-isinQ _ sE (3cosf21—1—isin 2)(3cosf2+1+:isin 2) _ 

S ZcosQ+1-isnQ == GcosQ+l-isinQ)(3cosQ+1+isin Q) 
gg Dee Dem, OS SDA RKO JE 
(3cosQ +1)*+sin? Q (3cosQ+1)*+sin? Q 
= I 8cos“Q : 2 sin Q ` sin Q 
= - -i - | = arctg-—— 

(3cosQ+1)?+sin? Q  (3cosQ+1)?+sin? Q cos? Q 


U posljednjem koraku je iskorištena činjenica da je arg z = arc tg (Re z/ Im z) 
ukoliko je Re z > 0, što je ovdje očigledno ispunjeno. 


Zbog monotonosti funkcije arctg, za crtanje @(Q) dovoljno je analizirati 
ponašanje izraza -sin Q / cos? Q. Očigledno je (Q) neparna funkcija, pri čemu je 
QQ)=0zaQ=0,A=Tili Q =-r. Također se vidi da je plO) 8 0 za Qe (r, 0), 
odnosno (Q) < 0 za Qe (0,7). Za co’ Q=0, tj. za Q = T/2 ili Q = -N/2 imamo 
-sin Q /cos Q — —oo (za Q=1/2) odnosno -sin Q/ cos? Q — +o (za Q =-7/2), 
tako da imamo (Q) —> -7/2 (za Q = 7/2) odnosno (Q) > 1/2 (za Q =—mvV2). Što 
se tiče ekstrema, slično kao pri razmatranju A(Q) zaključujemo da je dovoljno 
razmotriti izraz f’ (Q)e(Q)-f(Q)g (Q) gdje je f(Q)=-sin Q i g(Q)= cos Q. 
Kako imamo f’(Q)=-—cos Q i g(Q)=2cos Qsin Q, to ovaj izraz ima oblik 
F (A) ga) -f (Q) g (Q) = cos Q (cos Q —2). Kako je pri tome faktor cos'Q-2 
stalno negativan, slijedi da ọ(Q) opada za cos Q > 0, tj. za Qe(—1/2, 11/2), inače 
raste. Sada imamno dovoljno informacija da možemo nacrtati grafik FF 
karakteristike ((£), koji izgleda kao na sljedećoj slici: 


PCA) 


Kako je PA) <0 za 2>0, to ovaj sistem unosi fazno kašnjenje, odnosno 
harmonici izlaznog signala kasne po fazi u odnosu na harmonike ulaznog signala. 
Pri tome je kašnjenje najveće za harmonike čija je frekvencija bliska vrijednosti 
Q = 7/2 pri kojoj AF karakteristika mijenja karakter i prelazi iz režima slabljenja 
u režim pojačanja. Ovakvo ponašanje FF karakteristike je manje-više tipično za 
većinu digitalnih filtera. 


Ranije smo pokazali da ukoliko je neki linearni stacionarni sistem opisiv 
diferentnom jednačinom, tada njegova funkcija sistema H(z) mora biti racionalna 
funkcija. Zapravo, potreban i dovoljan uvjet da linearni stacionarni diskretni 
sistem bude opisiv diferentnom jednačinom (tj. da bude dinamički sistem) je da 
mu je funkcija sistema H(z) racionalna funkcija. Odavde neposredno slijedi da 
sistem čiji je impulsni odziv dat npr. kao h, = u,/n! nije dinamički. Naime, lako 
je pokazati da je za takav sistem H(z)=e"', a to nije racionalna funkcija. 
Zapravo, uskoro će se pokazati da dinamički linearni stacionarni sistemi uvijek 
imaju impulsne odzive vrlo ograničenih oblika. Naime, impulsni odziv takvih 
sistema (za n 20) mora biti takav da se može prikazati u vidu zbira članova od 
kojih je svaki član u najopćenitijem slučaju produkt nekog polinoma od n, zatim 
eksponencijalne funkcije oblika a" i trigonometrijske funkcije oblika cos Qn ili 
sin Qn. Nikakvi drugačiji oblici impulsnih odziva nisu mogući za takve sisteme. 


Iz izloženog slijedi da se o tome da li je neki linearni i stacionarni diskretni 
sistem dinamički ili ne može suditi samo na osnovu oblika njegove funkcije 
sistema H(z). Zapravo, iz H(z) se mogu dobiti i mnoge druge informacije o prirodi 
sistema. Na primjer, ranije smo vidjeli da je apsolutna sumabilnost impulsnog 
odziva potreban i dovoljan uvjet za stabilnost linearnog i stacionarnog diskretnog 
sistema. Nije teško uvjet stabilnosti izraziti i preko funkcije sistema H(z). Naime, 
može se pokazati da je linearni i stacionarni diskretni sistem stabilan ako i samo 
ako je H(z) definirana za |z| = 1, odnosno ukoliko red kojim je definirana funkcija 
H(z) konvergira za |z|= 1. Ovaj uvjet je često jednostavniji za testiranje nego 
uvjet apsolutne sumabilnosti impulsnog odziva (mada njegovo testiranje zahtijeva 
dobro poznavanje teorije beskonačnih redova koji zavise od kompleksne 
promjenljive). Za slučaj kauzalnih sistema čak nije potrebno ni poznavati oblast 
konvergencije, već je stabilnost moguće utvrditi na osnovu samog analitičkog 
izraza za H(z). Naime, kauzalan sistem je stabilan ako i samo ako je analitički 
izraz za H(z) definiran za sve vrijednosti |z|2 1 (tj. ako H(z) nema singularnih 
tačaka sa modulom većim ili jednakim od 1). 


Vidjeli smo da je određivanje H(z) trivijalno za sisteme opisane diferentnom 
jednačinom. Međutim, iz same diferentne jednačine ne vidi se nikakav postupak 
kako bi se mogao odrediti impulsni odziv h u vidu eksplicitne formule koja daje 
vrijednost h,, u ovisnosti od n. Takvu mogućnost pruža činjenica da je iz izraza 
za H(z) u mnogim slučajevima moguće odrediti h, i to upravo u obliku koji daje 
eksplicitnu zavisnost h, od n. Recimo, to je sigurno moguće kad god je H(z) 
racionalna funkcija. Da bismo do toga došli, moramo dublje razmotriti vezu koja 
postoji između h, i H(z). Razmatranje te veze dovodi nas do jednog od najvažnijih 
pojmova teorije diskretnih sistema, odnosno do pojma z-transformacije. 


9.6* Z-transformacija 
Izraz kojim je definirana funkcija sistema H(z) na osnovu impulsnog odziva 
h može se prirodno generalizirati na proizvoljnu sekvencu x, bez obzira na to šta 


predstavlja ta sekvenca. Konkretno, svakoj sekvenci x može se pridružiti funkcija 
X(z) zadana izrazom 
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X(z) = y XzT 


n=—o 


Ovdje je indeks sumacije iz praktičnih razloga preimenovan u n. Funkciju X(z) 
nazivamo, prilično nemaštovito, z-transformacija sekvence x. Iz definicije 
direktno slijedi da je funkcija zapravo z-transformacija impulsnog odziva sistema. 
Z-transformacija sekvence x obilježava se sa Z(x), odnosno pišemo X(z) = Z(x). 


Mada se z-transformacija idejno oslanja na mnogo stariji koncept funkcija 
izvodnica, koje se koriste za rješavanje nekih problema iz oblasti kombinatorike 
i teorije vjerovatnoće (sa nekim primjenama funkcija izvodnica smo se već 
upoznali ranije), ideja da se koriste negativni eksponenti prvi put se javlja u 
radovima W. Huerwicza'. Smatra se da je z-transformacija u sadašnjem obliku i 
pod sadašnjim imenom patentirana od strane J. Ragazzinija“ i L. Zadeha (koji je 
inače mnogo poznatiji kao tvorac fuzzy logike). U nekim izvorima se kao tvorac 
Z- transformacije navodi E. I. Jury", iako je on zapravo samo pokazao mogućnosti 
njene primjene u inžinjerstvu (i uveo nešto što se obično naziva modificirana 
zstransformacija, o kojoj ovdje nećemo govoriti). Z- -transformacija se može 
posmatrati i kao diskretni analogon tzv. Laplaceove* transformacije, koja se 
intenzivno koristi u analizi i proučavanju kontinualnih sistema. 


Slično kao u slučaju konvolucije, uz izvjesnu dozu opreza često se umjesto 
Z{x} piše Z{x,}, ali pri tome moramo biti potpuno svjesni da se z-transformacija 
primjenjuje na čitavu sekvencu x, a ne samo na neku njenu konkretnu vrijednost 
Xn. Ovakva slobodnija notacija omogućava da z-transformaciju pomaknute 
sekvence pišemo kao Z[x,_x) umjesto Z{E' [x]} kako bi strogo trebalo, ili recimo 
da Z- transformaciju sekvence x zadane kao x„=n°+1 pišemo neposredno kao 
Z{n +1} bez potrebe da posebno i imenujemo sekvencu, itd. Međutim, slično kao 
i u slučaju konvolucije, pri ovakvoj notaciji moramo implicitno podrazumijevati 
da je promjenljiva koja označava indeks sekvence označena sa n, a ne sa nekim 
drugim slovom. Alternativno, nedoumice možemo otkloniti upotrebom notacije 
poput Z{n—n"+1} ili Z(An.n"+1). Konvencija po kojoj se indeks sekvence 
uvijek obilježava sa n a ne nekim drugim slovom zapravo znači da se izrazi poput 
Z{Xnx} Implicitno interpretiraju kao Z{n— x,-x}, ane recimo kao Z{k— Xn}. 


Ovako definirana z-transformacija naziva se dvostrana odnosno bilateralna 
z-transformacija, s obzirom na činjenicu da je definirana za dvostrane (bilateralne) 
sekvence. Za jednostane (unilateralne) sekvence primjenjuje se jednostrana 
odnosno unilateralna z-transformacija, koja je definirana praktično istim izrazom 
kao i dvostrana z-transformacija, osim što se granice sumacije kreću od 0 do co 


1 


s Witold Huerwicz (1904-1956), poljski matematičar. Homološka algebra je zasnovana na njegovim radovima. 


John R. Ragazzini (1912-1988), američki naučnik i inženjer. Između ostalog, formalno definirao i dao ime 
operacionom pojačalu, te učestvovao u razvoju američke atomske bombe. 

Eliahu Ibrahim Jury (1923—), iračko-američki inženjer. Istraživao je mogućnosti primjene z-transformacije u 
obradi diskretnih signala i sistemima upravljanja i uveo modificiranu z-transformaciju. 

Pierre-Simon Laplace (1749-1827), francuski matematičar i astronom. Dao značajan doprinos u teoriji 
vjerovatnoće (velike zasluge za razvoj Bayesove teorije), te matematičkoj fizici i analizi. U svim pobrojanim 
oblastima veći broj pojmova nosi upravo njegovo ime (Laplaceova jednačina, transformacija, operator, itd.). 


w 
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umjesto od —œ do œ. U ovom slučaju, pošto indeks sumiranja ide samo od nule, 
sekvenca ne mora biti definirana za negativne vrijednosti indeksa. Jasno je da je za 
kauzalne sekvence potpuno svejedno da li se koristi dvostrana ili jednostrana 
z-transformacija, s obzirom da za njih svakako vrijedi x,=0 za n <0, tako da se i u 
definiciji dvostrane z-transformacije donja granica sumiranja efektivno svodi na 
nulu. S druge strane, mada se jednostrana z-transformacija u načelu može koristiti 
i za dvostrane sekvence, ukoliko bismo jednostranu z-transformaciju primijenili na 
neku nekauzalnu dvostranu sekvencu, vrijednosti sekvence koje odgovaraju 
negativnim indeksima bile bi prosto ignorirane. Zbog toga se jednostrana 
z-transformacija gotovo nikada ne koristi sa nekauzalnim sekvencama. 


Mada je dvostrana z-transformacija očigledno univerzalnija od jednostrane 
z-transformacije, dvostrana z-transformacija nosi i određene probleme. Prvo, 
kod primjene dvostrane z-transformacije od presudnog je značaja oblast 
definiranosti funkcije X(z), odnosno oblast u kojoj red kojim je definiran izraz 
za X(2) konvergira. Tako, dvije različite sekvence mogu imati potpuno iste 
analitičke izraze za X(z), ali koji su definirani nad različitim oblastima. Stoga 
analitički izraz za X(z) sam za sebe ne opisuje u potpunosti sekvencu x,, nego je 
neophodno naglašavati i oblast definiranosti. S druge strane, kod jednostrane 
z-transformacije, analitički izraz za X(z) u potpunosti određuje sekvencu x, i na 
osnovu njega je čak moguće jednoznačno odrediti i oblast definiranosti funkcije 
X(z). Štaviše, u mnogim primjenama jednostrane z-transformacije pitanje oblasti 
definiranosti funkcije X(z) može u potpunosti zanemariti, jer ne utiče na rezultate 
koji slijede. Drugo, inverzija z-transformacije, odnosno rekonstrukcija nepoznate 
sekvence x, na osnovu poznate funkcije X(z), znatno je jednostavnija u slučaju 
jednostrane nego u slučaju dvostrane z-transformacije. S obzirom da ćemo u 
nastavku z-transformaciju primjenjivati samo na kauzalne sekvence, a za njih se 
jednostrana i dvostrana z-transformacija ne razlikuju, radi jednostavnosti ćemo 
se ograničiti samo na proučavanje jednostrane z-transformacije. U nastavku 
ćemo također, ukoliko drugačije ne naglasimo, podrazumijevati da za sve 
sekvence x vrijedi x,=0 za n<0, čak i ukoliko to nismo eksplicitno rekli. Na 
primjer, kada govorimo o sekvenci x,=2", mislićemo na sekvencu x,=2" za 
n>0ix,=0zan < 0, odnosno na sekvencu x,=2"u,,. 


Može se primijetiti da je između (jednostrane) z-transformacije sekvence x, i 
ranije uvedene funkcije izvodnice za neki niz brojeva A, jedina formalna razlika 
u tome što se u z-transformaciji koriste negativni stepeni po promjenljivoj z dok 
se kod funkcije izvodnice koriste pozitivni stepeni po promjenljivoj t. Slijedi da 
su z-transformacija X(z) i funkcija izvodnica Q(f) za istu sekvencu vezani su 
prostom relacijom X(z) = g(1/2) odnosno (4) = X(1/7). Postoje dva razloga zbog 
kojeg (jednostrana) z-transformacija koristi baš negativne stepene od z. Prvo, 
negativni stepeni prirodno slijede ukoliko se funkcija sistema H(z) posmatra kao 
z-transformacija impulsnog odziva h. Drugo, redovi sa negativnim stepenima 
bolje su prilagođeni za tretman pomoću teorije funkcija kompleksne promjenljive, 
koja je od presudnog značaja za dublju analizu svojstava z-transformacije. Treba 
još naglasiti da bez obzira na veliku prividnu sličnost izraza kojim se definiraju 
X(2) i Q(1), pitanje konvergencije izraza kojim se definira (£) se gotovo uvijek 
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potpuno ignorira, dok pitanje konvergencije izraza kojim se definira X(z) može 
biti značajno (kod dvostrane z-transformacije, to pitanje je od presudne važnosti). 


Z-transformacije nekih sekvenci veoma se lako računaju po definiciji, s 
obzirom da se dobijeni redovi svode na geometrijske redove, koji se lako sumiraju, 
ili na neke druge redove, čija je suma uglavnom poznata. Slijedi nekoliko 
jednostavnijih karakterističnih primjera: 


Z(8,) = Zoa =092=1 (jerje 0, = 0 zan #0) 


n=0 


Z{8,+x} = O z” =ð®z “=z 
n=0 


á -n _ 4 
e eo 1-k 
Z{ unk} = Duje = Rea = = = = > |z|>1 
n=0 n=k 
n = n_-n < n 1 va 
Z{a'}= ža =) =a" za’ |z? lel 
n=0 n=0 
1 za MRS 0 Ne z 
A a E e ea 
n=0 n=0 


Izračunajmo po definiciji i z-transformaciju sekvence x, = Ln/k]-L(n-1)/k] 
pri čemu je, kao i obično, | x | oznaka za cijeli dio broja x. Ova sekvenca se često 
javlja u praktičnim primjenama. Mada to nije na prvi pogled očigledno iz 
navedenog definicionog izraza za x,, vrijednosti x, zapravo iznose 


=) zak|n 
"10, inače 


Odavde imamo: 


nj_jn-1|;_ S m l1 _ zf 
zil% E l}= 2z SE e e 


Iz definicije z-transformacije direktno slijedi da je ona linearna transformacija 
u smislu da za ma koje dvije sekvence x i y i ma kakva dva broja a i b vrijedi 
Z{ax+by}=aZ{x}+ bZ{y}. Koristeći ovu činjenicu, moguće je veoma lako 
naći z-transformaciju bilo koje sekvence koja se može izraziti kao linearna 
kombinacija sekvenci čiju z-transformaciju znamo. Pri tome je ponekad potrebno 
malo igranja sa kompleksnim brojevima. Recimo, primjenom Euler-Moivreovog 
obrasca, trigonometrijske funkcije poput sin i cos mogu se izraziti kao linearna 
kombinacija eksponencijalnih funkcija (čiju smo z-transformaciju već odredili), 
što omogućava jednostavno nalaženje z-transformacije trigonometrijskih funkcija. 
Na primjer: 
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Zlcos an} = z(e ze") = zed) + e) = 


1 z 1 Z 1 Z Z 
oim kr m e - ——) = 
2 z-e 2 z-e 2 *z—cos Q—isinQ z—cos A +i sin Q 
p z (z — cos Q) _ _z(z-cos Q) 
~ (z-cos Q)? +sin? Q 222 zcos O +1 


Ovdje smo iskoristili činjenicu da od ranije znamo z-transformaciju sekvence 
oblika a" za koju nema nikakvog razloga da ne vrijedi za bilo kakav broj a 
(makar i kompleksan), tako da mora vrijediti i za a = e'* odnosno a=e'% 


Računanje z-transformacije nekih sekvenci zahtijeva izvjesne dosjetke, koje 
se oslanjaju na matematski aparat matematičke analize poput diferenciranja i 
integracije, koji izlazi iz okvira diskretne matematike (već smo ranije naglasili 
da nije rijetkost da se za rješavanje nekih problema diskretne matematike mora 
upotrijebiti matematski aparat koji ne spada u samu diskretnu matematiku). Na 
primjer, imamo: 


-n n-l _ d < -n- = 
zm = Ý nz =n "EZ za ldz = 


n=0 
=: fz Mar=-:2} s4 e" = 


Z n=0 Z n=0 Z n=0 


Z —1 Z 
=-1——=—-—, |z| 1 
a (z-1)? (z-D? |z] 


U ovom primjeru smo koristili kombinaciju integriranja i diferenciranja da 
polazni red koji ne znamo sumirati svedemo na geometrijski red koji znamo 
sumirati. Međutim, interesantno je da se isti rezultat može indirektno izvesti i 
elementarnim putem, bez pozivanja na integriranje i diferenciranje. Naime, 
možemo pisati: 


Zta}= Sne” = Yng” ne = 20% (n+) 2 = 


n=0 n=1l n=0 n=0 


TA S nz +z Izrazi Z{n}+{ 


n=0 n=0 


=z" z{n} r 
z-l 


Ovim smo nepoznatu transformaciju Z(n) izrazili pomoću izraza u kojem se 
ponovo javlja ona sama. Ukoliko dobijenu jednakost shvatimo kao jednačinu po 
nepoznatoj Z(n) i riješimo je, dobijamo isti izraz za Z(n) koji smo dobili i 
prethodno opisanim postupkom. 


Z-transformacija zin} može se izračunati na sličan način (kombinirajući 
diferenciranje i integraciju), pri čemu se dobijeni red integracijom svodi na red 
kojim je definirana z- transformacija Z{n}, koji smo već izračunali. Dalje je 
rekurzivnim postupkom moguće izračunati Z{n"} za više stepene k, s obzirom da 
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se nakon integracije red kojim se definira Z{n"} svodi na red kojim se definira 
Z(n*7"'). Na taj način, možemo doći do sljedećeg rezultata: 


k 
—_ kd Z 
Zinj=-z di LE |, Izl>1 


Svi ovi rezultati se mogu također izvesti elementarnim putem, samo što je 
postupak nešto složeniji. Konkretnije, elementarnim putem moguće je izvesti 
rekurzivnu formulu kojom se Z{ n*} izražava preko Z{n ža 


Z-transformacija sigurno postoji za sve sekvence čija brzina rasta ne prelazi 
brzinu rasta eksponencijalne funkcije. Preciznije, lako je dokazati (korištenjem 
poredbenog kriterija konvergencije) da ukoliko postoje brojevi M 1 a takvi da 
vrijedi |x,|< Ma", tada je X(z) sigurno definirana za |z|? a. U suprotnom, lako 
se može desiti da red kojim je definiran X(z) nigdje ne konvergira. Ipak, ponekad 
je i u takvim slučajevima moguće definirati z-transformaciju koristeći postupak 
kojim se u kvantnoj fizici daje smisao mnogim divergentnim redovima, a koji je 
poznat pod nazivom Borelova' sumacija (odnosno Borelova regularizacija 
divergentnih redova). Pokažimo u čemu se sastoji ovaj postupak, s obzirom da 
će nam on biti od koristi kod rješavanja nekih složenijih tipova diferentnih 
jednačina. Polazimo od relacije 


n!= fu"e™du 
0 


koja je dobro poznata u matematičkoj analizi (u vezi sa tzv. Gama funkcijom I (z) 
za koju vrijedi I (n) = (n—1)! za cjelobrojne vrijednosti n), a koja se lako dokazuje 
parcijalnom integracijom. Na osnovu ove relacije, možemo pisati sljedeći lanac 
jednakosti: 


oo 


= PR A NE. 2 nj ke 
zuke 9 Xu =2 z LED [u"e du = 


n=0 n=0 `’ n=0 ` 0 
RK Zan. [OŠ Kap Zan Se TI X, Zan) s 
= >| i) edu = [(3.55(D)"e“)du= (ZE eau 
n=0 Q 0 n=0 0 n=0 


Zamjena redoslijeda sumiranja i integracije koju smo izveli dozvoljena je 
samo ukoliko je red konvergentan. Međutim, suma pod posljednjim integralom 
je zapravo z-transformacija sekvence x,/n! u kojoj je promjenljiva z zamijenjena 
sa z/u. Kako sekvenca x,/n! raste mnogo sporije od sekvence x,, moguće je da 
ona posjeduje z-transformaciju čak i ako je sekvenca x, ne posjeduje. Stoga je 
sasvim moguće da posljednji izraz ima smislenu vrijednost, čak i ako je polazni 
red divergentan (u tom slučaju, govorimo o sumi reda u Borelovom smislu). 
Naravno, za to je potrebno da postoji i nesvojstveni integral koji se javlja u 


! Emile Borel (1871-1956), francuski matematičar i političar. Bavio se teorijom mjere, njenim primjenama u 
teoriji vjerovatnoće, te teorijom igara. 
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posljednjem izrazu. Tako dobijenu vrijednost za Z{x,} nazvaćemo regularizirana 
z-transformacija (ili z-transformacija u Borelovom smislu) sekvence x,. Kao 
primjer, izvedimo čemu je jednaka z-transformacija sekvence x, = n! koja nema 
z-transformaciju u klasičnom smislu (dobijeni red ne konvergira nigdje). U 
skladu sa provedenim rezonovanjem, možemo pisati: 


oo 


Z{n!} = Şal” = > 2 Ju"e“du u 2 [ded = 
n=0 


n=0 0 n=0 0) 


= (Eredu = ln e "du -:| ed 


0 n=0 


Za razliku od polaznog reda koji divergira, posljednji integral je sasvim dobro 
definiran (konvergira klasično za z<0, a kao Cauchyjeva glavna vrijednost za 
z> 0). Nažalost, ovaj integral ne može se izraziti preko elementatnih funkcija, ali 
se može izraziti preko nekih poznatih neelementarnih funkcija. Tako, uvođenjem 
smjene z—u > v, možemo pisati: 


—oo —oo 


Z(n!) = "= =z = =—ze" (= 
0 


V V 
z z 


=ze “Eiz 


Ovdje Eiz označava poznatu neelementarnu funkciju nemaštovitog imena 
eksponencijalni integral, koja se definira upravo kao vrijednost posljednjeg 
integrala u gornjem izvođenju. Ova funkcija odavno ima značajne primjene u 
pojedinim oblastima fizike (poput proučavanja teorije prenosa toplote, kretanja 
podzemnih voda, teorije zračenja i kvantne teorije polja). Međutim, tek se u 
posljednje vrijeme pokazalo da ova i njoj slične funkcije mogu imati primjene i 
u diskretnoj matematici. Konkretnije, za potrebe sumiranja raznih tipova konačnih 
redova koji se javljaju kao rješenja raznih problema diskretne matematike (recimo 
u kombinatorici) od velike koristi se pokazala tzv. opća hipergeometrijska 
funkcija, koja ima funkciju Ei (kao i mnoge druge kako elementarne tako i 
neelementarne funkcije) kao specijalan slučaj. Ovaj pristup je osnova izvjesnih 
algoritama za sumiranje konačnih redova (među kojima je najpoznatiji tzv. 
Gosper'-Zeilbergerov? algoritam), a populariziran je kroz knjigu “Concrete 
Mathematics” autora R. Grahama, D. Knutha i O. Patashnika. Mada taj pristup 
nema direktne veze sa z-transformacijom, relativno bi se lako mogla uspostaviti 
veza između ta dva pristupa. U to se ovdje ne možemo upuštati. Ipak, za potrebe 
ovog udžbenika, funkcija Ei će biti kasnije lijepo iskorištena za rješavanje nekih 
tipova diferentnih jednačina. 


! Bill Gosper (1943—), američki matematičar i programer. Gosper se, zajedno sa Richardom Greenblattom 
smatra osnivačem hakerske zajednice. 
? Doron Zeilberger (1950-), izraelski matematičar. Bavi se kombinatorikom. 
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U sljedećoj tablici su kompaktno prikazane z-transformacije nekih često 
korištenih sekvenci koje smo do sada izračunali ili koje se mogu izračunati na 
sličan način. Ova tablica će nam biti od koristi u kasnijem radu. 


Xn X(z) Xn X(z) 
a+n—-1 ra 
ô, I (U) 9 
—k n Z 
i á Lz C-D- 
k 
i Z n_a- Z 
z—1 kd L GE. zk—1 
zl-k ; zsin Q 
PA z—1l Inin z2—2zcos Q+1 
n Z z(z—cos Q) 
ý z—a posna z?—2zcos Q+1 
Z ha azsin Q 
n (z—1)? asnay z?—2azcosQ+a? 
2 z(zH) E z(z-acos Q) 
ý (z—1)? SNI z2—2azcosA+a? 
n! aje a" MR 
sem dzt z-1 n = z-a 
n az 1 
mm in—ž 
= (z—a)? n+1 zin z-1 
n — Zo 1 1/z 
k (z-1)4"! n! e 
(g) (1+z 7 n! ze *Eiz 


Postoji mnogo razloga zbog kojih je z-transformacija korisna. Na prvom 
mjestu, mnogi problemi se jednostavnije rješavaju ukoliko se na problem koji se 
rješava prethodno primijeni z-transformacija, tako da umjesto izvornih veličina 
koje se javljaju u problemu proučavamo odnose koji vrijede između njihovih 
z-transformacija. Ovo je direktno u vezi sa činjenicom da nije rijetkost da veoma 
komplicirane sekvence imaju relativno jednostavne z-transformacije. Pored toga, 
vidjećemo da postoje problemi kod kojih je iz prirode samog problema mnogo 
lakše odrediti z-transformaciju rješenja nego samo rješenje, nakon čega se samo 
rješenje nalazi indirektno iz nađene z-transformacije. 


Računanje z-transformacije po definiciji može biti veoma zamorno. S druge 


strane, nalaženje z-transformacije olakšavaju izvjesna pravila, pomoću kojih se 
često računanje z-transformacije neke sekvence može svesti na tipične slučajeve, 
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za koje su z-transformacije već izračunate i koje se mogu naći u tablicama 
(poput gore prikazane tablice). Navešćemo bez dokaza neka od najvažnijih 
pravila koja vrijede za računanje z-transformacije. U svim pravilima koja slijede, 
uzimamo daje Z{x}=X(z)i Zlyl=Y(2): 


Xn X(z) Xn X(z) 
ax,+by, aX(z)+b Y(2) NXn —z 4 X(2) 
«zo |7 X0- > az o r ZID 
220 (pod MC zan<0) S ia Í -i a uvjetom ) 
"20 i z* XO Xon X(/2)+X(-vz) = ) 

eo z“ X) -5 m Xan+1 soo 
a (1-2 XO) OD X’) 
va | æo |r| oxo 

a” Xn X(z/a) Xin] SEMER X 
Xn* Yn X(2)Y(2) n! Xn [x edu 

0 


Iz same definicije z-transformacije, jasno je da se njeno računanje svodi na 
konačnu sumu kad god je sekvenca x konačna (tj. kada je x, 0 samo za konačno 
mnogo vrijednosti n). Međutim, interesantno je da se računanje z-transformacije 
svodi na konačnu sumu i u slučaju kada je x periodična sekvenca. Zaista, neka je 
x periodična sekvenca sa periodom N. Tada možemo pisati: 


2N-1 3N-I 


Z{x} = naa NERON GE SEE +... = 


n=0 n=0 n=N n=2N 


N-1 N-1 N-1 
pa O —n O —n-N O —n—2N = 
= Kal F Xn+NZ F Xn+2N 2 +e = 

n=0 n=0 n=0 


N- N- N-I 
= X: EZ +) x+) xZ NA.. = 


n=0 n=0 n=0 


N-I N 
(+z o+.) Žao X ue |z| 1 
n=0 n=0 
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Odavde vidimo da se z-transformacija periodične sekvence zaista može 
izraziti preko konačne sume. Slijedi nekoliko primjera računanja z-transformacija 
korištenjem osobina z-transformacije. 


> Primjer: Naći z-transformaciju sekvence x, =n sin. 


2 


Ova sekvenca je oblika n" y,, gdje je je k=2 i y, = sin(nn/2). Prema tablici 
z-transformacija, za z-transformaciju Y(z) sekvence y imamo: 


z sin (7/2) > Z 
z?—2zcos(T/2)+1 z?+1 


Y(z) = Z{sin ie }= 


m 24 r r k r 
Sada, prema pravilu za z-transformaciju sekvenci oblika n“ y„, imamo: 


d z 
X sz) = EY -z—|-z— = 
o= hi Yos aihio s-i kE 
z Ap ze 232 1_ 
(z2+1)? n +12 
var —-D(z2+1)2— (73—Z) + 2(22+1)- 22 _ 
(22+0? 
St ss! uz mr (2-0) _ 2—62+z 
(z*+1)? (22+03 
pod RE dG ke 2nT 2" 
> Primjer: Naći z-transformaciju sekvence x, = (n cos 3 +) 4-2 


Ova sekvenca je oblika y,u,>, pri čemu je y, =n cos (2n1/3) +2"/n!. Među 
navedenim pravilima za računanje z-transformacija ne nalazi se pravilo za 
sekvence ovog oblika, ali se nalazi pravilo za sekvence oblika w,_xu,-, prema 
kojem je Z{Wn-k Unk} =z k z4 W,). Međutim, odavde nije teško izvesti pravilo za 
Z{ yn Un-k). Zaista, stavimo y, = W,_x. Tada je w, = y,+k, tako da imamo 


Zt Yn Un-k} = Zi Wn-k Un-k} E z“ ZI Wn} = zi Zi Yn+k } = 


k- I kl I 
EVE =S) ae {JE vox" 
i=0 i=0 


Ovo pravilo se lako moglo izvesti i na osnovu same definicije z-transformacije. 
U svakom slučaju, slijedi da je nalaženje X(z) posve jednostavno nakon što se 
odredi Y(z). Nađimo stoga Y(z). Na osnovu tablica z-transformacija imamo: 


2na z(z—cos (27/3) _ z(z+1/2) 


Z = a; 
MOO VE Za E On) a 


Sada, prema jednoj od osobina z-transformacije, imamo: 
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2NT drz(z+1/2) 
Z: ne zanm Buri a 
{n cos &— 3 }= ra anale 
z ZED (ze z+d) - z(z+1/2)(22+1) -_Z(2?+42+1) 
(z?+z +1) 2(z?+z+1)} 
Dalje, iz tablica također imamo da je Z(1/n!) = e"", tako da na osnovu Peas o 
z-transformaciji sekvence pomnožene sa a" slijedi Z(2"/n!) = e" ©?” = e? pa je: 
2NT z(z?+4z+1) 


Y(2) = Z{ n cos 57 }+Z{ 2 y}=- 


2(z?°+z+1)? 


Najzad, imamo: 


= -1— _Z(27+42+))) i 2 212 
Z{Xn} = Y(2Z)—}y0—}1Z = eazi e gi (cos du ne 
2 
LE PJER z] 
2(z?+z+1)? 2z 


n 
RAAS Za E a 
> Primjer: Naći z-transformaciju sekvence x, = n! ) TI 
k=0 


S obzirom da se ova sekvenca često pojavljuje u rješenjima izvjesnih tipova 
diferentnih jednačina, biće nam od koristi poznavanje njene z-transformacije. 
Nađimo prvo z-transformaciju pomoćne sekvence y, = x,/n!: 


Malek k k 
Y(2)=Z{y}}=Z{) Ey AVE y aE ye 
È k! kl? z-1^ k? z- 


Sada ćemo iskoristiti pravilo za z-transformaciju sekvenci oblika n! yą: 


( —u ( / aulz „u ( u(a/z-1) 
z4x) = Zy) =| YG e"du = [At e" edu =z = 
0 0 0 


Te (z—v)\(a/z-1) f v(1—a/z) kr : 
= z j€ Pze [€ dvo ze | EW = ze™ Ei (z-a) 
v v w 
z Z ne 
Dakle, konačno imamo Z( x,} = ze" "Ei (z—a). Pri rješavanju dobijenog integrala, 
dva puta smo upotrijebili smjenu promjenljivih: prvi put smjenu z-u > v, a drugi 
put smjenu v(1—a/z) > w. Treba još napomenuti da je dobijena z-transformacija 
u Borelovom smislu, s obzirom da sekvenca x, raste isuviše brzo da bi imala 
klasičnu z-transformaciju. 


Od navedenih osobina z-transformacije, posebnu ulogu ima pravilo prema 
kojem je Zlx,* Yn} = X(2) Y(2), što možemo zapisati i kao Z{x+y} =Z{x}Z{ y}. 
Ovo izuzetno značajno pravilo naziva se feorema o konvoluciji. Prema ovom 
pravilu, z-transformacija konvolucije dvije sekvence jednaka je proizvodu 
z-transformacija tih sekvenci. 


542 


Teorema o konvoluciji daje novi smisao funkciji sistema odnosno prenosnoj 
funkciji H(z). Naime, neka je h impulsni odziv sistema i neka je x ulaz, a y izlaz 
iz tog sistema. Znamo da tada vrijedi y =x» h, tako da po teoremi o konvoluciji 
slijedi Y(z)=X(z) H(z). Dakle, z-transformacija izlaza Y(z) dobija se prostim 
množenjem z-transformacije ulaza X(z) sa funkcijom sistema H(z), odnosno 
funkcija sistema H(z) je količnik z-transformacija izlaza iz sistema i ulaza u 
sistem, odakle i potiče naziv prenosna funkcija. Kao posljedicu teoreme o 
konvoluciji imamo i to da ukoliko dva sistema S; i S imaju funkcije sistema 
H(z) i H(z) respektivno, tada njihov proizvod 5,5, ima funkciju H;(z) H,(z) za 
funkciju sistema. Također, ukoliko sistem S ima funkciju sistema H(z), njegov 
inverzni sistem S" ima za funkciju sistema 1/H(z). Ova činjenica omogućava 
nalaženje inverznog sistema zadanog sistema, koji je bez korištenja ove činjenice 
u općem slučaju veoma teško naći. 


Teorema o konvoluciji daje i alternativni način za računanje konvolucije 
dvije sekvence, osim računanja po definiciji, koje često zahtijeva veoma 
nezgodna sumiranja. U mnogim slučajevima je umjesto neposrednog računanja 
konvolucije x * y jednostavnije odrediti z-transformacije Z(x) i Z(y), a zatim 
odrediti sekvencu čija je z-transformacija Z(x)Z(y). Dalje, umjesto računanja 
antidiferencije V !x po definiciji, koje također zahtijeva sumiranje reda koje nije 
uvijek jednostavno izvodljivo, ponekad je lakše naći z-transformaciju X(z) 
sekvence x, zatim iskoristiti pravilo za nalaženje z-transformacije sekvence V 'x 
na osnovu X(z), i na kraju rekonstruisati samu sekvencu V x na osnovu nađene 
njene z-transformacije. Nije teško pronaći još mnoge primjene u kojima bi 
upotreba z-transformacije mogla biti od koristi. Zapravo, glavna upotrebljivost 
z-transformacije leži u činjenici da je često znatno lakše naći z-transformaciju 
rješenja nego samo rješenje. Međutim, u svim tim primjenama pojavljuje se 
problem nalaženja nepoznate sekvence x uz pretpostavku da je poznata njena 
z-transformacija X(z). Ovom problemu posvećen je sljedeći odjeljak. 


9.7* Inverzna z-transformacija 


Kao što smo vidjeli, z-transformacija Z(x) neke sekvence x je funkcija X(z) 
koja je na izvjestan način povezana sa samom sekvencom x, pri čemu je formula 
koja daje tu vezu data u prethodnom odjeljku. Sama sekvenca x se pri tome naziva 
inverzna z-transformacija funkcije X(z), što možemo pisati kao x= Z {XY} ili, 
uz izvjesnu dozu opreza, kao x,= Z 1{X(z)} ukoliko smo svjesni da se inverzna 
z-transformacija primjenjuje na čitavu funkciju X, a ne samo na neku konkretnu 
vrijednost funkcije X za neku konkretnu vrijednost z (tj. na vrijednost X(z)), kao 
i da je rezultat čitava sekvenca x, a ne samo neka njena konkretna vrijednost za 
konkretnu vrijednost n. 


U zavisnosti od toga da li je funkcija X(z) dobijena iz sekvence x dvostranom 
ili jednostranom z-transformacijom, razlikujemo dvostranu i jednostranu inverznu 
z-etransformaciju. Jasno je da se jednostranom z-transformacijom iz funkcije 
X(z) mogu rekonstruisati samo vrijednosti sekvence x, za n20, s obzirom da 
vrijednosti x, za n<0, ako su uopće i postojale, ni na kakav način nisu igrale 
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ulogu u izrazu kojim se X(z) dobija iz x,. S obzirom na izvjesne komplikacije 
koje su vezane za dvostranu z-transformaciju i činjenicu da se u praksi 
z-transformacija i inverzna z-transformacija uglavnom koriste prilikom analize 
kauzalnih sekvenci za koje se dvostrana i jednostrana z-transformacija poklapaju, 
i za koje je svakako x,=0 za n<0, ograničićemo se samo na proučavanje 
jednostrane inverzne z-transformacije. 


Matematski aparat matematičke analize nudi mnogo formula pomoću kojih 
se može dobiti izraz za sekvencu x, izražen preko njene z-transformacije X(z), 
ali njihova primjena je uglavnom prilično komplicirana. Prividno najjednostavnija 
je formula 


-1ipd" y1 
Xn = PIJE: X( Dl 


koja je neposredna posljedica formule za razvoj funkcija u stepeni red. Ova 
formula vrijedi samo za jednostranu inverznu z-transformaciju, dok nikakva 
slična formula ne postoji za slučaj dvostrane inverzne z-transformacije. Nažalost, 
ova formula najčešće nije upotrebljiva za nalaženje eksplicitne formule za x, u 
ovisnosti od n, jer je u praksi vrlo rijetko moguće naći eksplicitnu formulu za 
n-ti izvod neke funkcije. Pored toga, ova formula nije podesna ni za numeričko 
računanje x, za zadanu vrijednost n. Znatno korisnija formula, koja vrijedi i za 
dvostranu inverznu z-transformaciju, može se izvesti na sljedeći način. Neka je p 
neki realan broj takav da je X(z) definirano za |z|=p. U formuli koja definira 
z-transformaciju pomnožimo obje strane jednakosti sa z“, uvrstimo z=pe'“, te 
integrirajmo obje strane po o u granicama od 0 do 2m. Može se pokazati da su 
tada svi integrali članova sume jednaki nuli osim onog za k=n, koji iznosi 27. 
Odatle slijedi 


27 

1 n i ion 

X, = —p [xpe e" do 
2T s 


Vidimo da za primjenu ove formule moramo znati oblast definiranosti X(z), 
da bismo mogli odabrati povoljnu vrijednost za p. Ukoliko se radi o jednostranoj 
z-transformaciji, pokazuje se da je X(z) uvijek definirano za dovoljno velike 
vrijednosti z, tako da se može uzeti p — œ. Bez obzira na prividnu složenost ove 
formule, teorija funkcija kompleksne promjenljive pruža moćan matematski 
aparat (zasnovan na tzv. Cauchyjevoj teoremi o ostacima) koji u velikom broju 
slučajeva omogućava da se integral u ovoj formuli eksplicitno izračuna kao 
funkcija od n za mnoge tipove funkcija X(z). Na ovom mjestu ne možemo se 
upuštati u opću teoriju kako se računaju ovakvi integrali u općem slučaju, nego 
ćemo samo navesti (bez dokaza) konačan rezultat kako se računa inverzna 
z-transformacija za vrlo važan specijalan slučaj kada je X(z) racionalna funkcija. 
Ovaj slučaj je naročito interesantan zbog činjenice da smo ranije vidjeli da svi 
linearni i stacionarni diskretni sistemi koji su opisivi diferentnim jednačinama 
imaju kao funkcije sistema upravo racionalne funkcije. 
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Pokažimo sada kako se računa inverzna z-transformacija racionalne funkcije 
X(z). Lako je uvidjeti da jednostrana z-transformacija ma kakve sekvence nikada 
ne može biti racionalna funkcija kod koje je stepen polinoma u brojniku veći od 
stepena polinoma u nazivniku. Zaista, iz definicije jednostrane z-transformacije 
direktno slijedi da za z— œ imamo X(z)— xo. Drugim riječima, X(z) ostaje 
konačno kada z — co, a samo racionalne funkcije kod kojih je stepen polinoma u 
brojniku manji ili jednak od stepena polinoma u nazivniku posjeduju to svojstvo. 
Stoga ćemo u nastavku pretpostaviti da je X(z) upravo takvog oblika. U slučaju 
da nije tako, jednostrana inverzna z-transformacija ne postoji (ovo ne vrijedi za 
dvostranu inverznu z-transformaciju). Razmotrićemo prvo slučaj kada je X(0) =0 
(ovo je vrlo čest slučaj u praksi) dok ćemo opći slučaj razmotriti neposredno 
nakon toga. U tom slučaju, polinom u brojniku mora imati z=0 za svoju nulu, 
dok z=0 ne može biti nula polinoma u nazivniku. Drugim riječima, X(z) tada 
mora imati oblik 


ZP(z) 


X(z) = 
n Q(z) 

gdje su P(z) i Q(z) polinomi, pri čemu je Q(0)+0. Za nalaženje inverzne 
z-transformacije neophodno je poznavati sve nule polinoma Q(z) (što samo po 
sebi nije uvijek baš jednostavno). Pretpostavimo da su nule polinoma Q(z) date 
kao z=2, k=1..q, pri čemu nula z=z, ima višestrukost V =V, k=1..q (nule 
mogu biti kako realne, tako i kompleksne). Drugim riječima, pretpostavimo da 
se polinom Q(z) može faktorizirati u obliku 


QG) = K(z-2)"(z-29)“..(2-2,) “ 


Označimo sa Q(z) polinom Ox(z) = O(z)/(z—zg"ktj. polinom koji je identičan 
sa polinomom Q(z) po svemu osim što u sebi ne sadrži faktor oblika (z—z,)**. Uz 
ovakvu konvenciju, eksplicitan izraz za inverznu z-transformaciju x, funkcije 
X(z) može se napisati u obliku 


v,—l n 
GE) = sea (n>0) 
k=l 


< (vD! az OG) b-a 


Analizirajmo malo ovaj izraz. Na prvom mjestu, iz njega je vidljivo da se 
sekvenca x, dobija kao suma od g komponenti oblika 


1 qa“ PO) 
(Vod! dzY OG) 77 


pri čemu svaka komponenta potiče od po jedne nule z= zę k=1..q polinoma 
Q(z). Razmotrimo prvo slučaj kada je V; = 1, tj. kada je z = z, prosta nula (tj. nula 
čija je višestrukost jednaka jedinici) polinoma Q(z). U tom slučaju, prethodni 
izraz dobija jednostavan oblik 
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P(z;) = 
Q(z) i 


Stoga, u specijalnom slučaju kada su sve nule polinoma Q(z) proste, što je 
veoma čest slučaj u praksi, izraz za inverznu z-transformaciju svodi se na veoma 
jednostavnu relaciju 


U slučaju kada je z= zx višestruka nula polinoma Q(z) višestrukosti v> 1, 
njoj odgovara komponenta složenijeg oblika. Primjenom Leibinzovog pravila za 
n-ti izvod produkta dvije funkcije, komponenta koja odgovara ovoj nuli može se, 
nakon malo sređivanja, izraziti kao zbir više prostijih komponenti u obliku 


$ 1 gre I P(z) I BE da 
E (Vx-i-Dlaze Quo au)“ 


Mada ovaj izraz djeluje komplicirano, često je njega pogodnije primjenjivati 
nego izvorni izraz, jer se u njemu računaju izvodi od jednostavnije funkcije nego 
u polaznom izrazu. Ipak, polazni izraz može biti pogodniji kada P(z) ima kao 
svoj faktor neki stepen od z, s obzirom da će se taj faktor prosto “stopiti” sa 
stepenom z” u produktu P(z)z", tako da upotrebom formule zasnovane na 
Leibinzovom pravilu nećemo mnogo dobiti. Napomenimo da se iz izvedenog 
izraza, nakon malo sređivanja, lako može uočiti da je komponenta od x, koja 
potiče od nule z =z, višestrukosti V, zapravo oblika II(n) zx", gdje je Tl(n) neki 
polinom po n stepena v- 1. 


z(z2+3) 


> Primjer: Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = : s 
z?—7z+6 


U ovom primjeru je P(z)=2"+3 i QQ)=2%-72+6. Na prvom mjestu je 
potrebno pronaći nule polinoma O(z). Neposrednim provjeravanjem lako se vidi 
da je z=1 jedna nula ovog polinoma. Dijeljenjem Q(z) sa z—1 dobijamo 
polinom z*+z-6 koji daje još dvije nule z=—3 i z=2. Odavde slijedi da je 
Q(Z)=(z-1)(z-2)(2+3). Dakle, sve nule ovog polinoma su proste. Označimo 
Za=l,2=2iz,=—. Sada imamo Q(z)=(2-2)(2+3), Q(2)=(z-1)(z+3) i 
Qa(z) = (z- 1) (z- 2), tako daje 


x n= ZX} = 


Pi: PO PE aa a Te Daa 
1 2 =—l+—2 2(=3 
OM To Gegi goru? 


Naravno, nađeno rješenje vrijedi za n20 (za n <0 se podrazumijeva da je x, =0). 
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z(z—1) 
(z-3)(z-2)? | 


U ovom primjeru je P(z)=z-1 i Q(z) = (z-3) (7—2)'. Pošto je polinom Q(z) 
već prikazan u faktoriziranom obliku, lako je uočiti da on ima prostu nuluz=3i 
nuluz=2č čijaje višestrukost 3. Stavimo z; = 3 (uz vı = 1) i z2 = 2, v2= 3. Dalje je 
OC) = (z- 2)? i Q(z)=z-3. Sada, primjenom opće formule za inverznu 
z-transformaciju racionalne funkcije, dobijamo 


> Primjer: Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = 


= Z\{xy= PO) 314 1 d? Re: 


-Jas 


0,6) 2! dz? Q,(2) 

PB) g1 d eD" lje ] +d pe _42+3)n— 222") = 
STO NU TIME (z—3)? 252 
=2. 37 + [E 3)*(z-1)n-(z%-3z2+3z-9)n+4z I: 

(z=3y 
= 2.31 WH1nH16 yr (zan>0) 


U prikazanom računanju nismo koristili rastavu zasnovanu na Leibinzovom 
pravilu za n-ti izvod produkta. Alternativno bismo mogli koristiti i ovo pravilo, 
tako da bismo imali sljedeći račun: 


m PO) zn + dt 2o 1) ni _ 
ha 9,07 jun rozi 2 = 
P(3) 


< n 1 d? = n Z= 1 1 z—1 n n-2_ 
= Q, (3) 3 k u [ le)?" 1 ES la U P +52) NE 


£ = -1) 
sr [Zz21 n(n 2-2 _ 
+4 dz ke F a 2 +L re" [ ii 2 2 
= n n n-1_ n(n—1) n-2 _ 
= 2:3"+— 1 a MA U Vale e 
=2.3"-2.2"-2n2"1- na- nimoa. ie one EVE 


Tea a (zan>0) 
Mada drugi način izgleda duži, neosporno je da se u njemu računaju izvodi 
znatno prostijih funkcija nego što je to slučaj pri korištenju prvog načina. 


Može se desiti da polinom Q(z) ima kompleksne nule. Opisani postupak će u 
tom slučaju dovesti do izraza za x, koji sadrži kompleksne brojeve. Međutim, uz 
malo sređivanja, uvijek je taj izraz moguće transformirati u izraz koji sadrži 
samo realne vrijednosti. Zaista, neka polinom Q(z) ima nulu z=% gdje je Ć 
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kompleksan broj. Tada isti polinom mora imati i nulu z=C, gdje crtica iznad € 
označava konjugovano kompleksan broj broja Ć. Lako se pokazuje da će ovim 
nulama odgovarati dvije također konjugovano kompleksne komponente rješenja 
oblika TI(n) €" i T(n) Ç”, tako da će u konačnom rezultatu zbir T(n) €" +116 €" 
biti realan. Sada nije teško izvesti gotovu formulu čemu je jednak ovaj zbir. 
Ukoliko predstavimo Ć u trigonometrijskom obliku kao G=pe'" gdje je p=|C|i 
P=arg G i iskoristimo Moivreov obrazac kao i očigledne relacije +% = 2 Re ģ i 
G_-C=2iIm Ć, lako dobijamo da je 


II(n) €" +II(n) Ç” = 2 p"(ReII(n) cos nọ — IMTI(A) sin nọ) 


Alternativno, koristeći osnovne trigonometrijske identitete, možemo izvesti i 
sljedeći izraz: 


In) €" +) €" = 2|11(1) | p"cos (np + arg II(n)) 


z(z—2) 
(z+3)(z2-22+2) 


> Primjer: Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = 


Ovdje je P(z)=z-21Q(2)=(2+3) (z= 22+2). Jedna nula polinoma Q(z) je 
svakako z =—3, dok su preostale nule polinoma Q(z) nule polinoma z'-22+2, 
odnosno z=1+! i z=1—i. Slijedi da su sve nule proste. Označimo zı =-3, 
z=1+ i z=1-i tako da imamo Q(z)=(z-1-i)(z-1+i)=(25-22+2), 
Qx(z)=(2+3)(z-1+i)1Q34(2)=(2+3)(z-1-:). Sada primjena opće formule za 
inverznu z-transformaciju racionalne funkcije daje 


P(—3) kada P(1+1) Moa P(1-1) 
AC) ro, PO to) 


5 n, IH. pn/2_nmi/4 —l—i ni2 -nnil 
=--> (- 2 >) = 
n= zap = "Gani" 


Xn= Z'{X}= 


(l-i)" = 


DOB pdf disala (s, NT n/2 NR, NT _ 
= 176 3) + 2 (co +isin) + 2 (cos sin = 


34 4 
5 1 n 


__2(_2\1_L9n/2 nm : nm > 
= 176 3) +772 Geos 3sin-4), n20 


nn 3=31 nn 


Razmotrimo sada opći slučaj kada racionalna funkcija X(z) čiju inverznu 
z-transformaciju tražimo ne ispunjava uvjet X(0) =0. Postoji više načina kako 
tada možemo naći rješenje, pri čemu razni načini obično daju prividno različite, 
ali međusobno ekvivalentne rezultate. Jedna mogućnost je da ukoliko je X(0) #0, 
brojnik i nazivnik u X(z) jednostavno proširimo sa z, tako da formalno izrazimo 
X(z) u obliku X(z)=zP(z)/Q(z). Jasno je da će pri tome vrijediti i Q(0) =0, 
odnosno X(z) za z = 0 mora se tretirati kao granična vrijednost za z> 0. Ukoliko 
to uradimo, u nastavku postupka će se pojaviti izrazi koji za z=0 postaju 
neodređeni za neke vrijednosti n, tako da se moraju koristiti prelazi na granične 
vrijednosti. Recimo, ukoliko smo koristili postupak zasnovan na Leibinzovom 
pravilu za izvod produkta, u rezultatu će se pojaviti faktori oblika 0"*, koji su 
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neodređeni za n=k i beskonačni za n<k, ali se ti beskonačni faktori množe 
drugim faktorima koji su jednaki nuli, tako da opet imamo neodređenost. Može 
se pokazati da ćemo, u slučaju da smo koristili postupak zasnovan na Leibinzovom 
pravilu, dobiti ispravan krajnji rezultat ukoliko svaki faktor oblika o 
zamijenimo sa faktorom oblika 8,,, (tako da zapravo smatramo da je 0%= 1). 


U slučaju kada polinom u nazivniku posjeduje z=0 kao nulu visokog reda, 
prethodni postupak može biti veoma glomazan. Tada je praktičnije koristiti 
sljedeći metod. Kreiramo pomoćnu funkciju Y(z)=z"X(z), gdje je m najmanji 
broj takav da je Y(z)=0 za z=0 (odnosno za z>0 ukoliko je Q(0) =0). Sada 
možemo primijeniti inverznu z-transformaciju na funkciju Y(z) i dobiti sekvencu 
Yn. Konačno, sekvencu x, nalazimo kao x, = Yn-m Un-m > tJ- Xn =Ynm Za NZ MİX, =0 
za n<m. Zaista, imamo X(z)=z "Y(2), a iz osobine Z- transformacije prema 
kojoj je Z{ywtUnx} =z *Y@ jasno slijedi Z {X@)} = Zz" Y@)} = Ynn Unm: 
Nažalost, ovaj metod se ne može koristiti ukoliko se dogodi da je u funkciji Y(z) 
stepen polinoma u brojniku veći od stepena polinoma u nazivniku, jer tada 
inverzna z-transformacija od Y(z) ne postoji. Nešto kasnije ćemo razmotriti šta 
se može raditi u takvom slučaju. 


4(2z+1) 
z(z-2)(z—1) 
Radi poređenja, postupak ćemo obaviti na oba načina. U skladu sa prvim 


načinom, imaćemo P(z)=4(z+1) i QQ)=z z- 2)(z- 1). Polinom Q(z) ima 
z = 0 kao dvostruku nulu, a z = 2 i z= 1 kao proste nule, Stavimo z; = 0 uz V{=2, 


2=2 i zz= 1. Sada je O(z2) =(z—2)(z—1), QZ =Z(z—1) i Os(2) =z z-2), 
tako da, uz primjenu Leibinzovog pravila, imamo 


dl!“ p P(z) n\jani PO) zx POD -a 
s Us Maj EONO) osa 10 "9,0 Go 


_1 d [ 4(z+1) PE do 0)0 0"+1[ 4(z+1) ] T Jo O+ P(2) DE PO) 1" = 
dz (z-D(z-1) 0! -2 z- QD Q 
4(z°+2z- = 4(2+1) 2 
LJ RI mani a M |JH 3.2"-8 = 
[- (z— 2)? (z- = 4-0 =0“n tiy —2)(z Tpk =0” õn- Sieg 
= e +28,1 +3-2”—8 (n20) 


n-1 


> Primjer: Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = 


U krajnjem rezultatu je iskorištena činjenica da vrijedi n 0,1 = 0,1. 


Prema drugom načinu, definiraćemo funkciju Y(z)=2z"X(z) za koju vrijedi 
Y(z)=0 za z—>0. Funkcija Y(z) ispunjava uvjete da ima jednostranu inverznu 
z-transformaciju. Nakon što izvršimo kraćenje zajedničkih faktora u brojniku i 
nazivniku, imaćemo P(z)=4(z+1)1Q(2) =(z-2)(z-1), tako da Q(z) ima samo 
proste nule z=2 i z=1. Stavimo z;=2 i z2=1, tako da je Qi(z)=z-1 i 
Qx(z)=z-2. Sada imamo 
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soje S BO og, PO 
VEZNI ODE {OD 


1"=12.2"—8 (120) 


Konačno je 
Xn = Yn Un2 = (12 4 Vee 8) Un-2 = (3 i 2"— 8) Un-2 


Primijetimo da se, s obzirom na osobine sekvence un, dobijeni rezultat može 
iskazati kao x,=3:2"-8zan>2ix,=0zan<2. Mada to nije na prvi pogled 
očigledno, lako se može provjeriti da je ovo rješenje ekvivalentno rješenju koje 
je dobijeno na prvi način. 


Ukoliko funkcija Y(z) ne posjeduje inverznu z-transformaciju, tada možemo 
polaznu funkciju X(z) razbiti na zbir više funkcija na koje se opisani postupak 
može primijeniti. Na primjer, neka je potrebno odrediti inverznu z-transformaciju 
funkcije 


“+1 
X) = LL— 

(z) AI) 
Računanje po prvom postupku bilo bi nevjerovatno dugotrajno, dok se drugi 
postupak ne može neposredno primijeniti, jer funkcija Y(z) = z X(z) ne posjeduje 
jednostranu inverznu z-transformaciju. Međutim, posve je lako dobiti 


== SR > 1 m RE) = 

nen ROZ ea aea 
pa WERA H pe 
SA Va). 


Sada na obje funkcije možemo primijeniti drugi postupak. Posve se lako dobija 
daje 


n-3 n-7 n=7 
Xn = 2" Un3 2" Ung =2" (16 un-3— Un) 


Na ovom mjestu bitno je naglasiti da opisani opći metod za nalaženje inverzne 
z-transformacije nije uvijek niti najbrži put da se dođe do rješenja, niti uvijek 
daje najprostije izraze za sekvencu koja je rezultat inverzne z-transformacije. U 
nekim slučajevima se primjenom raznih trikova može mnogo brže doći do mnogo 
kompaktnijeg rezultata. Recimo, obično pomaže ukoliko funkciju čiju inverznu 
z-transformaciju tražimo prikažemo kao zbir više prostijih funkcija a zatim za 
svaki od sabiraka z-transformaciju tražimo zasebno. Dalje, često se dešava da 
čak i neke od tabličnih z-transformacija daju mnogo glomaznije izraze ukoliko 
se na njih bukvalno mehanički primijeni opći postupak za nalaženje inverzne 
z-transformacije racionalne funkcije. Na primjer, neka je X(2)=z'/(z2'—1). 
Funkcija ovog oblika nalazi se u ranije navedenoj tablici z-transformacija. Stoga 
njena inverzna z-transformacija glasi 
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Ei Jn n-1;_ |1, za7|n 
wsz X) Ll- 19 če 
Primijetimo da ova funkcija ima polinom sedmog stepena u nazivniku (sa 
jednom realnom i šest kompleksnih nula). Stoga, ukoliko bismo na ovu funkciju 
mehanički primijenili ranije opisani postupak za inverznu z-transformaciju, nakon 
izuzetno mukotrpnog posla i brojnih pojednostavljenja, došli bismo do sljedećeg 
izraza Za X,;: 


2nT Ann 6NT SNT 10n 1 12nT 
(1+cos 57 + cos +C0s 77" + COST +C0S 7 + Cos 7 ) 


Xn = 


sl 


Ovaj izraz se, uz pomoć elementarnih trigonometrijskih transformacija, eventualno 
može dovesti na oblik 


3nT SnT 
7 o +00s-7 )] 


W= LI 1+2(—1)" (cos sa +COS 

Međutim, ovaj izraz je i dalje znatno komplikovaniji nego izraz koji smo dobili 
na osnovu tablica i teško je na prvi pogled povjerovati da su oni ekvivalentni. 
Štaviše, iz posljednjeg izraza nije nimalo očigledno da njegova vrijednost može 
biti samo 0 ili 1 (takvo drastično kraćenje posljedica je simetrije u rasporedu 
nula polinoma u nazivniku funkcije — naime, sve njegove nule ravnomjerno su 
raspoređene duž kružnice |z|=1). U nastavku slijede još neki karakteristični 
primjeri u kojima se nalaženje inverzne z-transformacije može znatno efikasnije 
izvesti indirektnim putem nego mehaničkom primjenom postupka za inverznu 
z-transformaciju racionalne funkcije. 

Primjer: Naći i 3 = _(2z+D*. 
> rimjer : Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = seas 

Nazivnik ove funkcije ima u tački z = 0 četverostruku nulu, a pored toga je 
X(0) #0, tako da bi računanje inverzne z-transformacije na klasični način bilo 
dosta zamorno. Nakon dužeg računa, dobili bismo 


Xn = Z (X) =166,+325,1+2486,2+85,,3+5,4 


Međutim, uz primjenu Newtonovog binomnog obrasca, do istog rješenja se dolazi 
veoma brzo: 


2z+1)* das 
X() = SED sor 


k=0 


U) 24k k 2164322 +247? +870 +7“ 


Do prikazanog rješenja sada dolazimo na osnovu činjenice da je Z/(z“) = 8, 
Međutim, iz prikazanog razvoja X(z) u red po stepenima z ', možemo očitati i 
mnogo kompaktniji oblik za sekvencu x, u obliku 


Xn = 1) gan 
n 
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Mada na prvi pogled djeluje da je ova formula tačna samo za 0< n <4 (s obzirom 
na granice sumacije), ona je tačna za sve vrijednosti ne Z. Zaista, zan <0 i za 
n? 4 binomni koeficijent koji se javlja u formuli jednak je nuli, a za te vrijednosti 
n svakako treba biti x, = 0. Inače, do posve istog izraza za x, možemo doći i ako 
uočimo da se X(z) može napisati u obliku X(z) = 16 Y(2z) gdje je Y(z) = GETAN 
a zatim iskoristimo činjenicu da je Y(z) tablična z—transformacija, kao i osnovne 
osobine z-transformacije. 


Primier: jea = = _ z>(z*+1). 
> rimjer : Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = i 
29=3722+2 

Nazivnik ove funkcije je šestog stepena, i ima 2 realne i 4 kompleksne nule. 
Klasičnim pristupom, nakon mnogo posla i mnogobrojnih ne baš jednostavnih 
manipulacija, mogli bismo doći do rješenja prikazanog u relativno kompaktnom 
obliku kao 


Ka = 1(2+3:2"")(1+ cos 2AT + 005477) 


Međutim, do još kompaktnijeg rješenja možemo znatno brže doći ako uočimo 
da je X(z) zapravo funkcija od z', tj. da je X(z) = Y(Z)) gdje je Y(z) također 
racionalna funkcija. Pri tome se inverzna z-transformacija od Y(z) nalazi posve 
jednostavno. Ne ulazeći u detalje postupka koji smo više puta provodili, imamo 


y= ZHY} = zu }=..=-2+3-2", n20 


Sada, na osnovu osobina z-transformacije, imamo x,=y,s Za 3|n i i x,=0 
inače, odnosno 


JE —_2+3.2"5, za3ln (in>0) 
S 0, inače 


z16 


(L-IG5- GOD) 


Ova funkcija ima polinom 16-tog stepena u nazivniku, koji posjeduje jednu 
prostu realnu nulu, jednu trostruku realnu nulu, četiri proste kompleksne nule i 
četiri dvostruke kompleksne nule. Funkcije poput ove javljaju se pri rješavanju 
izvjesnih kombinatornih problema (uglavnom problema vezanih za nalaženje 
broja particija pod određenim uvjetima). Nalaženje inverzne z-transformacije 
ove funkcije klasičnim postupkom bilo bi nevjerovatno dugotrajno, a dobijeni 
izraz ne bi čak ni nakon brojnih pojednostavljenja mogao stati na jednu čitavu 
stranicu ovog udžbenika. Međutim, do veoma kompaktnog rješenja se dolazi 
relativno jednostavno ukoliko uočimo da je X(z) “skoro” funkcija od z", uz par 
detalja koji “kvare” ovu činjenicu (poput faktora z— 1 u nazivniku). Stoga ćemo 
X(Z) transformirati u pogodniji oblik. Možemo pisati 


> Primjer: Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = 
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Irge = zl zl za -zi Zl y 
SE O tj e et) “e U 


gdje je 
YQ) = Li 
KO dane) 


Funkcija Y(z) ima u nazivniku jednu prostu realnu nulu (z=—1) i jednu 
trostruku realnu nulu (z = 1), tako da je nalaženje njene inverzne z-transformacije 
prilično jednostavno. Ne ulazeći u detalje imamo: 


neZ YOE EO+CD"+2n*+8n), n>0 
Konačno, prema jednoj od osobina z-transformacije imamo x,, = yl,/sp odnosno: 
x,= 2(7+CD+2121+812]), n20 


92'(22%+1) . 


> Primjer : Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = 
j j ije X(2) (2/+2)2(2—D) 


Prilično je jasno da ne treba ni pokušavati naći ovu inverznu z-transformaciju 
klasičnim putem. Vidljivo je da je nazivnik funkcija od z“, ali probleme stvara 
brojnik, koji nije takvog oblika. Stoga ćemo prilagoditi brojnik tako da se jasno 
izdvoji faktor koji je funkcija od z“. Možemo pisati 


Z{X(2)} = u =z Yz YO) 
gdje je 
= 971? 
bh an) nm 
O STe 


Kako je Y(z) faktički funkcija od zí, njenu inverznu z-transformaciju računamo 
na isti način kao u jednom od prethodnih primjera. Preskačući detalje, imamo: 


Jai _ _ JI+6D"4(8+3n/2), za 4ln 
ma. ka= | 0, inače 
Konačno, na osnovu osobina z-transformacija, imamo 


2+(-2) O (5+31), za4l(n-2)in>2 
Xn = 2 Xn2Un-2+ Xps Uns = {1+(-2) "(1 +31)/2, za 4|(n—5)in25 
0, inače 
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s obzirom da se mogućnosti 4|(n—2) i 4|(n—5) međusobno isključuju (ovi uvjeti 
mogu se izraziti i kao mod(n, 4) = 2 odnosno mod(n, 4) = 1). Dobijeni izraz Za x, 
sigurno nije šampion elegancije, ali sve alternative su mnogo gore. 

z 11 


-IED 


Ovaj primjer ilustrira interesantan trik koji je (uz ostale prethodno opisne 
trikove) svojevremeno pomogao da se izvede eksplicitna formula za broj načina 
da se plati iznos od n centi koristeći novčiće čije su vrijednosti redom 1, 5, 10, 
25 i 50 centi, što je poznati kombinatorni problem koji je G. Pólya koristio za 
popularizaciju primjene funkcija izvodnica u kombinatorici (i koji, usput rečeno, 
dovodi do polinoma 91-og reda u nazivniku). Na funkciju X(z) se očito ne može 
primijeniti niti jedan od prethodno opisanih trikova. Trik koji se ovdje koristi je 
činjenica ( da su svi faktori u nazivniku ujedno i faktori od 2"—1. Zaista, vrijedi 
z-1= (z +z + lji 1)i zí- f= C + D — 1). Stoga se X(z) može predstaviti 
i u sljedećem obliku: 


> Primjer: Naći inverznu z-transformaciju funkcije X(z) = 


xos Kitzzz" (e z+ z+ z+ z+)" 
(z6—1) (z6-1) (29—1) (z6-1)? 


Dalje bismo mo gli nastaviti kao u prethodnom primjeru, izdvajajući faktor 
koji je funkcija od z’. Međutim, to je i dalje dosta glomazan i i naporan postupak. 
Srećom, konkretno u ovom primjeru, do rješenja se može doći i brže, uz malo 
“namještanja”. Naime, dalje možemo pisati: 


+zÍ+zľ+zí+z’+ 6—1) z"! 
xos Z zóí+zř+zí+zľ+z?)z" _ (@Ś-1)z" _ 


(za (z5=1)? 
- (25+24+ 23 tz’ z+ O as zd. S JA ze 
(z6—1)* (zt— 1)? n= Dz* (29—1)3 (z$—1)2 


Sada smo doveli X(z) na oblik na koji su primjenljivi ranije opisani trikovi. 
Konkretno, na osnovu pravila z-transformacije x,= Z {X(z)} se može prikazati 
u obliku x, = Yine! — W(n-1)/6 Uni Za 6|(n—1) i Xn = y,wej inače, pri čemu je 


=Z =z Gp) s (172) =502+31+2), n>0 


(z T 


=z"{ 


z —7)=2164 pr = (21) ne, nž0 


Za brzo nalaženje y, i w, iskorištene su tablice z-transformacija. Konačno je: 


g Pa" za6|(n=D)_ „>o 


(Ln/6|*+3Ln/6]+2)/2, inače 
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Sve do sada bilo je govora o nalaženju inverzne z-transformacije za slučaj 
racionalnih funkcija. U slučaju kada je potrebno naći inverznu z-transformaciju 
funkcije koja nije racionalna, nemoguće je dati ikakve opće upute kako to izvesti. 
Svi postupci za tu svrhu svode se na to da se funkcija pokuša predstaviti u vidu 
reda po stepenima od z ' (uglavnom koristeći poznate razvoje u stepene redove), 
nakon čega se inverzna z-transformacija očitava neposredno preko koeficijenata 
dobijenog razvoja, ili da se primjenom raznih pravila z-transformacije funkcija 
svede na oblik za koji je to moguće izvesti. Nekoliko primjera nalaženja inverzne 
z-transformacije neracionalnih funkcija biće dato u odjeljcima koji slijede. 


9.8 Numeričko računanje inverzne z-transformacije 


Prilikom primjene z-transformacije u raznim računarskim algoritmima, često 
nije potrebno znati eksplicitan izraz za inverznu z-transformaciju x, funkcije X(z) 
u ovisnosti od n, već je dovoljno imati neki numerički postupak kojim je moguće 
izračunati vrijednost x„ za proizvoljnu vrijednost indeksa n. Jedan takav postupak 
mogao bi se zasnivati na računanju integrala kojim je definirana inverzna 
z-transformacija nekom numeričkom metodom, ali taj postupak ne bi bio nimalo 
praktičan. Znatno su pogodniji rekurzivni metodi za računanje x,, mada je njihov 
nedostatak što računanje x, traži prethodno računanje vrijednosti x, za sve 
vrijednosti O<k<n. Takvi metodi su naročito praktični ukoliko je X(2z) 
racionalna funkcija. Neka je 


p 
_ Puli) _iz Pu Fapt + PZ + Po 
N 
Q(z) 9 az duZ +..qo2 +412+d9 


Tada je vrlo jednostavan rekurzivni algoritam za računanje x, dat formulom 


N-1 
Xn= AA MED n20 


N i=0 


pri čemu se, pored činjenice da je x;=0 za i <0, uzima i da je p;=0 za iX0 ili za 
i> M. Ovaj algoritam neposredno slijedi iz činjenice da je impulsni odziv sistema 
inverzna z-transformacija funkcije sistema, zatim činjenice da je svaka racionalna 
funkcija ujedno i funkcija sistema nekog sistema opisivog linearnom diferentnom 
jednačinom sa konstantnim koeficijentima i, konačno, numeričkog postupka za 
nalaženje impulsnog odziva sistema opisanih diferentnim jednačinama. Treba 
primijetiti da opisani algoritam zahtijeva memoriranje samo N prethodnih 
vrijednosti sekvence x pri računanju vrijednosti x, u ma kojem trenutku n. 


Opisani algoritam može se generalizirati i na slučaj proizvoljne funkcije X(z), 


a ne samo na racionalne funkcije. Naime, može se pokazati da vrijedi rekurzivna 
formula 
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n—1 
Xu = lim 1-[X(z)- Xx] 
z>0 z kao 
Naravno, da bi se na ovoj formuli mogao zasnovati upotrebljiv algoritam, 
potreban nam je i neki algoritam za numeričko računanje limesa koji se javlja u 
ovoj formuli (sretna je okolnost da postoje dobri algoritmi za tu svrhu). 
Primijetimo ipak da je za računanje vrijednosti x, u nekom trenutku n potrebno 
imati memorirane sve vrijednosti x, za sve vrijednosti indeksa od 0 do n—1 što 
može biti jako memorijski zahtjevno za veće vrijednosti n. Pored toga, postoje i 
numeričke teškoće pri računanju vrijednosti ovog limesa za veće vrijednosti n. 
Stoga, algoritmi zasnovani na ovoj formuli nisu osobito pogodni za računanje 
inverzne z-transformacije u općem slučaju. Postoje i mnogo pogodniji ali i 
znatno složeniji algoritmi za tu svrhu, u koje ovdje nećemo ulaziti. 


9.9 Primjena z-transformacije za nalaženje odziva 


Primjene z-transformacije (i inverzne z-transformacije) su brojne. Najtipičnija 
primjena je za nalaženje odziva linearnih i stacionarnih diskretnih sistema 
opisivih diferentnim jednačinama. Naime, kako je za takve sisteme trivijalno 
naći funkciju sistema H(z), kao što smo ranije pokazali, impulsni odziv h takvih 
sistema neposredno se dobija kao h = Z'(H(z)). Odziv y na proizvoljnu pobudu 
x tada se može naći pomoću diskretne konvolucije, jer je y=x*h. Međutim, 
kako je konvoluciju često veoma teško neposredno izračunati, praktičnije je 
koristiti činjenicu da vrijedi Y(z) = X(z) H(z) gdje su X(z) i Y(z) z-transformacije 
sekvenci x i y respektivno. Stoga se y može dobiti kao y= Z '(Y(z)) odnosno 
y= ZMXC) H(z)} = zí Z{x} H(z)}. Slijedi da se odziv y lako računa kad god je 
Y(z) racionalna funkcija. Kako je uz polazne pretpostavke H(z) uvijek racionalna 
funkcija, to će biti slučaj ako i samo ako je X(z) racionalna funkcija. To, nažalost, 
ne vrijedi za sve pobude x. Može se pokazati da će X(z) biti racionalna funkcija 
kad god je x, ili polinom od n, ili eksponencijalna funkcija od n, ili sinusna ili 
kosinusna funkcija od n, ili funkcija od n koja se od prethodno navedenih funkcija 
može formirati uz pomoć sabiranja, oduzimanja i množenja. 


> Primjer: Odrediti impulsni odziv kauzalnog sistema zadanog diferentnom 
jednačinom y,—5 yn-1+6Yn-2 = Xn — Xx1, Kao i njegov odziv na pobudu x, = 2" 
zanž>0ix,=0zan<0. 


Iz diferentne jednačine neposredno nalazimo funkciju sistema kao 
l-z” z(z-D z(z-0 
H O ODO DD ODO 
© 1—5z!+6z  z?—-5z+6 (z-2)(z-3) 


Preskačući postupak koji je već mnogo puta detaljno proveden, za impulsni 
odziv h dobijamo 
= 3-1 an 


h,= Z{H(2)} = 2-2 +2 


= —2" .3" > 
12" +3213"=—2"+2:3" (n20) 
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Pobuda x, je takva da se za nju z-transformacija lako nalazi po definiciji 
(možemo je i pročitati iz tablica), tako da, preskačući detalje, imamo 


Me = z__ z(z-l) = 
n= Z{Z{X}HG)}=Z1 2 =y! = 
_ od, z(z-1) se G- 1) 3B-D zn 
elea a a e oa 
pre min. 


(z-3)? 
= —(n+5)2" +6-3" (n20) 


Veoma je bitno razlikovati odziv na (kauzalnu) pobudu x,=2" za n20 i 

=0 zan<0 od odziva na (nekauzalnu) pobudu x, = 2" (bez ograničenja na n) 
koja se prosto računa preko funkcije sistema kao y,=2"H(2), kako je ranije 
opisano. U konkretnom slučaju, kako je H(2) = e, to odziv na (nekauzalnu) 
pobudu x, = 2" ne postoji (divergira), odnosno izlaz sistema odlazi u beskonačnost 
kada se pobudi takvom pobudom (kod realnih fizički ostvarljivih sistema, 
ograničena količina energije kojom raspolaže ma kakav sistem garantira da se 
ovo ipak neće desiti, već će izlaz sistema otići u zasićenje). 


> Primjer: Odrediti impulsni odziv kauzalnog sistema zadanog diferentnom 
jednačinom 4 y,—y,-2 = Xn+Xn-2, Kao i odzive na pobudu x, = sin (nT/4) za 
n>0ix,=0zan<0, odnosno na pobudu x, = sin (nq/4),ne Z. 


Funkcija sistema H(z) se, kao što je uobičajeno, očitava neposredno iz same 
diferentne jednačine: 


1+272 z2+1 
H ni aA 
o era 


Impulsni odziv nalazimo kao h,= Z7(H(2)). Ovdje imamo P(z) = z+1, 
QGD=z4z-1)=42(2-1/2)(z+1/2), zi=0, vi=1, 2=1/2, v,=1, a=-1/2, 
v3= 1, Q(z) =42—1, Q(z) =42(2+1/2) i Q(z) =4z(z—1/2). Sve nule Q(z) su 
proste, tako da formula za inverznu z-transformaciju racionalne funkcije daje 


h, = 


PO 5 PAD Jyry POND (_ bra 
TO 0,02) 2 GEN) 


Ovdje je iskorištena činjenica da se 0" treba tretirati kao d,, 


-5,+2(274(-)"), n>0 


Sada trebamo naći odziv na pobudu x, = sin (n1/4) za n20 i x,=0 za nx0. 
Za ovu pobudu lako nalazimo z-transformaciju na osnovu tablica: 


ein, “am. 2. vj 
(2) = Ztsin 4 } ?_2zcos(n/4)+1 2(22— 22 +1) 
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Odziv y, nalazimo kao inverznu z-transformaciju od Y(z) = X(z) H(z): 


zV2 (z2+1) 


= -x H — zako g = 
Xn=Z {XC) HG)} SEEN NJE) 


Nalaženje inverzne z-transformacije od Y(z) čemo provesti nešto detaljnije, 
radi ilustracije nekih korisnih ideja. U ovom slučaju imamo P(z) = 2 (Z +1), 
Q) =2(z-zV2+1) (42-1) =B8(z—zi) (z—22) (z- 1/2) (2+1/2), zı =V2(1 +i)/2, 
v=l, z=V2(1-i)/2, v= 1, z3= 1/2, v= 1, 24=—-1/2 i v4= 1. Dalje imamo: 

QIC) = 8 -22 C- 1/2) + 1/2) = (22-\2(1-i))(42*-1) 
Q2) = 8 (z—zi) C- 1/2) + 1/2) = 2z- 2 (1 +D) (42-1) 
Os(z) =8 Z-z) C-z) (z+1/2) =4(-zV2+1)2z+1) 
QU) = 8 (z—zi) Z-z) (z—1/2) =4(-zV2+1)(2z-1) 

Sada ćemo izračunati sljedeće vrijednosti koje će nam trebati. Ovdje je od 
koristi primijetiti daje zr = i i z2 = —i: 


Pz)=W2(zč+)=2(1+i), Po)=2(2+1)=2(1-) 
P(z3) = V2 (232 +1) = 5V2/4, P(z4) = V2 (z +1) = -5V2/4 
Q) = (221-2 V2 1-0) (42-1) = NV2i (4i-1) =-2V2 (4+ i) 
Qz) = (2 z2- V2 (1 +D) (4z - 1) = -2V2 (4-i) 
Os(z3) = 4 (z-z V2 +1) (2 z3+ 1) =8(1/4-\2/2+1) = 10-4V2 
Oul(za) = 4 (z4 —z4 V2 + 1) (2 z4- 1) = -8 (1/4 + V2/2 + 1) = -10 -4V2 
Za vrijednosti P(z2) i Q(z2) znamo da moraju biti konjugovanje vrijednosti 


od P(z)) i O(z)), što nam omogućava da skratimo račun Sada formula za inverznu 
z-transformaciju racionalne funkcije daje: 


P(Z, kz P(z,) P(z3) n P(z4) = 
Som) oc oo a 

L V2U+i) n V20- ag _5V2/4 dya, SVIMA (_ na 
Ma I 22 (4—i) 2 10— |" 2" 10+44/2 


a . Gin Mnn , in dn 
Gr (cos +isin 7) (2 Ti (cost +isin?) + 


20+25/2 Zadra 20- ea 20-25V2(_ lya_ 
136 136 2 
5 3 204+25/2 y-n, 20-2512, n 
= 2 ao ani) zu (O) 
-13%% in I Tv 136 (2) 
Što se tiče odziva na pobudu x, = sin (n1/2), ne Z, kako je ova pobuda 
nekauzalna, ne možemo koristiti jednostranu z-transformaciju. Stoga ćemo 
iskoristićetiti činjenice da odziv na pobudu oblika z” glasi z” H(z), da je sistem 


| 
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linearan i da je sin(nn/2) = (e'"™4—e`"™*)/2i. Pri tome ćemo iskoristiti neke 


stvari koje su već računate. Stoga je: 


1 H(e itd) pinni _ 1 L ge -inih omini 


ako 2i 
1 inm/4— + -inm/4__ 1 1+ ima 1 1—i „~in 
2; He AE Sea aaa“. 
—( 5 +i3 ) (cos? +i sin) "— Em i3 )(cost+isin2)" = 
34 3p 34) cos tisina 
IIA 3. nm 


= 7C os“ + sin gene 2 


Primijetimo da je ovaj odziv jednak jednom dijelu prethodno nađenog 
odziva na kauzalnu pobudu. Ovo nije nimalo slučajno. Zapravo se odziv na neku 
kauzalnu pobudu uvijek sastoji od dvije komponente: tzv. stacionarne (ili 
ustaljene) komponente, koja je posljedica nula u nazivniku unesenih pobudom i 
tzv. tranzijentne (ili prelazne) komponente, koja je posljedica nula unesenih 
prenosnom funkcijom. Stacionarna (ustaljena) komponenta nije ništa drugo nego 
odziv na odgovarajuću nekauzalnu (trajnu) pobudu, dok je tranzijentna (prelazna) 
komponenta posljedica naglog nastupanja pobude u trenutku n = 0 na sistem koji 
je bio ranije u mirovanju. Prelazna komponenta tipično (kod stabilnih sistema) 
iščezava (teži nuli) s porastom n, odnosno “prelazne pojave“ se nakon nekog 
vremena smiruju i ostaje samo “ustaljena” komponenta rješenja, koja je ista kao 
da pobuda postoji oduvijek. 


9.10* Primjena z-transformacije na sumiranje redova 


Z-transformacija se može iskoristiti i za sumiranje nekih konačnih redova. 
Najjendostavniji slučaj nastupa kada opći član reda zavisi samo od indeksa po 
kojem se vrši sumiranje. U tom slučaju se suma reda može prosto izraziti kao 
antidiferencija sekvence koja definira opći član reda. S obzirom na vezu koja 
postoji između z-transformacije antidiferencije neke sekvence i z-transformacije 
same funkcije, na ovaj način se može lako naći suma reda u svim slučajevima 
kada je z-transformacija izraza koji se opisuje opći član reda racionalna funkcija. 
Postupak je najbolje ilustrirati na konkretnom primjeru. 


n 
> Primjer: Naći sumu reda RA ; 
k=0 


Neka je y, tražena suma. Uvedimo sekvencu x, = n’ za n2 201x,=0zan=0. 
Na osnovu definicije antidiferencije očigledno je da je y = V 'x. Stoga, na osnovu 
osobina z-transformacije i tablica osnovnih z-transformacija, imamo 


z z Z@+) _ (GEN 
—1 n= = ~ z-1 (z-1} (z-1)/ 
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Ostaje da se nađe inverzna z-transformacija ovog izraza, što je u suštini posve 
rutinski posao: 


_ Ar ZZ++) dÊ po 
m=Z | C-D }= Lole (z+D1,. 
iE ((1+2)2"" +(n+Dz" 1, = Posle +(n+Dnz" BE z 
=2{(n+2)(n-+H)n z" +(nH)n(n-1)2"?|, = 


=51(m+2)(n+Dn+(n+D)n(n—D] -20tD nt) 


Čisto radi ilustracije, provedimo isti račun primjenom Leibinzovog pravila za 
n-ti izvod produkta: 


naze) je E ke+Dla(7) = 


= di Elen (g Ju sim Elena), )+ i Laken} )+ (ken) = 


1 


(3— mir 3-i 


2 
disa n(n-1) „a n(n—1)(n—2) = 2n?+3n?+n = n(n+1)(2n+1) 
pe 6 6 6 
U svakom slučaju, pokazali smo da je EK = Hin nth ; 


k=0 


Situacija je znatno složenija ukoliko opći član reda osim indeksa sumacije k 
zavisi i od gornje granice sumacije n. U općem slučaju, z-transformacija nije 
primjenljiva na sumiranje takvih redova. Ipak, u nekim specijalnim slučajevima, 
z-transformacija može biti od koristi. Recimo, ukoliko opći član reda ima oblik 
XkYn-k, Ili se može nekako svesti na takav oblik, tada tražena suma nije ništa 
drugo nego konvolucija sekvenci x, i yn. Slijedi da se suma takvog reda lako 
nalazi kad god su z-transformacije ovih sekvenci racionalne funkcije. Ovo ćemo 
ilustrirati na jednom značajnom primjeru. 


> Primjer: Naći sumu reda > b 
k=0 


P 3 , gdje su a i b neke konstante. 


Odmah se uočava da ova suma ima oblik konvolucije dvije sekvence. 
Ukoliko ovu sumu označimo sa w,, za njenu z-transformaciju W(z) imamo: 


Wo=Z(m)=24(2)«(2)= (2) 2(2) = 


= A+ A+” = a+ 
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Odavde direktno slijedi: 
= Z{w}=Z{0+2")""}= ga 


n 
Ovdje smo iskoristili činjenicu da su sve razmatrane z-trasformacije tablične. 
Ovim smo dokazali smo da vrijedi: 


ZE) =?) 
k)\n-k)_\ n 
k=0 

Ovaj interesantni identitet naziva se Vandermondeova' konvolucija, zbog 
činjenice da gaje A. Vandermonde intenzivno koristio u svojim radovima (mada 
je on bio poznat kineskom matematičaru Chu Shih-Chiehu" još 1303. godine). 
Značajno je istaknuti da Vandermondeova konvolucija ima veoma ilustrativnu 
kombinatornu interpretaciju. Zaista, neka je potrebno odabrati n-članu delegaciju 
iz skupa od a muškaraca i b žena. Jasno je da je to moguće izvesti na C(a+b, n) 
načina. Međutim, broj načina da napravimo takvu delegaciju u kojoj je tačno k 
muškaraca (dok su preostalih n-k članova žene) iznosi C(a,k) C(b, n-k). Jasno 
je da sabiranjem ove vrijednosti varirajući k po svim mogućim vrijednostima od 
0 do n moramo dobiti ukupan broj delegacija C(a+b, n), a to upravo i tvrdi 
Vandermondeova konvolucija. 


Napomenimo da Vandermondova konvolucija vrijedi čak i u slučaju kada 
brojevi a i b nisu cijeli (iako ona tada nema kombinatornu interpretaciju). Zaista, 
ništa nas u gore opisanom postupku nije obavezivalo da brojevi a i b moraju biti 
cijeli. Doduše, za necijele vrijednosti a i b razmatrane z-transformacije nisu više 
racionalne funkcije, ali nam to ne pričinjava nikakvu smetnju, s obzirom da se 
radi o tabličnim z-transformacijama. 


Razmotrićemo još jedan slučaj u kojem se sumiranje reda u kojem opći član 
zavisi i od n i od k može izvesti pomoću z-transformacije. To je slučaj redova 
koji se mogu predstaviti u obliku 


ba U XkYn-k 
k=0 


Red ovakvog oblika naziva se binomna konvolucija sekvenci x i y (po formi 
podsjeća i na binomni obrazac i na konvoluciju). S obzirom da možemo pisati 


k | Xk Yn 7 I Ji Eno ko I =n! 
a "Zao di D TA) (5 2) 


! Alexandre-Thćophile Vandermonde (1735-1796), francuski muzičar i hemičar, koji se bavio i matematikom. 
Njegovo ime nose i jedna klasa matrica i njihove pripadajuće determinante. Jedan od začetnika teorije čvorova. 

? Chu Shih-Chieh (ca. 1260— ca. 1320), kineski matematičar. Bavio se metodama rješavanja algebarskih 
jednačina. 
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vidimo da je tražena suma zapravo jednaka konvoluciji sekvenci x,/n! i y,/n! 
pomnoženoj sa n!. Slijedi da težina nalaženja sume ovog reda zavisi od toga 
koliko je teško naći z-transformacije ovih sekvenci, te inverznu z-transformaciju 
produkta njihovih z-transformacija. Odmah treba istaknuti da se gotovo nikada 
ne radi o racionalnim funkcijama. Međutim, u pojedinim slučajevima, to nije 
osobit problem, kao u primjeru koji slijedi. 


> Primjer: Naći sumu reda X U 2" (n—k)? 
k=0 


Ova suma je binomna konvolucija sekvenci x,=2" i Ja n’. Stoga nam je 
potrebna konvolucija sekvenci x,/n!=2"/n! i y,/n!=n"/n!. Z- -transformaciju 
Z{2"/n!} = e“ smo već ranije računali, a za z-transformaciju zin /n!) imamo: 


15) = 1} szt z) 
n: n: 


(n—1)! dz  (n-!1)! dz 
Da d ( Ha zez? e" AHI 1/z 
dz oz za Za 
Dalje imamo: 
2” NO 2/z Z+1 Uz = e?) = 
n! Misz (e 22 ja 
n—2 n-1 
sz: = Zee ize) = 3 3 = n+2 312 


jeva 


Konačno je: 


a KA Pm 2 _ p M2 om2 _ n-2 
2): (n—k) AETA n(n+2)3 


9.11 Diferentne jednačine sa konstantnim koeficijentima 


Z-transformacija se može veoma lijepo primijeniti za rješavanje nezavisnih 
linearnih diferentnih jednačina sa konstantnim koeficijentima i početnim 
uvjetima. To su jednačine oblika 


N 
BAE =0 
i=0 


u kojima se ne pojavljuje nikakva pobuda x, ali u kojima se pretpostavlja da 
jednačina vrijedi samo za n2N, dok se vrijednosti y, za O<n<N smatraju 
poznatim (tzv. početni uvjeti). Riječ "nezavisne" upravo ukazuje na nepostojanje 
vanjske pobude (nekada se koristi i termin autonomne, ali se u literaturi termin 
autonoman često koristi kao sinonim Za termin stacionaran, što može dovesti do 


nesporazuma). Početni uvjeti su ovom slučaju neophodni, jer bi bez njih trivijalno 
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rješenje jednačine bilo y,=0 za svako n. Da bismo riješili ovakve jednačine, 
smijenimo indeks n sa n+ N, tako da jednačina postaje 


N 
5 4;3,+N =0 (n20) 
i=0 
što, uz promjenu poretka sumacije, možemo zapisati kao 
N 
Odin =0 (n20) 
i=0 


Primijenimo li sada na dobijenu jednačinu z-transformaciju i iskoristimo poznato 
pravilo za nalaženje Z{X,+x} preko Z{x,}, jednačina postaje 


N i-l 
Saak YO-A oar ")=0 
i=0 j=0 


Ostaje još samo da se odredi inverzna z-transformacija od Y(z), što nije nikakav 
problem, s obzirom da je Y(z) racionalna funkcija. Na identičan način se mogu 
rješavati i jednačine kod kojih se sa desne strane znaka jednakosti ne nalazi nula 
nego neka poznata funkcija od n čiju je z-transformaciju lako odrediti (to su tzv. 
nehomogene jednačine). Međutim, u tom slučaju se može desiti da Y(z) nije 
racionalna funkcija od n (to ovisi od prirode funkcije sa desne strane). 


> Primjer: Poznato je da su Fibonaccijevi brojevi F, definirani rekurzivnom 
relacijom F, = F,_1+F,2 za n23, pri čemu je F,=F>=1. Odrediti eksplicitan 
izraz za F, u funkciji od n. 


Primijetimo da možemo pisati da relacija F, = F,_;+F,, vrijedi već za n22 
ukoliko uzmemo da je Fo=0 i F,=1 (pri tome smo vrijednost za Fg odredili 
“razmotavanjem'* unazad, odnosno stavili smo Fo = F) —F; tako da je zadovoljeno 
F =F; + Fo). Ova relacija ima upravo oblik nezavisne linearne diferentne jednačine 
sa konstantnim koeficijentima i početnim uvjetima. Napišimo jednačinu u obliku 
Fm2 = Fui +F, N20. Sada ćemo na ovu jednačinu primijeniti z-transformaciju, 
pri čemu ćemo označiti Z(F,) = P(z). Tada je, prema osobinama z-transformacije, 
Z(Fna) =z P(z)-Foz=zP(z) i Z{ Fm2} = z P) -Foz -Fiz =z P(z)—z (jer 
obzirom na Fọ=0 i F;=1) tako da jednačina postaje z (z)-z =z (z) + (2). 
Odavde slijedi 
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P(z) =—— 
(z) = 


Ostaje samo još da se nađe inverzna z-transformacija za &(z). Polinom u 
nazivniku ima proste nule zı =(1+ J5 M2iz=(1- NG )/2, tako da imamo 


1 1AEVS ja _ (1-45 ng A" (6) 
F, = I (o) = — = 
Z {PG)} z M 5 y= 2 )"] = 
Ovo je ista formula za Fibonaccijeve brojeve koju smo već sreli u poglavlju o 


elementarnoj teoriji brojeva. Sljedeći interesantni primjer ilustrira jednu moguću 
primjenu opisanih tehnika u elektrotehnici. 


> Primjer: Naći eksplicitan izraz za struje i, u funkciji od n (n=0..N) u 
električnom kolu na slici. Pretpostaviti sa su E, R i N poznate veličine. 


NR 


Da bismo ovaj problem modelirali kao matematski problem, neophodno nam 
je elementarno poznavanje Kirchhoffovih zakona iz elektrotehnike, nakon čega 
problem postaje čisto matematski. Kombiniranjem I i II Kirchhoffovog zakona, 
za sve konture u ovom električnom kolu osim prve i posljednje, moguće je 
napisati jednačine identičnog oblika koje povezuju vrijednosti struja sa tri 
susjedna indeksa i,_1, in 1 in gdje je n redni broj konture (konture su numerirane 
brojevima od 0 do N). Ove jednačine glase 


Cin —in) R = iR + (in—in+1) R > NS 1 .. N_1 


Umjesto da posmatamo ovo kao sistem jednačina sa nepoznatima ig—in, 
možemo smatrati da je u pitanju diferentna jednačina koja određuje nepoznatu 
sekvencu čije su vrijednosti za pojedine vrijednosti n upravo tražene vrijednosti 
struja i,. Dakle, posmatraćemo jednakost (in1—in) R =i R + (i—i) R kao 
diferentnu jednačinu po nepoznatoj sekvenci i koja vrijedi za n =1..N—1. Nakon 
sređivanja (primijetimo da možemo izvršiti skraćivanje sa R) i zamjene indeksa 
n sa n+1, jednačina dobija jednostavan oblik 1,42 — 3 iņn+ı +in=0 koja vrijedi za 
n=0..N—2 (u osnovi, bitno je samo da vrijedi za n20). Primijenimo sada 
z-transformaciju na ovu jednačinu, pri čemu ćemo staviti Z{i,} = I(z). Imamo 
Z{ im} =ZI(z)—ioz kao i Z{ 1,42} =z I(z)—io Z— iz, tako da jednačina postaje 


IZ) io i 2 3Z(zI(2) —ioz) + I(2) = 0 


odnosno, nakon malo sređivanja, 
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(2-32+1)IC) = ioz”+ (i1—3 io)z 


Početne vrijednosti ig i i; nam, na žalost, u ovom trenutku nisu poznate, tako 
da ćemo ih vući kao nepoznate parametre koje ćemo naknadno odrediti onda 
kada to budemo u stanju. Međutim, iz krajnje lijeve konture (tj. konture koju smo 
numerirali sa 0) po Kirchhoffovim zakonima slijedi E = io R + (ig— i1) R. Slijedi 
da se i, može izraziti preko ig kao ij = 2iọ— E/R, tako da nam ig ostaje kao jedini 
nepoznati parametar. Uvrštavanjem ovog odnosa u prethodnu jednačinu dobijamo 


(7—3z2+ D120) = ioz + (E/R + io) z 
odnosno, nakon rješavanja po 1(z): 


z(ioZ-ER—i) 
z*-3z+1 


Kz) = 


Nule polinoma u nazivniku su za=(3+05 )/2 i z2=(3-v45)/2, tako da, prema 
dobro uhodanom postupku, imamo: 


sioje ik Ee AUTE 3 
J5 2 R 

Ovo naravno nije konačno rješenje, s obzirom da nam vrijednost ig još nije 
poznata. Međutim, iz krajnje posljednje konture (tj. konture N) po Kirchhoffovim 
zakonima slijedi (ini>in)R=in:2R odnosno ini=3in. Ukoliko iz dobijene 
jednačine za i, izrazimo in-_1 i in uvrštavajući u nju respektivno N—1 i N umjesto 
n i uvrstimo dobijene vrijednosti za ix_; i in u prethodnu jednakost, dobićemo 
jednačinu koju možemo riješiti po nepoznatoj vrijednosti ig. Jasno je da se nakon 
toga uvrštavanjem nađene vrijednosti za ig u ranije nađeno "djelimično" rješenje 
za i, dobija traženo konačno rješenje. Međutim, prije nego što se upustimo u ovaj 
principijelno jednostavan ali vrlo mukotrpan postupak, pokažimo kako se izraz 
za i, može uprostiti, što će nam znatno olakšati posao. Ključno je uočiti da vrijedi 
(3+/5)/2 = 07 1(3- /5)/2 = o? gdje je b= (1+./5)/2. Uz ovo zapažanje, izraz 
za i, dobija oblik: 


-i (+p) -E (G-ga) 
Jednakost in-ı = 3 in sada dobija oblik 
D +07) -E(077- DR = 3i 0o- 3E (0-9 7)/R 
što nakon malo pregrupisavanja postaje 
io (6-0 47%" + B-00 =E((3-4") -8-0 ™/R 


Međutim, ova jednakost se dalje može osjetno pojednostaviti ako uočimo da 
vrijedi 3- 0° =¢0°i 3-0 = p”, nakon čega dobijamo: 
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io (g? + 7) = E (07“—07')/R 
Odavde imamo: 
A (p2N+2— 02-2 E 


= 2N+34 p-2N-3 R 


Uvrstimo li ovu vrijednost u ranije nađeni izraz za i,, konačno dobijamo 
izraz za i, u kojem se više ne pojavljuju nepoznate veličine, koji nakon malo 
elementarnog sređivanja glasi: 


na (1+ 02) o2N-27+H — (1+ 02) o-(2N-27+1) E 
n= p2N+3- (-2N=3 RJ/5 


Pojednostavljivanje ovog izraza je i dalje moguće, s obzirom da je (1+0?) RE o 
i (1+02)//5 = 0, čime za struje i, dobijemo prilično jednostavan izraz 


2(N-n+1) _ h -2(N-n+1) 
_ 9 Q E 
Q2N+3pQ-2N3 R 


ln 


Alternativno, uvrstimo li poznatu vrijednost za Q, ovaj izraz možemo napisati i u 
sljedećem obliku: 


nal) I (S E 
" (1+./5)21%— (1—,/5)2N3 R 


Međutim, ubjedljivo najkompaktniji izraz za i, možemo dobiti ukoliko uočimo 
da je o"—(-9)" = J5 Fe gdje je F, k-ti Fibonaccijev broj. Tada se izraz za i„ svodi 
prosto na 


. Pow- E 
i, = Aan 


FoN+3 R 


Mada je ovaj izraz manje eksplicitan od prethodnog (jer se oslanja na prethodno 
poznavanje Fibonaccijevih brojeva), on je mnogo jednostavniji za praktična 
izračunavanja od prethodnog izraza. Ovaj primjer ilustrira kako se Fibonaccijevi 
brojevi mogu pojaviti u rješenju problema tamo gdje ih na prvi pogled niko ne 
očekuje. 


Na potpuno analogan način, z-transformacija se može koristiti i za rješavanje 
sistema linearnih diferentnih jednačina sa konstantnim koeficijentima, kao i 
za analizu mulftivarijabilnih sistema za koje se pretpostavlja da umjesto jednog 
ulaza i jednog izlaza posjeduju više ulaza i više izlaza, pri čemu svaki od izlaza 
može zavisiti od više ulaza (pa čak i od svih ulaza). U detalje nećemo ulaziti, 
nego ćemo samo ilustrirati mogućnost rješavanja sistema diferentnih jednačina 
kroz jedan jednostavan primjer. 
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> Primjer: Riješiti sistem diferentnih jednačina y, + y,—1 = 2 Wn, Wa + Wn-1 =2 7, 
zan>1,uz početne uvjete yoọ=0 i w= 1. 


Napišimo sistem u obliku y,x1 +y, = 2Wx1, Wii +Wn=2Yn+ (Za n20) 1 
stavimo Z{ yn} = Y(2) i Z(w,] = W(z). Sada je, ukoliko uzmemo u obzir i početne 
uvjete, Z{ yx1} =Z Y(2)—yoz=Z Y(z) i Z{Wnm1} =2Y(2)-woz=zW(z)—z. Stoga 
se z-transformacijom polazni sistem diferentnih jednačina svodi na obični sistem 
linearnih jednačina z Y(z) + Y(z2) =2(zW(2)-2) i zW(z2)-z +W(2) = 2z Y(z). 
Rješavanjem ovog sistema po Y(z)i W(z) dobijamo 


_ z(3z-l) = 2z 
Tos (z-DGz+D'" no (z-1)(32+1) 


Konačno, rješenje polaznog sistema dobijamo inverznom z-transformacijom. 
Preskačući rutinske detalje, dobijamo: 


x=ZYQ=74+-7"), m=Z{WA}=Ž(1-C") (20) 


9.12* Primjene z-transformacije u kombinatorici 


Z-transformacija se može prilično uspješno primjenjivati na rješavanje nekih 
kombinatornih problema. Pri tome se veza između kombinatornih problema i 
z-transformacije očituje se na više načina. Na prvom mjestu, u Odjeljku 6.7 smo 
vidjeli da se rješenja izvjesnih kombinatornih problema mogu izraziti pomoću 
rekurzivnih relacija, koje su u osnovi uglavnom ili diferentne jednačine, ili neke 
druge vrste jednačina koje su po formi bliske diferentnim jednačinama. Mnoge 
od takvih jednačina mogu se uspješno rješavati primjenom z-transformacije. 
Drugo, vidjeli smo da se mnogi kombinatorni problemi mogu rješavati pomoću 
funkcija izvodnica. Međutim, vidjeli smo da između funkcije izvodnice (1) i 
(jednostrane) z-transformacije X(z) za istu sekvencu postoji veza X(z)= P(1/z) 
odnosno (1) = X(1/7). Stoga, rješenje x, nekog kombinatornog problema čija je 
funkcija izvodnica (f) možemo dobiti primjenom inverzne z-transformacije na 
funkciju ((1/2), odnosno vrijedi x, = Z(p(1/2)). Slično se može zaključiti da 
vrijedi i x,=n! Z'{w(1/z)} gdje je W(£) eksponencijalna funkcija izvodnica za 
razmatrani problem. Bez obzira na to, treba napomenuti da u klasičnom pristupu 
kombinatorici nije uobičajeno uvođenje u igru z-transformacije (uglavnom zbog 
činjenice da je koncept z-transformacije historijski mnogo mlađi od dobro 
uhodanog koncepta funkcija izvodnica). Umjesto toga, razvijaju se tehnike za 
direktno nalaženje x, iz (£) odnosno W(7) koje po prirodi veoma podsjećaju na 
ovdje opisane tehnike za nalaženje inverzne z-transformacije. Međutim, s obzirom 
da smo se već dobro upoznali sa tehnikama zasnovanim na z-transformaciji, 
njena primjena omogućava da ne moramo posebno izučavati dva prilično slična 
ali ipak različita matematska aparata. 


Ovim još nisu iscrpljene sve mogućnosti primjene z-transformacije na 
rješavanje kombinatornih problema. Recimo, kao što je za mnoge kombinatorne 
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probleme moguće direktno formirati njihovu funkciju izvodnicu (£) na osnovu 
same prirodu problema, na isti način je moguće direktno formirati z-transformaciju 
rješenja problema, prostim pisanjem 1/z (odnosno z ') umjesto t, nakon čega se 
traženo rješenje dobija inverznom z-transformacijom. Ovo je posve u skladu sa 
općom činjenicom da često čak i veoma komplicirane sekvence imaju relativno 
jednostavne z-transformacije. Na kraju, kako je z-transformacija tijesno povezana 
kako sa općom teorijom diskretnih sistema tako i sa funkcijama izvodnicama u 
kombinatorici, z-transformacija omogućava da se uspostavi veza između opće 
teorije diskretnih sistema i kombinatorike, što omogućava primjenu nekih 
tehnika iz opće teorije diskretnih sistema na kombinatorne probleme. Neke od 
ovdje pomenutih ideja biće ilustrirane kroz primjere koji slijede. 


> Primjer: Izvesti eksplicitnu formulu kojom se može izračunati koliko ima 
stringova dužine n znakova sastavljenih od znakova "a", “b” i “c” u kojima 
se nigdje ne pojavljuju uzastopno dva znaka “a”. 


U Odjeljku 6.7 smo pokazali da ukoliko traženi broj označimo sa x(n), tada 
on zadovoljava rekurzivnu relaciju x(n) =2x(n—2)+2x(n—1) za n 2 2 uz početne 
uvjete x(0) = 1 i x(1) =3. Ova relacija ima oblik linearne diferentne jednačine sa 
konstantnim koeficijentima po nepoznatoj sekvenci x(n), koju znamo riješiti. 
Zamjenom n sa n+2, jednačina dobija oblik x(n+2)=2x(n+1)+2x(n). Uz 
oznaku Z(x(n)) = X(2), imamo Z{x(n+1)} =zX(2)-x0O)z=zX(z2) -z kao i 
Z{x(n+2)} =zX(2)-x(0)z-x(1)z=z7X(2)-z-3z, tako da transformirana 
jednačina postaje z’ X(z)-z-3z=2(zX(2) -z)+2X(z). Odavde je 


z(z+l) 
Xz) = ——— 
(2) TTA) 
Nule polinoma u nazivniku su z; = 1+ 43 iz2=1+43 , tako da primjena rutinskih 
postupaka daje rješenje koje smo već nagovijestili u Odjeljku 6.9: 


x(n) = za e paws IEA is 3243 4,3)" 
Zt-2z—2 6 6 


> Primjer : Izvesti eksplicitnu formulu kojom se može izračunati na koliko se 
različitih načina može prekriti dominama pravougaona kvadratna mreža 
formata 3 xn. 


Ovaj problem smo također rješavali u Odjeljku 6.7, samo što tom prilikom 
nismo bili u stanju izvesti eksplicitan izraz za rješenje problema. Međutim, tom 
prilikom smo izveli da traženi broj načina u(n) zadovoljava sistem rekurzivnih 
relacija u(n) =2v(n—1)+u(n—2), v(n) = u(n—1)+v(n—2) za n22 uz početne 
uvjete u(0) =1, u(1)=0, v(0)=0 i v(1)=1 gdje je v(n) predstavlja pomoćnu 
veličinu koja nam nije bitna za konačno rješenje. Ovaj sistem rekurzivnih 
relacija nije ništa drugo nego sistem diferentnih jednačina, koji nije teško riješiti 
pomoću z-transformacije. Prvo je potrebno smjeniti n sa n+2, čime dobijamo 
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sistem u(n+2)=2v(n+1)+u(n), v(n+2) =u(n+1)+v(n). Uvedemo li oznake 
Z{u(n)} =U(z) i Z{v(n)} = V(z), imamo Z{u(n+1)} = z U(z)_u(O)z =Z U(z)— 2, 
Z{u(n+2)} = Z U(z)—u(O) Z-u(Dz = ZU(z)—2Z", Z{v(n+1)} = z V(z)—W(O)Z =ZV(zZ) 
i Z{v(n+2)} =z V(z)—v(0) Z—v(1)z = z V(z)—z, tako da transformirani sistem 
postaje zU(z)-z=22V(2)+U(2), zV(z)-z= ZU(z)—2+ V(z). Rješavanjem ovog 
sistema po U(z) (V(z) nam nije potreban) dobijamo 


> ZD) 

U) z*-4z?+1 

Alternativno, u Odjeljku 6.7 smo također pokazali da u(n) zadovoljava rekurzivnu 
relaciju u(n) = 4 u(n—2) — u(n—4) za n24 uz početne uvjete u(0)= 1, u(1) =0, 
u(2) =3 i u(3) =0 (bez uvođenja ikakvih pomoćnih veličina). Kako ova relacija 
ima oblik diferentne jednačine sa konstantnim koeficijentima po nepoznatoj 
sekvenci u(n), do istog izraza za U(z) možemo doći krenemo li sa rješavanjem 
ove jednačine (možete to uraditi kao korisnu vježbu). U svakom slučaju je 


_ sd _ sa; Z22(22—1) 
u(n) = Z {U(2)}=Z U 421. 


Polinom u nazivniku U(z) je četvrtog reda, što čini neposredno računanje u(n) 
vrlo napornim. Međutim, treba primijetiti da je U(z) zapravo racionalna funkcija 
od z“, tako da možemo staviti U(z) = Y(z") gdje je Y također racionalna funkcija, 
ali sa polinomom drugog stepena u nazivniku. Ako označimo y, = Z "{Y(z)}, 
jednostavnim rutinskim postupkom možemo dobiti 


m m. mim mmm m o 
z?—4z+1 6 6 
Odavde, na osnovu jedne od osobina z-transformacije, neposredno slijedi: 
1+)” 1+)” " 2 
un) = ED = ED (3+ 43) 2+,3)"2+8-32-3)}"?) 


Alternativno, isti izraz možemo zapisati i u sljedećem obliku: 


+3 (2+ a Ro Za parno 


u(n) = 
0, za n neparno 


Interesantno je pokazati kako bi tekao tok izračunavanja da nismo uočili da 
se U(z) može posmatrati kao funkcija od z“, jer ćemo time pokazati još nekoliko 
interesantnih stvari. Polinom u nazivniku U(z) ima četiri proste nule, koje iznose 


z= 42-43, z= -42-v43, z3 = y2+43, z4=-42+43 
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Sada, prema formuli za inverznu z-transformaciju racionalne funkcije čije su sve 
nule proste, možemo pisati: 


Zi(zi—1) zi” + z2 (z2 —1) Z2” 
(21722) (21723) (T4) (Z271) (22723) (Z275 2) 


Un = 


23 (za -D z3” + z4 (z4 —1) Za 
(237 21) (257 22) 2324) (247 Z1) (2 Z2) (24 Z3) 


Prije nego što uvrstimo glomazne izraze za Z,, Z2, Za 1 Za U ovaj još glomazniji 
izraz, prvo pojednostavimo malo ovaj izraz uzimajući u obzir činjenicu da je 
Z2 = Z1 İ Z4 = Z3: 


__auki-Da -a(a"-DCa)" 
"222 22) (21 +23) 22 223) Cz +z3) 


za(za—1) Z3" + —za(za—1) z)” 13 
(4—Z2)(243+2)223 (23—21) C23 +21) (223) 


= MG Da SG Dea Grd pe ea ez 
2(2;—23)(2;+23) 2(2+23)(2—23) 2(z3—=21)(z3+zı) | 2 (23+2)) (2453-2) 


(a DA Ci Deca)" Da (De. 
2(zf—z;) 2 (z-z) Dize =z) 2 (z-z) 


_ Gf-D(a"+Ca)") (zli HG) 


= 2 (z-z) 2 (zf =z) 
_ (2-1) (1+(-I)7)zi _(Z*-D1+CD") z" B 
2(zf -z ) 2 (zf -z ) 
_1+(D" 


e Izi- (z= 1)z;" ) 


Ovim smo osjetno pojednostavili izraz i pripremili ga za uvrštavanje (ovaj 
primjer ujedno pokazuje kako nije pametno žuriti sa uvrštavanjem konkretnih 


vrijednosti prije nego što se proba pojednostaviti izraz u koji uvrštavamo). Tako 
dobijamo: 


EO (a- 43213)" 1+ [3)(24/3)"/2) = 
u(n) = sjeo ai V3 2-43" *- (1+ 43) 2+ 43"? ) 


i a e E 


= ED (6t AIOI- ) 


Vidimo da smo na kraju dobili isti rezultat, ali neosporno nakon mnogo više posla. 
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> Primjer: Graf sa n+1 čvorova Xo,X1,X2,..., Xn 1 2n—1 grana u kojem su 
granama spojeni čvorovi xo i xx te xx1 i x za sve k=1..n naziva se lepeza 
(engl. fan) reda n. Na primjer, sljedeća slika prikazuje lepezu reda n = 4. 


X2 X3 


X1 X4 


Xo 


Odrediti koliko povezujućih stabala (kostura) ima lepeza reda n, izraženo u 
funkciji od n. 


Označimo traženi broj sa l„„ Problem ćemo riješiti tako što ćemo izvesti 
rekurzivnu relaciju koju brojevi l, moraju zadovoljavati, koju ćemo kasnije 
riješiti. Razmotrimo prvo situaciju kada kostur ne sadrži granu {X0,x,}. U tom 
slučaju, kostur mora sadržavati granu {x„-1, Xn} (u suprotnom bi čvor x, ostao 
nepovezan sa ostatkom kostura). Međutim, tada ta grana skupa sa bilo kojim 
kosturom lepeze reda n— 1 čiji su čvorovi xo, X1, X2, ..., Xn-ı Obrazuje ispravan kostur 
polazne lepeze. Stoga broj kostura koji ne sadrže granu (x0,X,) iznosi /,_,. Slučaj 
kada kostur sadrži granu {xg,x,} je nešto složeniji. Pretpostavimo tada da kostur 
sadrži grane oblika {x;,x;u} za sve vrijednosti i=k..n—1 gdje je k neki broj u 
opsegu od 1 do n (ovo uključuje i specijalni slučaj k=n u kojem kostur nema 
grana takvog oblika), ali ne sadrži granu {X;_1, xx). Uz takvu pretpostavku, kostur 
ne smije sadržavati niti jednu granu oblika (x,x;] za i=k..n—1, jer bismo u 
suprotnom formirali konturu. Međutim, tada odabrane grane zajedno sa bilo 
kojim kosturom lepeze reda k— 1 čiji su čvorovi xo, X1, X2, ..., Xx-1 obrazuju ispravan 
kostur polazne lepeze ukoliko je k > 1, dok u specijalnom slučaju k = 1 odabrane 
grane već formiraju kostur. Slijedi da broj kostura uz ove dopunske pretpostavke 
iznosi l}; za k > 1, odnosno 1 za k= 1 (mada izgleda da bi specijalni slučaj k= 1 
bio automatski uključen ukoliko usvojimo / = 1, vidjećemo uskoro da to ne bi bila 
mudra odluka). Varirajući k od 1 do n iscrpljujemo sve situacije koje mogu nastati, 
tako da ukupan broj kostura koji sadrže granu (x,x,) iznosi 1+% +... +l. 
Slijedi da /, za n> 1 zadovoljava rekurzivnu jednačinu 


h= lat (+l +... laa) 


uz početni uvjet ļ = 1. Za n = 1 ova jednačina postaje lı = lo+ 1, tako da ukoliko 
usvojimo lo =0 možemo smatrati da ona vrijedi i za n= 1. Početna vrijednost 
ly = 0 se može opravdati činjenicom da ne postoji lepeza reda O (takva lepeza bi 
trebala imati 2:0-1=—1 granu), tako da nema smisla ni govoriti o njenim 
kosturima. Sada vidimo zbog čega nije mudro usvojiti l= 1. Naime, u tom 
slučaju nije moguće postići da gornja jednačina vrijedi izan=1. 


Dobijena jednačina, mada po formi podsjeća na diferentnu jednačinu, strogo 
uzevši uopće nije diferentna jednačina, zbog prisustva neodređenog broja 
sabiraka (iskazanog kroz prisustvo tri tačkice). Zapravo, kako se ova jednačina 
može napisati u obliku 
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n—1 
h=la+1+9 4 
k=0 


mogli bismo govoriti i o nekoj vrsti sumacione jednačine, s obzirom da se 
nepoznata sekvenca nalazi pod znakom sume. Mada su sumacione jednačine u 
općem slučaju mnogo teže za rješavanje od klasičnih diferentnih jednačina, ovu 
jednačinu je posve lako riješiti. Recimo, ona se lako može svesti na klasičnu 
diferentnu jednačinu. Zaista, smijenimo li indeks n sa n+1 i oduzmemo polaznu 
jednačinu od novodobijene, svi članovi pod sumom će se međusobno poništiti 
osim posljednjeg člana /,, pod sumom u novodobijenoj jednačini, čime dobijamo 
jednačinu 4,41 — 4, = l,—1,-1+ ln, što nakon još jedne zamjene n sa n+ 1 i sređivanja 
postaje 1,42 —3l,1+4,= 0. Uz početne uvjete 14 =0 i 1, = 1, ovo je standardna 
diferentna jednačina koju znamo riješiti. Međutim, interesantno je da se polazna 
sumaciona jednačina lako rješava i bez prethodnog svođenja na diferentnu 
jednačinu. Naime, primijetimo da se polazna jednačina nakon zamjene n sa n+1 
može napisati u obliku Zur = n+ 1 +V"1,. Na ovu jednačinu je moguće direktno 
primijeniti z-transformaciju. Zaista, ukoliko uvedemo oznaku Z(1,) = L(z), dalje 
imamo Z{lx1} =ZL(z)—-loz=ZL(z), Z{V 4,} =ZL(z)/(z-1) i Z(1) =z/(z-1), pa 
transformirana jednačina postaje zL(z) = L(z) + z/(z-1)+z21(2)/(z—1). Odavde je 


L) =——— 
(0) z?—3z+1 


Rutinskim postupkom konačno dobijamo traženi rezultat u obliku: 


n= ZLO) is BREG) 


U dobijenom rezultatu se, slično kao u jednom od ranijih primjera, javljaju 
brojevi (3+,5)/2 i G-/5)/2 koji se respektivno mogu izraziti kao ° i 0” 
gdje je b= (1+ /5)/2. Ovo nam omogućava da krajnji rezultat izrazimo prosto 
kao 1, = F2, gdje je F oznaka za Fibonaccijev broj. Slijedi da je upravo razmotreni 
problem još jedan primjer kombinatornog problema u čijem se rješenju javljaju 
Fibonaccijevi brojevi. 


> Primjer: Odrediti na koliko se načina može izvršiti a množenja sa ciljem da 
se izračuna produkt od n+1 objekata xo, x1, X2, ..., Xn UZ pretpostavku da vrijedi 
asocijativni zakon (tj. zagrade se mogu ubacivati po volji), ali da komutativni 
zakon ne mora nužno vrijediti (tj. operandi ne smiju razmjenjivati mjesta, kao 
recimo pri množenju matrica). Na primjer, produkt xg2x, x2x3 četiri objekta xo, 
Xp X2 1 X3 može se pomoću 3 množenja izračunati na pet načina: ((X0X1) x2) x3, 
(021) (02.3), (Xo (x1 X2)) x3, Xo (XX) x3) 1 xo (x1 (2.203). 


Označimo traženi broj sa C,. U ovom problemu ključno je uočiti da se uvijek 


tačno jedno množenje vrši izvan svih zagrada (to je ustvari ono množenje koje se 
izvršava posljednje), dok se sva ostala množenja izvršavaju unutar zagrada. 
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Pretpostavimo da se to posljednje množenje izvršava na mjestu između objekata 
Xk1 1 xx. Tada prethodno treba pomnožiti k objekata xo, x1, ..., Xxx_1 Što se može 
izvesti na C; načina, te n—k—1 objekata xx, Xx+1, -..,Xn Što se može izvesti na C,_x 
načina. Dakle, broj različitih načina računanja traženog produkta kod kojih se 
posljednje množenje izvršava na mjestu između objekata xx_1 i xx iznosi Cy_i1 Cn- 
Varirajući k po svim mogućim vrijednostima od 1 do n dobijamo da C,, mora 
zadovoljavati relaciju 


C, = Co Cm1 +C; C, 2+ C: Ca F F Crni Co 


za n? 1. Pored toga, imamo Cọ= 1, jer postoji samo jedan način da se izračuna 
trivijalni produkt u kojem učestvuje samo objekat xo. 


Slično kao u prethodnom primjeru, dobijena rekurzivna relacija striktno uzevši 
nije diferentna jednačina zbog prisustva tri tačkice. Pored toga, ona nije ni linearna 
zbog prisustva produkata oblika C;C; koji narušavaju linearnost. Nakon zamjene n 
sa n+1 (što svakako moramo učiniti da bismo postigli da relacija vrijedi za sve 
vrijednosti n 2 0), možemo je kompaktno zapisati u obliku 


Cri = >O, 
k=0 


U pitanju je ponovo neka vrsta sumacione jednačine (nelinearne). Međutim, kao 
i u prethodnom primjeru, i ova jednačina je vrlo specifične prirode, s obzirom da 
je suma koja se u njoj javlja zapravo konvolucija sekvence C, sa samom sobom. 
Drugim riješima, ona se kompaktno može zapisati u obliku C,\, = C,* C,, što 
nam omogućava da na nju neposredno primijenimo z-transformaciju. Zaista, uz 
oznaku Z(C,) = C(z), teorema o konvoluciji daje Z(C,,* C,) = CZ) CZ) = CEY. 
Pored toga, imamo još Z(C,,1) =zC(2)-Coz=zC(z) — z, tako da transformirana 
jednačina dobija oblik zC(z) —z = CEY. Rješavanjem ove (kvadratne) jednačine 
po C(z) dobijamo 


ru Am 
C(2) = EN t 2(1e 1-4270) 


Vidimo da smo dobili dva moguća rješenja za C(z), što je apsurd s obzirom 
da iz prirode problema jasno slijedi da je rješenje problema jedinstveno. Stoga 
jedno od rješenja mora otpasti. Pojedinci skloni pozitivističkom razmišljanju 
uglavnom su skloni zadržavanju rješenja sa predznakom “+” ispred korijena, 
međutim ispravno rješenje je ono sa predznakom “—". Zaista, iskoristimo 
poznatu činjenicu da C(z) mora ostati ograničeno kada |z| > œ (preciznije, tada 
mora vrijediti C(z)— Co). Kako rješenje sa predznakom “+” očigledno teži u 
beskonačnost za z—> œ, ono mora otpasti (usput, nije teško provjeriti da drugo 
rješenje sa predznakom “—" zaista teži ka korektnoj vrijednosti C, = 1 za z — ). 
Stoga je 
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C,= Z HCO} = ZV ST } 


Ovdje nailazimo na mali problem, s obzirom da funkcija C(z) čiju inverznu 
z-transformaciju trebamo naći nije racionalna funkcija. Ovaj problem ipak nije 
osobito težak, jer se funkcija C(z) može prilično lako razviti u red po stepenima 
od z ', odakle je direktno moguće očitati C,, kao koeficijente uz z " u dobijenom 
razvoju. Da bismo ovo izveli, koristićemo razvoj funkcija oblika (1+x)* u red po 
stepenima od x poznat pod nazivom binomni red (ovaj razvoj smo već koristili u 
Odjeljku 6.5). Uz pomoć ovog razvoja, kao 1 nekih elementarnih manipulacija, 
možemo pisati: 


ZU-vi-4zi)= 2-(1-420)7] zli, Jovi = 


"2 


n 
n=0 
Z = 1/2 nn2n_-n Z < 1/2 nn2n _-n 
= |1 -1- -1)"2 =-- -1)" 2 = 
SI ae yare] Pi wa 


2 = 1/2 _1)7-192n-1_—nH _ = 1/2 _1)79 21H „=n 
x). aje. DENI m2 
Odavde neposredno očitavamo traženo rješenje za C,,: 


C, -( 1/2 jeo 


n+1 


Mada nema dvojbe da ovo što smo dobili predstavlja rješenje, ono nije 
predstavljeno baš u najelegantnijem obliku. Naime, nije baš uobičajeno da se 
kombinatorni rezultati iskazuju u obliku u kojem se javljaju binomni koeficijenti 
sa necijelim argumentima. Stoga ćemo transformirati binomni koeficijent koji se 
javlja u dobijenom rješenju u pogodniji oblik, polazeći od definicije šta on 
zapravo predstavlja: 


e P (1/2) + C12): (3/2): .... (—(2n—1)/2) (berta (2n-1) _ 


n+1 (n+1)! 214. (n+1)! 

_ GD" -1:2:3:4:5-... (2n—1) -2n _ (—1D)"(2n)! = 
2 .(n+1)!:2:4:6:...:2n 2 .(n+1)!:2".1-2:3:....n 
-2 D'a! o (=D nl CD” U 
220 .(n+l)!n! 2%™+(n+1) n!n! = 22H (n+1)\N 


Uvrstimo li dobijeni rezultat u ranije dobijeni izraz za C,, dobijamo izuzetno 
jednostavan novi izraz za C, u obliku 
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Vrijednosti C,, nazivaju se Catalanovi' brojevi. Catalan je na ove brojeve 
naišao upravo pri rješavanju ovog kombinatornog problema (mada je njegovo 
rješenje bilo poznato još Euleru). Catalanovi brojevi se često javljaju u rješenjima 
raznih kombinatornih problema. Tako, R. Stanley" u svojoj knjizi “Enumerativna 
kombinatorika" navodi čak 66 različitih problema čije se rješenje izražava preko 
Catalanovih brojeva. Glavni razlog za to je činjenica da postoje brojni problemi 
čije rješavanje dovodi do iste ili slične rekurzivne relacije na koju smo naišli pri 
rješavanju upravo razmotrenog problema, tako da se njihovo rješenje također 
izražava preko Catalanovih brojeva. 


Što se tiče broja načina na koji se može izvršiti n množenja uz pretpostavku 
da pored asocijativnog vrijedi i komutativni zakon (tj. da objekti mogu prilikom 
množenja mijenjati mjesta), jasno je da taj broj iznosi Z,=(n+1)!C,=(2n)!/n!, 
s obzirom da se objekti mogu međusobno ispremještati na (+1)! načina. 
Međutim, sličnim rezonovanjem kao pri izvođenju rekurzivne relacije koju 
zadovoljavaju brojevi C„, može se izvesti da brojevi Z,, zadovoljavaju rekurzivnu 
relaciju Z, = (2+4(n—1))Z, odnosno Z,=(4n—2)Z,.1 (uz početni uvjet Z, = 1). 
Slijedi da se postavljeni problem koji je doveo do Catalanovih brojeva mogao 
riješiti i tako da se prvo odrede brojevi Z, (rješavanjem upravo prikazane 
rekurzivne relacije), nakon čega je C,=27,/(n+1)!. Mada ovaj pristup izgleda 
primamljiv, s obzirom da rekurzivna relacija Z,=(4n—2)Z,. djeluje sasvim 
jednostavno, on je ipak znatno manje pogodan za primjenu z-transformacije, 
zbog prisustva eksplicitne ovisnosti od n. Naime, navedena rekurzivna relacija 
spada u porodicu diferentnih jednačina sa promjenljivim koeficijentima. Mada 
ćemo u sljedećem odjeljku pokazati da se neke vrste ovih jednačina također 
mogu rješavati uz pomoć z-transformacije, za tu svrhu su obično pogodnije neke 
druge metode. Inače, vrijednost Z, ponekad u kombinatorici naziva četverostruki 
faktorijel (engl. quadruple factorial) od n. 


Istaknimo neke važnije kombinatorne probleme čije se rješenje izražava 
preko Catalanovih brojeva. Recimo, broj načina na koji se može konveksan 
poligon sa n+2 stranice podijeliti na a trouglova pomoću dijagonala koje se 
međusobno ne presijecaju (inače, takva podjela se naziva friangulacija) iznosi 
upravo C,„. Zaista, neka je T, traženi broj načina za izvedbu triangulacije, i neka 
su tjemena poligona x1, X2, ...,X,,2. Svaka stranica poligona pripada nekom od 
trouglova koji čine njegovu triangulaciju. Posmatrajmo stoga trougao koji sadrži 
stranicu X;X,+2. Neka je to trougao Xx;X;X,+2, pri čemu je 2<k<n+1. Nakon što 
izdvojimo taj trougao, ostaju u općem slučaju dva konveksna poligona sa 
tjemenima x1, X2, ...> Xx 1 Xk Xktls «> Xn,2 koji imaju k i n—k+3 stranica respektivno, 
te se oni, po pretpostavci, mogu triangulirati na T;_, odnosno T',, 41 načina. Stoga 
je T, jednak sumi produkata T,, T,+i1-x PO svim mogućim vrijednostima k od 2 
do n+1, odnosno T,= Ty T, + Ti T, 2 +... + T,_u To, što je ista rekurzivna relacija 
koju smo imali za C,,. Stoga je T, = C,, što je i trebalo pokazati. 


! Eugène Charles Catalan (1814-1894), francusko-belgijski matematičar. Poznat po radu u teoriji brojeva, 
kombinatorici i nacrtnoj geometriji. 


? Richard P. Stanley (1944—), američki matematičar. Bavi se kombinatorikom. 
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Catalanov broj C, također daje broj načina da se korektno upari n parova 
zagrada u nekom aritmetičkom izrazu, kao i broj stringova bita u kojima se nalazi 
tačno n nula i n jedinica, takvih da svaki njihov početni isječak sadrži barem 
onoliko jedinica koliko i nula (tzv. Dyckovi stringovi). Ovo je lako uvidjeti, s 
obzirom da su oba problema lako svodljivi na već razmotreni problem množenja. 
Navešćemo bez dokaza još nekoliko interesantnih problema u kojima se kao 
rješenja javlja C,. Tako je broj puteva duž bridova kvadratne mreže formata n xn 
koji polaze iz donjeg lijevog ugla a završavaju u gornjem desnom uglu u kojima 
se krećemo isključivo nagore ili nadesno a koji pri tome nikada ne prelaze iznad 
dijagonale koja spaja ta dva ugla jednak upravo C,. Slično, C, je i broj “planina” 
koje je moguće nacrtati pomoću 2n jediničnih duži koje idu pod uglom od 45° 
nagore ili nadolje, pri čemu se nikada ne spuštamo ispod nivoa sa kojeg smo 
krenuli i na kraju završimo upravo na tom nivou. C, je također i broj načina da 
se rasporedi 2n različitih prirodnih brojeva u matricu formata 2xn tako da svi 
redovi i kolone obrazuju monotono rastuće nizove. Catalanovi brojevi se dobijaju 
i kao rješenje specijalnog slučaja tzv. Bertrandovog? problema glasanja. U tom 
problemu se traži da se prebroji na koliko načina je moguće izvršiti brojanje 
glasova tako da u svakom trenutku tokom brojanja kandidat A ima više glasova 
od kandidata B, ako je poznato da kandidat A ima ukupno a glasova a kandidat 
B b glasova (pri čemu je a? b). Može se pokazati da traženi broj načina iznosi 
(a-b)C(a+b,a)/(a+b). U specijalnom slučaju a=n+1, b=n, ovaj rezultat se 
svodi na C,. Moglo bi se navesti još mnoštvo kombinatornih problema u čijem 
se rješenju diretkno ili indirektno pojavljuju Catalanovi brojevi, ali bi nam to 
oduzelo previše prostora. 


Ovim su izloženi primjeri nekih kombinatornih problema u kojima nam je 
z-transformacija pomogla za rješavanje rekurzivnih relacija kojima se izražava 
rješenje problema. U narednih nekoliko primjera, z-transformacija (preciznije, 
inverzna z-transformacija) će biti iskorištena za nalaženje nepoznate sekvence 
kojom se izražava rješenje problema na osnovu poznate funkcije izvodnice. 


> Primjer: Polazeći od poznate funkcije izvodnice za Stirlingove brojeve 
druge vrste, izvesti prvo eksplicitnu formulu za S(n,3), a zatim izvesti opću 
formulu za S(n, k) uz pretpostavku da je k fiksno. 


U Odjeljku 6.8 naveli smo (doduše, bez dokaza) da funkcija izvodnica za 
S(n, k) uz fiksno k glasi 
tk 


= 0-90-24)... -kt) 


Pk; 0) 


Stoga, odgovarajuća z-transformacija glasi 


! Walther von Dyck (1856—1934), njemački matematičar. Između ostalog, bavio se i teorijom grupa. Poznat je 
po Dyckovom jeziku u formalnoj teoriji jezika (ovaj jezik se sastoji upravo od gorepomenutih stringova). 

2 Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900), francuski matematičar. Bavio se teorijom brojeva, ekonomijom, 
termodinamikom i teorijom vjerovatnoće. Najpoznatiji po tzv. Bertrandovom postulatu (za svako n>3 postoji 
prost broj između n i 2n—2). 


576 


1 
4ND i e e 

Primijetimo da su sve nule nazivnika ove funkcije realne i proste, i iznose 
zi=i za i= 1..k (naravno, i ovdje nije imaginarna jedinica). Nakon što proširimo 
brojnik i nazivnik sa z (što trebamo uraditi), dobićemo još i nulu zo = 0, tako da 
su sve nule z;= i za i = 0..k. Razmotrimo prvo specijalni slučaj k = 3. Formula za 
inverznu z-transformaciju racionalne funkcije koja ima samo proste nule u 
nazivniku daje: 


S , adp + oo 
NEA APOE Ee 
Ô, 1 + 2 = 
= 0-DO0-20-3) (-04-20-90-0Q2-DQ.-3 "G-)G-DG-2 ~ 
_8, 1 z” 3" Ò, = 141 


A Zn Ti 2 Tin 
Pig DU Ogi e 


Ovo je ista formula koju smo već naveli u Odjeljku 6.8, sa iznimkom prvog 
člana —8, /6, čija je jedina uloga da učini formulu tačnom i zan = 0. 


Uopćimo sada ovaj rezultat za proizvoljne vrijednosti k. Lako se vidi da će u 
općem slučaju izraz za S(n,k) biti suma članova oblika i"/O;(i) za i=0..k pri 
čemu je Qz)=z(z-1)...(Z—i+1)(z-i—1)(Zz-i—2)...(z—k) i pri čemu smatramo 
da vrijedi 0" = 0,. Prije nego što nastavimo dalje, pogledajmo kako se izraz za 
vrijednost Q;(7) može iskazati u kompaktnom obliku: 


QG) =i(i-1)..((-i+1)(i-i-1)((—i—2)...(i—k) = 
=i(i-1)...1GDG)-...d-k)=((-1)(d-2)...-1-2-...(1-k) GD" = 
=(-1)™*i! (i-k)! 


Stoga je: 


k 
i" su | jarana 
S(n,k)= Xa o -X- a. Mali ya 


ailé Jena- i ax) D'K- 


Ovdje smo izvršili nekoliko elementarnih manipulacija (poput zamjene indeksa 
sumiranja i sa k—i) čisto sa ciljem da dobijemo istu formulu koju smo već imali 
u Odjeljku 6.8. Primijetimo da smo lako uspjeli izvesti formulu za proizvoljnu 
vrijednost k isključivo zbog činjenice da funkcija čiju inverznu z-transformaciju 
tražimo ima proste realne nule jednostavnog oblika za ma kakvu vrijednost k. 
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> Primjer: Polazeći od poznate eksponencijalne funkcije izvodnice za Stirlingove 
brojeve prve vrste, izvesti eksplicitnu formulu za s(n, 2). 


U Odjeljku 6.8 smo također naveli da eksponencijalna funkcija izvodnica 
w(k;t) za Stirlingove brojeve prve vrste glasi W(&; 1) = dn (1—1))"/k!. Stoga, na 
osnovu izlaganja sa početka ovog odjeljka, imamo 


s(n,2)=n! ZW 1/2))= 1! ZU 1 (in =} = a ZU (In 2-1)? } 


Ovdje nastaje mali problem, s obzirom da treba naći inverznu z-transformaciju 
funkcije koja nije racionalna funkcija. Međutim, u ovom konkretnom slučaju, to 
nije osobito teško. Upotrijebićemo feoremu o konvoluciji, ali na obnut način u 
odnosu kako smo je dosada koristili. Naime, dosada smo teoremu o konvoluciji 
koristili da svedemo računanje konvolucije dvije sekvence na množenje njihovih 
z-transformacija. Ovdje ćemo računanje inverzne z-transform produkta dvije 
funkcije svesti na računanje konvolucije njihovih inverznih z-transformacija, tj. 
koristićemo pravilo ZO IX(2) Y} = Z NX(C)} * Z {Y(z)}. Ovako se ne postupa 
često, s obzirom da direktno računanje konvolucije dvije sekvence uglavnom 
nije nimalo jednostavno, ali u ovom slučaju to neće biti veliki problem: 


a Zla o s= zedj sE Z Yi 
Z Me) }=Z Mem) }=Z "(n-p }= 


Spil Z Z y y z—1 -1 z=-1i_ 
=Z th == PSA {n— as or Ja 
n—1 n—1 
_ Und Uni _ 1 s 1 1 E 
nn A Ka) Zi TE. x 
n—1 n—1 n—1 n-1 n-1 
si SRELE === Ll 1-251 
ngk o nan EI ngk ngk 
Konačno je: 
s(n2)= a E nọ l Dy L 
í 2 z n Ek Lik 


Ovim smo potvrdili formulu navedenu u Odjeljku 6.8. 


> Primjer: Odrediti koliko nenegativnih rješenja ima Diofantova jednačina 
x+2y+5z=n (nje također nenegativan cijeli broj). 


Rješenje ovog problema najavljeno je na kraju Odjeljka 5.7 koji je posvećen 
Diofantovim jednačinama. Sada imamo dovoljno znanja da taj problem možemo 
zaista riješili. Primijetimo prvo da je problem ekvivalentan pronalaženju broja 
rastava (particija) prirodnog broja n na sabirke tako da je prvi sabirak proizvoljan 
nenegativan cijeli broj, drugi sabirak nenegativan cijeli broj djeljiv sa dva (tj. 
broj iz skupa {0,2,4,6,...}) a treći sabirak nenegativan cijeli broj djeljiv sa pet 
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(tj. broj iz skupa (0,5, 10, 15,...}). U Odjeljku 6.10 smo pokazali kako se može 
konstruisati funkcija izvodnica za ovakvu vrstu problema. Za ovaj konkretan 
slučaj, imamo: 


PHA = (1+1+1+8 +.)(1+10+11+1%+..) 1+1+0+0 +.) = 
_ 1 
AA?) 


Stoga, ako rješenje ovog problema označimo sa y,, njegova z-transformacija 
Y(z) glasi 


= 1 = = 
Y(z) = (1/2) (z-1)(22-1)(z5—1) 


Nazivnik funkcije Y(z) ima dvije realne nule, jednu prostu (—1) i jednu 
trostruku (1), te četiri proste kompleksne nule (kompleksni peti korijeni iz 
jedinice). Na žalost, na ovu funkciju nije primjenljiv niti jedan trik opisan na 
kraju Odjeljka 9.7, te je neophodno primijeniti klasični postupak. Ovo načelno 
nije nikakav problem, ali je svakako izuzetno zamorno. Poslije dužeg računanja i 
brojnih (uglavnom trigonometrijskih) manipulacija sa ciljem pojednostavljenja 
dobijenog glomaznog izraza, može se dobiti izraz za traženo rješenje u obliku 


2 21)” sa 
y, = ZU{Y()} == 27+16n+2n? CD" 415, (20+9)1,(61-Dm 
40 8 25 10 10 


Moguće je doći i do izraza u kojem se ne javljaju trigonometrijske funkcije. 
Naime, nije teško vidjeti da posljednji član u gornjem izrazu predstavlja periodičnu 
sekvencu perioda 5 koja za n =0..4 uzima redom vrijednosti 1/5, 0, 1/5, —1/5 i 
—1/5. Stoga se, na osnovu reprezentacije periodičnih signala preko operacije 
izdvajanja cijelog dijela broja, gornji izraz može prikazati u obliku 


19+16n+2n?  (-D"_ 2 1;n-1;, 1;n—2{_2|n-3 
y= BOL CD La LZ +122 9-25 


40 8 5 9752 1137, 


Formule ovog tipa praktičnije su za numerička izračunavanja, dok su za analitička 
proučavanja ponašanja rješenja pogodnije formule zasnovane na standardnim 
elementarnim funkcijama. 


> Primjer: Odrediti na koliko se načina može isplatiti iznos od 50 KM koristeći 
pri tome apoene od 1 KM, 2 KM, 5 KM, 10 KM i20 KM. 


Ovaj problem je zapravo donekle otežana varijanta izvornog problema na 
koji je G. Pólya koristio kao demonstraciju upotrebljivosti funkcija izvodnica. U 
izvornoj verziji problema koriste se apoeni od 1, 5, 10, 25 i 50 centi (olakšavajuća 
okolnost u ovoj varijanti je činjenica da su sve vrijednosti apoena osim prve 
djeljive sa 5, što ne vrijedi za gore postavljeni problem). U svakom slučaju, 
postavljeni problem je ekvivalentan problemu nalaženja broja nenegativnih 
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rješenja Diofantove jednačine x,+2x2+5x3+10x4+20x5=50. Ukoliko sa y, 
označimo broj rješenja ovakve jednačine u kojoj sa desne strane umjesto broja 
50 stoji n, na isti način kao u prethodnom primjeru dobijamo da z-transformacija 
Y(z) od y, glasi 
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Y(z) = 
i (z—1) (22—1) (23 biz ==) 


Nama je zapravo potrebna vrijednost yso. Što se tiče funkcije Y(z), ona u 
nazivniku ima polinom 38-og reda, sa jednom peterostrukom i jednom trostrukom 
realnom nulom, deset prostih kompleksnih nula, četiri dvostruke i četiri trostruke 
kompleksne nule, što računanje inverzne z-transformacije klasičnim postupkom 
čini gotovo beznadežnim. Čak i ukoliko se uspijemo izboriti sa kompletnim 
tokom postupka, dobijamo monstruozan izraz čije je pojednostavljenje gotovo 
nemoguć poduhvat (ispostavlja se da je to pretvrd zalogaj i za softverske pakete 
za simboličko računanje). Što je još gore, trikovi opisani na kraju Odjeljka 9.7 
nisu primjenljivi na ovu funkciju, osim eventualno trika zasnovanog na činjenici 
da su svi faktori u nazivniku ujedno i faktori od z'"— 1. Uz primjenu ovog trika, 
problem nalaženja inverzne z-transformacije od Y(z) postaje rješiv za običnog 
smrtnika, ali dovodi do izraza koji se raspada do 20 podslučajeva zavisno od 
ostatka dijeljenja n sa 20 (s druge strane, u izvornoj verziji problema kako ga je 
postavio Pólya mogu koristiti čak dva trika, prvo činjenica da je funkcija čija se 
inverzna z-transformacija traži “skoro” funkcija od z*, a nakon toga se dobija 
funkcija kod koje su svi faktori u nazivniku ujedno faktori od z® — 1). Međutim, 
s obzirom da nam je potrebna samo vrijednost y, za konkretnu vrijednost n = 50, 
nećemo se upuštati u ovu mučnu avanturu, nego ćemo vrijednost yso izračunati 
indirektnim putem. Prikazaćemo Y(z) u obliku Y(z) = G(z) X(z), gdje je 
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G(z) = i X(2) 


MORI a a IA. 
(25-1) (210—1) (z20—1) (z—1)(z2—1) 


X(z) je odabran tako da ima relativno jednostavnu inverznu z-transformaciju. 
Nakon toga ćemo y, tretirati kao odziv diskretnog sistema sa prenosnom funkcijom 
G(z) na pobudu x, = Z '{X(z)}. Nađimo stoga x,. Funkcija X(z) ima u nazivniku 
prostu realnu nulu z; =—1 i dvostruku realnu nulu 2, =—1, tako da primjenom 
klasičnih postupaka dobijamo: 


od z? =. _2n+3+0)" 
HEZ DeD. mo === 


Izvedeni izraz za x, je sasvim dobar, ali je interesantno pokazati kako se 
primjenom osobina z-transformacije i tabličnih z-transformacija može dobiti još 
jednostavniji rezultat. Recimo, kako je ZH zi (z—1)7) =n+1, imamo: 


mI z? ot =l 2t jn 
eieae Aone e 359 
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Alterativno, možemo postupiti i ovako: 


ti zI Z Z = 

=. (oz ne = a Da 
= Z =1+|4 
=a si Dz =). Pi 


Sada ćemo sistem predstavljen prenosnom funkcijom G(z) opisati pomoću 
diferentne jednačine. Iz Y(z) = G(2) XQ) i na osnovu poznatog oblika za G(z) 
imamo (2—1) (z'" 1) z” 1) Y(z)= z2 XO, što se nakon množenja svih faktora 
sa lijeve strane i množenja obje strane sa z "? može napisati u obliku: 


(1—25—2 942 -724r 5+ -YO = X(2) 


Traženu diferentnu jednačinu sada možemo dobiti direktnom primjenom inverzne 
z-transformacije na ovu jednačinu, s obzirom da je Z` {zo kY(z)} = =y, Ukoliko 
u tako dobijenoj jednačini eksplicitno izrazimo y, preko ostalih članova, dobijamo 


Yn = Xn + Yn-5 + Yn-10 — Yn-15 + Yn-20 — Yn-25 — Yn-30 + Yn-35 


Odavde je sada lako postupno izračunati vrijednost yso, s obzirom da je y, = 0 za 
n < 0. Zapravo, kako y, zavisi samo od vrijednosti y,_x za vrijednosti k djeljive sa 
5 (i to u opsegu od 5 do 35), slijedi da je za računanje yso dovoljno prethodno 
izračunati vrijednosti n za n u opsegu od 0 do 45 sa korakom 5. To se pregledno 
može uraditi pomoću sljedeće tablice: 


n | 0 | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 
Xn | 1 3 16 | 8 [11 | 13 | 16 | 18 | 21 | 23 | 26 
Yn 1 4 | 11 |22 | 41 | 68 |109 | 162 |236 | 328 |450 


Ovim smo jednostavno dobili traženo rješenje yso = 450, iako ne znamo eksplicitnu 
formulu za y,. Naravno, računanje postaje naporno za veće vrijednosti n, ali uz 
pomoć računara ni to nije nikakav problem. Na primjer, uz pomoć računara 
posve je lako izračunati recimo da je y 1000 = 22457476. 


S obzirom da je dobijena diferentna jednačina za određivanje y, relativno 
složena, interesantno je demonstrirati i jedan alternativni postupak koji traži 
manje računanja i koji može biti od velike koristi pri rješavanju još složenijih 
problema. Naime, faktoriziraćemo funkciju G(z) u obliku G(z) = G;(Z) G2(z) G2(z) 
gdje je Gi(2) =2/(-1), Go(z) =2'/(2"— 1) i Gs(2) = 2'/(2"—1), nakon čega 
ćemo diskretni sistem sa prenosnom funkcijom posmatrati kao kaskadnu vezu 
(proizvod) tri sistema sa prenosnim funkcijama G;(z), G»(z) i Ga(z): 


sojfo eap 


Ako izlaze iz prvog odnosno drugog sistema (koji su ujedno ulazi u drugi 
odnosno treći sistem) označimo respektivno sa v, i w, a njihove z-transformacije 
sa V(z) i W(z), imamo V(2) = Gi) X(z), WC) = G) VR) i Y(2) = G) WQ). 
Svrha ove rastave je u činjenici da se ova tri sistema opisuju znatno jednostavnijim 
diferentnim jednačinama nego polazni sistem, s obzirom da su im prenosne 
funkcije jednostavnog oblika. Tako, posve jednostavno dobijamo da se ova tri 
sistema respektivno opisuju posve prostim diferentnim jednačinama v, = X, + V,_5, 
Wn = Van + Wn10 1 Yn = Wn + Yn20. Posmatrajući ove jednačine lako je vidjeti da je za 
računanje y, potrebno prethodno izračunati vrijednosti v,_, za sve vrijednosti k 
od 0 do n djeljive sa 5, zatim vrijednosti w,_x za sve vrijednosti k od 0 do n 
djeljive sa 10 i, konačno, vrijednosti y,_x za sve vrijednosti k od 0 do n djeljive sa 
20. Konkretno, za računanje yso potrebno je prethodno izračunati vrijednosti v; 
za sve vrijednosti k od 0 do 50 djeljive sa 5, vrijednosti w, za sve vrijednosti k od 
O do 50 djeljive sa 10, te vrijednosti y19 i y39. Ovo se najpreglednije može uraditi 
pomoću sljedeće tablice: 


n | 0 | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 
Xn | 1 3 6 | 8 | 11/13116|181|21[23 | 26 
V, | 1 | 4 | 10 | 18 | 29 | 42 | 58 | 76 | 97 [120 146 
Wal 1 11 40 98 195 341 


Yn 11 109 450 


Vidimo da smo došli do iste vrijednosti za yso. Mada izgleda da imamo dosta 
računanja, svaka nova vrijednost se dobija uz pomoć jednog sabiranja, tako da je 
ukupan broj izvršenih računskih operacija mnogo manji nego kada smo koristili 
prvi način (može se pokazati da se za ovaj primjer izvrši otprilike 4 puta manje 
računskih operacija, neovisno od n). Pored toga, za računanje svake vrijednosti 
potrebno je memorirati samo jednu prethodnu vrijednost, dok je prvobitni način 
zahtijevao da se mora memorirati barem 7 prethodnih vrijednosti. Vrijedi još 
napomenuti da je ovaj način u načelu identičan načinu na koji je Pólya koristio 
za rješavanje problema ovog tipa, samo što se Pólya nije pozivao na teoriju 
diskretnih sistema, nego je neophodne diferentne jednačine konstruisao direktnim 
manipulacijama nad funkcijama izvodnicama. 


9.13* Diferentne jednačine sa promjenljivim koeficijentima 


Z-transformacija se može uspješno primjenjivati i na izvjesnu klasu linearnih 
diferentnih jednačina sa promjenljivim koeficijentima. To su pretežno jednačine 
kod kojih su koeficijenti uz x,,x racionalne funkcije od n. Na takve jednačine, 
ako ništa drugo, barem uvijek možemo lako primijeniti z-transformaciju. Zaista, 
uočimo prvo da bez umanjenja općenitosti možemo smatrati da su kod takvih 
jednačina koeficijenti UZ xx polinomi od n, jer ukoliko to nije slučaj, uvijek 
možemo to postći množenjem jednačine sa najmanjim zajedničkim sadržiocem 
svih nazivnika u racionalnim funkcijama koje se javljaju u jednačini. Nakon toga 
na članove oblika P(n) Yn+x Nije teško primijeniti z-transformaciju. Naime, takvi 
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članovi se raspadaju na članove oblika n'x,,, a oni se lako transformiraju na 
sljedeći način: 


k—1 
ZN Yn} = razl Ynt} = zala Y(z) 2 nz) = 


kl ' 
=- Y(g -kŽY( +) (k-i) yz" 


i=0 


k—1 
ZU na) =- E inyned = zgb 2 Y(-kd YO IZ k yz) = 
i=0 


k—1 
=Z YD+2k+ DŽ YORA YO -F (ki? yz 


i=0 


Postupak dalje teče analogno za veće stepene n' (pri čemu složenost dobijenih 
izraza raste sa porastom eksponenta i). Nakon transformacije, dobija se jednačina 
u kojoj se pored same nepoznate funkcije Y(z) javljaju i njeni izvodi, odnosno 
dobija se diferencijalna jednačina po nepoznatoj funkciji Y(z). Stoga uspješnost 
rješavanja linearnih diferentnih jednačina sa promjenljivim koeficijentima zavisi 
suštinski od dvije stvari: prvo, da li ćemo biti u stanju riješiti diferencijalnu 
jednačinu koja se dobije nakon transformacije, a drugo, da li ćemo biti u stanju 
naći inverznu z-transformaciju dobijenog rješenja te diferencijalne jednačine. 
Treba naglasiti da ovaj odjeljak zahtjeva od čitatelja znatno veće predznanje iz 
matematičke analize nego prethodne teme u ovom poglavlju, tako da čitatelji 
koji ne posjeduju odgovarajuće predznanje (ili ih jednostavno problematika koja 
se ovdje obrađuje ne zanima) mogu preskočiti ovaj odjeljak bez gubitka 
kontinuiteta. Na prvom mjestu traži se dobro poznavanje tehnika diferencijalnog 
i integralnog računa, kao i teorija stepenih redova, a od koristi je i barem 
elementarno poznavanje teorije diferencijalnih jednačina. 


Diferencijalne jednačine koje se dobijaju primjenom z-transformacije na 
linearne diferentne jednačine sa polinomskim koeficijentima uvijek pripadaju 
skupini linearnih diferencijalnih jednačina čiji je red jednak najvećem među 
stepenima polinoma koji čine koeficijente diferentne jednačine. Nažalost, opći 
postupak za rješavanje takvih diferencijalnih jednačina ne postoji, nego se one 
rješavaju različitim postupcima od slučaja do slučaja (a za mnoge postupak 
rješavanja uopće nije ni poznat). Međutim, ukoliko su svi koeficijenti polinomi 
prvog stepena po n (tj. linearne funkcije od n), dobijena diferencijalna jednačina 
biće linearna diferencijalna jednačina prvog reda (neovisno od reda diferentne 
jednačine), tj. jednačina koja se može prikazati u obliku Y’(z)+ P(z) Y (z) =Q(2) 
gdje su P(z) i Q(z) neke funkcije, dok je Y(z) nepoznata funkcija. Takve jednačine 
je, barem u principu, uvijek moguće riješiti. Naime, u teoriji diferencijalnih 
jednačina pokazuje se da se rješenje ovakve jednačine može eksplicitno prikazati 
u obliku 


-f Poaz 


Y =e (C+| gae o 
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gdje je C proizvoljna konstanta čija se tačna vrijednost može naknadno odrediti 
iz početnih uvjeta (kod rješavanja diferentnih jednačina na ovaj način, obično se 
za eliminaciju konstante C koristi činjenica da za |z|— œ vrijedi Y(z)— yo ili 
činjenica da pod istim uvjetima vrijedi z(Y(z)—-yo0)— yı). Zbog toga ćemo se 
ovdje ograničiti samo na diferentne jednačine kod kojih su koeficijenti UZ y,x 
polinomi prvog stepena po n (ili se mogu dovesti na takav oblik), s obzirom da 
za takve jednačine barem u načelu uvijek možemo riješiti diferencijalnu 
jednačinu koja se dobije nakon primjene z-transformacije. Naravno, bez obzira 
što gornja formula načelno daje rješenje ovog tipa diferencijalnih jednačina, 
rješavanje integrala koji se javljaju u ovoj formulama može biti povezano sa 
velikim praktičnim teškoćama (nerijetko se rezultat uopće ne može izraziti preko 
uobičajenih funkcija). Napomenimo još da se, ukoliko će to pomoći da se 
rezultat lakše izrazi preko poznatih funkcija, umjesto neodređenih integrala u 
gornjoj formuli mogu koristiti određeni integrali u kojima je gornja granica z, 
dok se donja granica može izabati proizvoljno (ova proizvoljnost utiče kasnije 
samo na izbor konstante C). 


Nakon što odredimo Y(z), nepoznatu sekvencu y,, kao što je uobičajeno, 
određujemo primjenom inverzne z-transformacije. Ovdje nastupa drugi dio 
problema, s obzirom da se kao rješenje za Y(z) iznimno rijetko dobija racionalna 
funkcija. Stoga, primjeri koji slijede mogu poslužiti i kao korisna ilustracija raznih 
tehnika i trikova koji se koriste za nalaženje inverzne z-transformacije funkcija 
koje nisu racionalne funkcije. 


> Primjer: Riješiti diferentnu jednačinu ny,=y,1 za n>1 uz početni uvjet 
yi=0. 


Ovo je zaista banalan primjer diferentne jednačine, čije se rješenje y, = 1/n! 
može napamet uočiti nakon nekoliko sekundi razmišljanja. Međutim, uputno je 
krenuti od najjednostavnijih primjera. Smjenimo li n sa n+ 1, jednačina postaje 
(n+1)y,1 ZV Pri čemu ona sada vrijedi za n20. Uz oznaku Z{ y„} = Y(2), 
primjena z-transformacije na jednačinu daje Z{ y,u} =z Y(z)—-yoz=z Y(z)-z i 
Zinynmil=-Y(2)-zY(2)+yoz=-ČY'(2)-zY(2)+z, te jednačina dobija oblik 
-z Y’ (z)-z Y(2)+z +z Y(2) -z = Y(z), odnosno, nakon sređivanja, 


YO+ LYO =0 


Ova diferencijalna jednačina je vrlo jednostavna, jer je Q(z) = 0 (uz P(z) = 1/ z’), 
tako da se njeno rješenje nalazi prosto kao 
2 [ dz 
Y(2) = ce ]Poe = Ce "=Ce!“ 

U ovom rješenju javlja se neodređena konstanta C koje se trebamo osloboditi. 
Očigledno imamo Y(z) > C kada z> oo. S druge strane znamo da za z > co mora 
vrijediti Y(z) > yo, odakle neposredno slijedi C = yo = 1. Dakle, imamo Y(z) = e MG 
Rješenje za y, sada dobijamo inverznom z-transformacijom, što je ovdje trivijalan 
zadatak, jer Y(z) ima oblik tablične z-transformacije: 
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m=Z4Yo)=L (n20) 


n! 


> Primjer: Riješiti diferentnu jednačinu y,+1— 
uvjet yo= 0. 


= 1 (n20) uz početni 


Nakon množenja sa n+ 1, jednačina postaje (n+1)y„ı -ny =n+1, što je 
pogodan oblik za primjenu z- transformacije. Označimo li Z{ y,} = YG), imamo, 
Z{ Ymi} =2Y(D-yoz=zY(Q2), Z{N Ymi} =- Y 2)- ZYQ) + jez =" Kate akta) 
i Z{ny,} =-z Y'(z). Kako je Z{n+1} =Z{n}+Z{1}= z Iz- D’, transformirana 
jednačina glasi 


-2 Y’ (2)—2Y(z2) + zY) +z Y’ (2) = 


(z S 


Nakon sređivanja, imamo: 


EE Iž 
vOs- Gi 


Dobijena diferencijalna jednačina je toliko prostog oblika da i bez ikakvog 
predznanja o diferencijalnim jednačinama možemo pisati 


zdz dz _ 
Y(z2) = Jy = c=-[-4 TEETE +C= 
sa l pil pgo o ee 
2(z-1)?2 z-1 2(z—1)? 


Integrali koji se ovdje javljaju direktno se svode na tablične integrale smjenom 
z-1>u. 


U ovom slučaju također imamo Y(z) > C kada z > e, pa na osnovu svojstva 
Y(Z) > yo za z— œ imamo C=y9=0. Primjena inverzne z-transformacije na 
Y(z) daće nam traženo rješenje za y,. Ovdje imamo veliku sreću da je Y(z) 
racionalna funkcija (što se inače kod ovog tipa jednačina vrlo rijetko dešava) 
tako da, preskačući detalje, imamo: 


2z—1 n+1 

= ZYQ) = Z< }=.. = Em 

a TE Fupi 

> Primjer: Riješiti diferentnu jednačinu y„+ı— T y,=1 za n21 uz početni 
n 


uvjet y,=2. 
Ova jednačina se ne razlikuje od jednačine iz prethodnog primjera, osim što 


je početni uvjet dat za vrijednost n = 1, uz napomenu da jednačina vrijedi samo 
zan>1. Na prvi pogled, izgleda da je dovoljno “razmotavanjem'' odrediti kakva 
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bi trebala biti vrijednost yọ tako da jednačina vrijedi za n20, a zatim nastaviti 
kao u prethodnom primjeru. ns uvrstimo li u jednačinu n= 0, dobijamo 
y1—0yg= 1 odnosno 2—0yy= 1, što nije moguće zadovoljiti ni za kakvu 
vrijednost yo. Stoga moramo postupiti na drugi način. Uvedimo smjenu W, = y,+1 
tako da je wp = 2. Nakon uvođenja ove smjene i množenja sa n+1, jednačina 
dobija oblik (n+1) w,—n w, = n+1. Da bismo dobili oblik pogodan za primjenu 
z-transformacije zamjenimo n sa n+1, nakon čega jednačina dobija oblik 
(n+2) Wu —(n+1)w,=n+2 (pri tome jednačina vrijedi za n20). Uz oznaku 
Z{w} = W(2) imamo Z{nw,} =z WQ), ZiWi] =z W(z)-woz=zW(z)-2z i 
Z{n Wu} = Z W? (z)—-zW(z)+ woz = =z w (z)-zW(z)+2z. Konačno, kako je 
Z{n+1}=Z{n}+Z{2} =z(22— 1)/(z— 1)", za transformiranu jednačinu dobijamo 


-7 W’ (2)-zW@)+2z+2 WC) -22) - (c W°) +W) ea 
odnosno, nakon sređivanja, 
; 1 2z?—2z+1 
W’ (2) -= W(z) = mu &—— 
Q) -7 Wo E 


Sada, prema formuli za rješavanje linearnih diferencijalnih jednačina prvog reda, 
imamo: 


E _(dz 
vos E 2z-2z+1, Maje e":(C— 2z?’=2z+l 1242) = 


(2-1) (z—1)3 
27? -22+14 Em {d , fdz) 
GEST ze ro TE D lear D a 
z 1 m ra I A _ z(2z-1) z 
Io In (z D+mnz)=Cz+5 p "Ez 


Za z— œ član Cz također odlazi u beskonačnost, osim ako je C=0. Kako W(z) 
mora biti konačno za z> o, slijedi da mora biti C=0 (zbir preostala dva člana 
svakako teži ka korektnoj vrijednosti yọ=2 za z— œ). Primijenimo sada inverznu 
z-transformaciju da odredimo w,: 


z(2z-1) 
2(z—1)? 


1 Z = 1 
}+Z{ zn =l 


=z(wWo)=zi 
Nalaženje inverzne z-transformacije je ovdje bilo jednostavno, s obzirom da je 
prva komponenta racionalna funkcija, dok se druga komponenta nalazi u tablici 
z-transformacija. Konačno, y, nalazimo kao 


1 
panum tm A0 
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Primijetimo da izraz za y, nije definiran za n= 0. Ovo je savršeno u skladu sa 
ranije ustanovljenom činjenicom da nije moguće odabrati yg takav da diferentna 
jednačina vrijedi za sve vrijednosti n2 0, a da pri tome bude y; = 2. 


> Primjer: Jedan od u prosjeku najbržih postupaka za sortiranje je postupak 
koji je patentirao C. Hoare! pod imenom OuickSort, a poznat je i pod 
imenom sortiranje razdvajanjem (engl. split sort ili partition sort). Prema 
ovom postupku, iz skupine podataka koji se sortiraju nasumice se bira jedan 
element (tzv. pivot), nakon čega se skupina reorganizira tako da se elementi 
koji su manji od pivota premjeste tako da budu ispred elemenata koji su veći 
od pivota. Ovo je tzv. etapa razdvajanja (engl. partition). Nakon obavljenog 
razdvajanja, isti postupak se rekurzivno poziva na skupine elemenata koji su 
manji odnosno veći od pivota. Odrediti prosječan broj poređenja koji se 
izvrši prilikom sortiranja skupine od n elemenata ovim postupkom. 


Označino traženi broj poređenja sa c,. Ne ulazeći u detalje izvođenja, lako je 
pokazati da etapa razdvajanja zahtijeva tačno n—1 poređenja. Ukoliko ima k 
elemenata koji su manji od pivota, tada ima n—1—k elemenata koji su veći od 
pivota, uz pretpostavku da su svi elementi različiti (ova pretpostavka ne umanjuje 
općenitost rezonovanja). Stoga, rekurzivna primjena istog postupka na skupine 
elementata koji su manji odnosno veći od pivota zahtijeva C+ c,-1-x poređenja. 
Vrijednost k nam nije poznata unaprijed. Međutim, kako se pivot bira nasumice, 
sve moguće vrijednosti k od 0 do n—1 su jednako vjerovatne. Stoga prosječan 
broj poređenja možemo dobiti sumiranjem vrijednosti C+ c,-1-x po svim mogućim 
vrijednostima k od 0 do n—1 i dijeljenjem dobijene sume sa ukupnim brojem 
mogućnosti n (ili, alternativno, množenjem vrijednosti c,+C,-1-k sa 1/n koliko 
iznosi vjerovatnoća svake od mogućnosti i sumiranjem tih produkata po svim 
mogućim vrijednostima k od 0 do n— 1). U svakom slučaju, dobijamo da traženi 
broj poređenja c, zadovoljava sljedeću jednačinu (pri čemu je, naravno, co = 0): 


n-i 


1 
Cn = n-l+ DALE 
k=0 


Ukoliko uočimo da se u ovoj sumi zapravo dvaput sabiraju isti članovi, samo 
jednom u rastućem a drugi put u opadajućem poretku indeksa, istu jednačinu 
možemo jednostavnije zapisati kao 


2 n—1 
Cn = nI 


Ova jednačina nema oblik diferentne jednačine, nego sumacione jednačine 
(s obzirom da se nepoznata sekvenca c, javlja pod znakom sume). Mada ćemo 
veoma uskoro vidjeti da se ovakva jednačina može direktno rješavati uz pomoć 
z-transformacije, interesantno je pokazati kako se ona može lako svesti na 


! Charles Antony Richard Hoare (1934—), britanski naučnik. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. Osim 
po QuickSort algoritmu, poznat i po vlastitom modelu logike za verifikaciju ispravnosti programa. 
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klasičnu diferentnu jednačinu. U tu svrhu, prvo pomnožimo jednačinu sa n da se 
oslobodimo dijeljenja, čime ona postaje 


t-l 
nc,=n(n-1) +2% 0; 

k=0 

Zatim zamijenimo n sa n+1, čime dobijamo 
(n+De,a=n(n+1) +231, 
k=0 
Ukoliko sada oduzmemo pretposljednju jednačinu od posljednje, svi članovi u 
sumama će se poništiti osim člana za k = n u posljednjoj jednačini, čime dobijamo 
(n+1)c,—nc,=n(n+1)—n(n—1)+2c, 
odnosno 
(n+1)c,—(n+2)c,=2n 

Ovim smo dobili klasičnu diferentnu jednačinu na koju se mogu primijeniti 
dosada opisane tehnike. Tako, uz oznaku Z{c,} = C(z), imamo Z{nc,} =-z C’ (z), 


Zle) =ZC(2)—coz =ZC(z2) i Z{NCm1} = C (2) -zCR) + coz = -z C ()-zC2) 
te transformirana jednačina postaje 


-7 C (z2)-zC2) + zC) +z C (z) -2 C2) = z SI 
odnosno, nakon sređivanja, 
2 2 
C'(z) + ———C(z) = u —— 
CG) z(z—1) (2) (z-1)3 


Prije nego što riješimo ovu diferencijalnu jednačinu, pokažimo kako do iste 
jednačine možemo doći direknom primjenom z-transformacije na polaznu 
sumacionu jednačinu. Za tu svrhu, treba uočiti da je suma u polaznoj jednačini 
zapravo V` c,—c,, tako da se, nakon množenja jednačine sa n, ista može napisati 
u obliku ne, =n(n—1)+2(V '!c,—c,) odnosno (n+2)c,=n(n-1)+2V"'c,. Ako 
sada iskoristimo poznate izraze za Z{nc,} i Z(V 'c,) kao i činjenicu da je 
Zin(n-1))=Z(n)-Zln) =22/(1 -72)?, primjena z-transformacije na posljednju 
jednačinu daje jednačinu 


27 
(z=D 
što nakon sređivanja daje istu jednačinu koju smo već ranije dobili. 


_zC'(2)+2C(2) = +2-54 C 


Sada je potrebno riješiti ovu jednačinu. U skladu sa općim postupkom za 
rješavanje linearnih diferencijalnih jednačina prvog reda, imamo: 
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-2f dz 1 2f dz 
=, z(z-1) Es z(z-l) = 
Ca =e (c da e ““:Daqz)= 


dz of dz 2m2 


= l 2 = sa 1 2 = E a 2n- = 1 z = 
=e"z Iza(C ola | izdz)=e (C sa dz) = 


Kaba (c+2| SLUH 2[-% 


Ja 7 


Z 
e e (c-2 +21n = 


Vidimo da za z—> œ vrijedi C(z) >C, tako da je C= coọ=0. Primijenimo sada 
inverznu z-transformaciju da odredimo c,: 


+221 Z 


GANE i m T = 


=-2n+2V y1 =-2n+2V- Pa S 


tl kel 


Dobijeni izraz za c, je malo nezgodan, jer je iskazan preko dvostruke sume. 
Probajmo stoga pojednostaviti ovi izrazi. Postoje mnoge tehnike koje se mogu 
koristiti za manipuliranje sa višestrukim sumama, a u najkorisnije i najčešće 
korištene tehnike spada promjena redoslijeda sumiranja. Primjena ove tehnike 
na dvostruku sumu iz našeg primjera dovodi do sljedećeg rezultata: 


x»! 532 9) NEI 


i=l k=1l k=1 i=k k=l 
= =(n+D}}1 DI =D) gon 
k=1 


Valjanost upotrijebljene promjene redoslijeda sumiranja lako se pokazuje ukoliko 
raspišemo eksplicitno sve članove sume, a zatim ih grupiramo u drugačijem 
poretku. U svakom slučaju, uvrštavanjem dobijenog rezultata u prethodni izraz za 
Cn dobijamo sljedeću formulu za prosječan broj poređenja koja se izvrše pri 
sortiranju n elemenata QuickSort postupkom: 


= n+) -4n 
k=1 


Suma koja se javlja u ovoj formuli ne može se izraziti bez znaka sumacije 
(barem ne koristeći samo elementarne funkcije). Međutim, ova suma se dovoljno 
često javlja u praktičnim primjenama, da je za nju uvedena posebna oznaka H, i 
naziv n-ti harmonijski broj. Uz ovu oznaku, izraz za c,, može se kompaktno 
zapisati kao c,=2(n+1)H,-4n. 
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U vezi sa ovim rezultatom korisno je dati još neke napomene. U matematičkoj 
analizi poznata je dobra aproksimativna formula H, = y+ In n+ 1/(2n) pri čemu 
je y= 0.5772156649... tzv. Euler-Mascheronijeva' konstanta. Ova formula je 
tim tačnija što je n veće (zapravo, H,—lnn—>Yy za ne). Uz pomoć ove 
aproksimaciju, možemo pisati: 


Cn=2(n+1)(YV+ln n+3-)-4n =2nlnn+2lnn-(4-2y)n+1+ 2y+2 


Za velike vrijednosti n, prvi član u ovoj formuli dominira u odnosu na ostale, 
tako da za velike vrijednosti n vrijedi gruba procjena c, = 2n ln n. Odavde slijedi 
da je prosječan broj poređenja koja se izvrše pri sortiranju n elemenata QuickSort 
postupkom približno proporcionalan sa n ln n, što je poznati i često citirani rezultat 
iz teorije algoritama. 


> Primjer: Riješiti diferentnu jednačinu y„+ı =(n+1) y, uz početni uvjet yo = 1. 


Mada je rješenje ove diferentne jednačine koje glasi y, =n! vidljivo odmah 
na prvi pogled, ovaj primjer treba da nas uvede u problematiku koja nastaje 
ukoliko sekvenca koja predstavlja rješenje nema z-transformaciju u klasičnom 
smislu, a dobro će poslužiti i kao priprema za realističnije primjere koji slijede. Uz 
oznaku Z( y,} = Y(z) imamo Z{n yn} =—z Y’ (2) i Z{ yn} =2Y(2)-yoz=ZY(2) —z, 
tako da jednačina, nakon što formalno primijenimo z-transformaciju, dobija oblik 
zY(z)-z=—zY'(2)+Y(z2), odnosno 


Y&+4-D)Yo=1 
Rješenje ove jednačine je: 


Ka = dz ar: 
Y()=e [a PEC fel" 00.) za a fe c+ fe a 


senei gta = ze(c+| EM) =ze“(C+Eiz) 


Posljednji neodređeni integral izrazili smo kao određeni sa donjom granicom 
—oo da bismo ga mogli izraziti preko funkcije Ei. Preostaje još da se oslobodimo 
konstante C. Izraz za Y(z) zbir je dva člana, od kojih je prvi Cze”. Kako ze? 
teži u beskonačnost kada z—>—eo a Y(z) mora ostati ograničen kada |z|—> ee 
(zapravo, mora težiti ka yo), to je moguće samo ako je C=0. Stoga konačno 
imamo Y(z)=z e“Ei z (usput, ovaj izraz za |z|— œ zaista teži ka korektnoj 
vrijednosti yo=1, što se može pokazati pomoću poznatog ľHôpitalovog 
pravila iz matematičke analize znajući da je izvod od Ei z očigledno jednak 


! Lorenzo Mascheroni (1750-1800), italijanski matematičar. Bavio se geometrijom i matematičkom analizom. 

2 Guillaume de l Hôpital (1661-1704), francuski matematičar. Pravilo, nazvano po njemu, iako prvi put 
objavljeno u njegovoj knjizi, ne predstavlja njegovo otkriće, nego otkriće Johanna Bernoullija (mlađeg brata 
već pomenutog Jacoba Bernoullija). 
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e"/z). Na kraju, y, dobijamo kao inverznu z-transformaciju od Y(z). Međutim, 
ranije smo vidjeli da je Z{n!} = ze” Ei z (u Borelovom smislu), tako da imamo 
Z {ze "7 Eiz} =n! (također u Borelovom smislu). Ovim smo pokazali da se na 
ovaj način zaista dobija korektno rješenje y, =n!, bez obzira na činjenicu da ova 
sekvenca nema z-transformaciju u klasičnom smislu. 


Razmotrimo šta bi se dogodilo da nismo prepoznali da je funkcija ze” Ei z 
z-transformacija sekvence n! (u Borelovom smislu). Pokušaj da se ova funkcija 
razvije u red po stepenima od z' pomoću većine poznatih metoda uglavnom 
završava neuspjehom, a pogotovo pomoću metode zasnovanih na teoriji funkcija 
kompleksne promjenljive (razlog za to je prilično “ružno” ponašanje funkcije Ei 
u kompleksnom domenu). Ovo je prosto znak da ova funkcija nema inverznu 
z-transformaciju u klasičnom smislu. Međutim, ukoliko pokušamo da integral 
kojim je definirana funkcija Ei izračunamo pomoću parcijalne integracije (bez 
obzira što znamo da se rezultat ne može izraziti preko elementarnih funkcija), 
dobijamo sljedeći interesantan račun: 


Z 


ze EM ze -fi de“ =ze(E-[e ajere fea 


—oo —oo —oo 


Z pa 
=1+14+22€0"7 [da =1+1+220 "(6 -{e"dk)= 


Z A 
-1+4 2 sje. ferg L )=14}14 2, 6 - [e"du_ 
=14+2+—r+6ze (a Je d7)=1+2+7 tzr tze il =y 
Ovaj postupak možemo nastaviti unedogled. Nakon n parcijalnih integracija 
imamo: 


z 
ze'Eiz=1414%+. +e = me JE du _ 


un+l 
n—1 Gaji 

= tka pio | ef du 

=> klz +n!ze [$ 
k=0 = 


Vidimo da primjenom ovog postupka iz funkcije ze "Ei z "isplivava" član koji 
je identičan sa prvih n sabiraka formalno kreirane z-transformacije sekvence n!. 
Ukoliko bi se ovaj postupak nastavio u beskonačnost, na početku bi se formirala 
upravo formalno kreirana z-transformacija ove sekvence. Slijedi da se, na neki 
način, funkcija ze “Ei z zaista može shvatiti kao z-transformacija sekvence n!, 
bez obzira što red koji predstavlja z-transformaciju ove sekvence divergira za 
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sve vrijednosti z. Ovakva razmatranja se u matematičkoj analizi mogu rigorozno 
zasnovati pomoću tzv. asimptotskih redova, u šta se ovdje ne možemo upuštati. 


Dosada razmotreni primjeri diferentnih jednačina koje smo riješili pomoću 
z-transformacije neće djelovati nimalo impresivno ikome ko iole poznaje teoriju 
diferentnih jednačina. Naime, sve razmotrene jednačine bile su linearne diferentne 
jednačine prvog reda, a za takve jednačine postoji jednostavan opći postupak 
rješavanja koji se uopće ne oslanja na z-transformaciju i koji obično mnogo brže 
i jednostavnije dovodi do njihovog rješenja (i to bez ikakvog ograničenja na 
prirodu koeficijenata koji se nalaze UZ x, i X,+1). Zaista, svaka linearna diferentna 
jednačina prvog reda može se napisati u obliku x,41+Pn X, =qn gdje SU p, i qn 
neke poznate sekvence (funkcije od n). Nije teško pokazati da se rješenje ove 
jednačine može direktno iskazati pomoću sljedeće formule: 


Jedina eventualna poteškoća u primjeni ove formule može se sastojati u težnji da 
se produkti i sume koji se u njoj javljaju izraze u što je god moguće 
jednostavnijem obliku. Citatelji i čitateljke mogu kao korisnu vježbu pokušati 
primijeniti ovu formulu na jednačine iz prethodnih primjera. Međutim, prava 
snaga metoda zasnovanih na z-transformaciji leži u činjenici da se oni mogu 
uspješno primijeniti i na neke diferentne jednačine višeg reda, za koje ne postoje 
sistematični i univerzalni metodi rješavanja. U nastavku ćemo ilustrirati ove 
ideje na nekoliko diferentnih jednačina drugog reda (od kojih svaka traži 
drugačiju tehniku rješavanja ukoliko se ograničimo samo na elementarne metode 
koji ne koriste z-transformaciju). 


> Primjer: U Odjeljku 6.9 pokazano je da broj permutacija totalnog nereda 
(deranžmana) d, skupa od n elemenata zadovoljava diferentnu jednačinu 
d,=(n-1)(d,i+d,2) za n23 uz početne uvjete dr=0 i d=1. Izvesti 
eksplicitan izraz za d, rješavanjem ove diferentne jednačine. 


Traženi broj deranžmana smo ovdje označili sa d, a ne sa D(n) kako smo 
označavali u odjeljku 6.9 da izbjegnemo nesporazum uzrokovan činjenicom da 
se kod primjene tehnika zasnovanih na z-transformaciji velika slova obično 
koriste za označavanje transformata sekvenci, a ne samih sekvenci. Zamjenom n 
sa n+2 u ovoj diferentnoj jednačini dobijamo jednačinu d, = (n+1) (dui +d,) 
zan > 1. Ovu jednačinu lako možemo proširiti da vrijedi i za n 2 0 uvrštavanjem 
n=0, odakle je db = dı + dy, odnosno do = d,—d; = 1. Ova vrijednost ima i posve 
logičnu kombinatornu interpretaciju, jer postoji tačno jedan deranžman praznog 
skupa — prazan deranžman (u njemu niti jedan element nije na svom mjestu, jer 
elemenata uopće nema). 


Sada imamo početne vrijednosti dy i d, koje su nam neophodne za dalji 


postupak. Ukoliko označimo Z(d,) = D(z), primjenom z-transformacije dobijamo 
Zind,) =-2D'(2), Zidna) =2D(Q)-doz=zD(2) -z, kao i 
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Z{n da} =- D (2) —zD(z) + doz = 2 D'(2)—zD(z) +z 
Zidna} =Z D) -doz -diz = D) -7 


čime transformirana jednačina postaje 
zZ? DE)-7 =-z D’ (z)-zD) +z + zD) -z- zD) + D(z) 
odnosno, nakon sređivanja: 


, 1 = SZ 
D ()+1-2)DO= 7+1 


Riješimo sada ovu jednačinu: 


ne -fae Z Jobe —  hnz-z Z z—-inz z 
D(z)=e (C+[—5;e dz) = e cfe dz) = 


Z zH J 
= ze(c+(| ET = ze(C+e" | E) = zež(C+e'Ei(z+1)) 


oo —oo 


Posljednji integral koji se ovdje javlja izrazili smo kao određeni integral sa 
donjom granicom —co, nakon čega smo uveli smjenu u+1—>v, nakon čega se 
dobija lako prepoznatljiv oblik za funkciju Ei (z+1). Slično kao u prethodnom 
primjeru, zaključujemo da mora biti C = 0, s obzirom da ze” teži u beskonačnost 
za z > —%. Stoga je DZ) =z e Ei (z +1), tako da konačno imamo: 


d, = Z4D(0) mxr 


Inverznu z-transformaciju smo ovdje odmah neposredno napisali, s obzirom da 
nam je na osnovu posljednjeg primjera iz Odjeljka 9.6 poznato koje sekvence 
imaju z-transformaciju oblika ze“ " Ei (z-a), pri čemu je ovdje očito a=—1. Na 
ovaj način smo potvrdili rezultat izložen “zdravo za gotovo“ u Odjeljku 6.9. 


Primijetimo da se, slično kao u prethodnom primjeru, ovdje ponovo javlja 
z-transformacija u Borelovom smislu, s obzirom da sekvenca d, prebrzo raste da 
bi imala klasičnu z-transformaciju. Stoga je interesantno pokazati kako se do 
istog rješenja ipak može doći i korištenjem isključivo klasične z-transformacije. 
Uvedimo smjenu w, = d,/n!, sa nadom da će sekvenca w, rasti dovoljno sporo da 
posjeduje klasičnu z-transformaciju. Odavde je d,=n!w,, tako da se polazna 
jednačina transformira na oblik (n+2)!w,y2=(n+1) (+1)! Wyur+n!w,), što se 
nakon kraćenja sa n! svodi na jednačinu (n+2) w2 = (+1) Wys1+W.,. Primjena 
z-transformacije uz oznaku Z{w,} = W(z), daje Z{w,u} =z W(z)-woz=z W(Z) — z, 
kaoi 


Z{n wu) =- W(Q2)-zW2)+woz=-zW'(2)-zW(z) +z 
Ziwa} =? W) -woz -wiz =? We- 
Z{n Wi} =- W'(2)—22 W2) +2wo7 +w z == W (2)-27 W) +227 
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tako da transformirana jednačina postaje 


-W'(2)—22"W(z2)+22 +AT WE) -z= 
=-z7W'(z)-zW(z)+z+zW(z)-z+W(z) 


odnosno, nakon sređivanja: 


; 1 = 
W Otag V=? 


Rješenje ove jednačine je 


-j |ENEMEA 
W(z) = Ce Vid _ Ce z2 z Peče PPP G e 
Kako W(z)—> C zaz œ i kako je wọ= 1, imamo C = 1, tako da je 
a Sed DA Z je oi di _ va (-D! (=D 
WEZWIE ZA- }=V Z {e sv T= = 


Krajnje rješenje za d, sada prosto slijedi iz relacije d, = n! wņ. 


> Primjer: Riješiti diferentnu jednačinu y,,, —(n+2)y, +ny,=n za n21 uz 
početne uvjete y, = 0iy2=1. 


Ovdje se ponovo susrećemo sa problemom nemogućnosti proširenja valjanosti 
ove jednačinu i za vrijednost n = 0. Zaista, probamo li u nju prosto uvrstiti n = 0, 
dobijamo y2 -2 yı +0yə=0 odnosno 1+0y9=0, što je nemoguće zadovoljiti ni 
za kakvu vrijednost yo. Zbog toga ćemo uvesti smjenu w, = Y„+ı, tako da je wọ = 0 
i w;{=1, a sama jednačina postaje w,,;—(n+2)w,+nwWw, =n, odnosno, nakon 
zamjene n sa n+ 1, w2- (n+3)wn1+(n+1)w,=n+1, pri čemu novodobijena 
jednačina vrijedi za n20. Primijenimo sada z-transformaciju. Uz oznaku 
Z{w.} = W(z) i s obzirom na početne uvjete, imamo Z{n w,„}=-z W’ (z), zatim 
ZiWi) =ZWG), Z{nwa} =- W2)-zW2) i Zlwm)=zW(2)-z. Stoga 
transformirana jednačina glasi 


T We)-z- (2 W'(2)-2W(2)+32W(2))+(ZW'(z) +W) = E 


odnosno, nakon sređivanja, 


EEE E E E E NOGE: 
word- Wos op 


Sada je potrebno riješiti ovu jednačinu. Primjena formule za rješavanje 
linearne diferencijalne jednačine prvog reda daje: 
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_[a-baz Zia 
W(2z) = e K lefe i Ga dz| = 


=e” [c+] (d+ Je“""dz|=ze" les je " jea] 


Ž 
(=D tu- D? 


Prije nego što nastavimo dalje, uočimo da zbog istog razloga kao u prethodna dva 
primjera mora biti C =0. Stoga je: 


Wiz) = eaa a =ze“| je = jes T Je Dl 


=ze bice Ese J Etle Hizte Bic-n+e[ Et] 


—oo 


U posljednja dva integrala uveli smo smjenu u—1—>v. Međutim, posljednji 
preostali integral malo je složeniji, te ćemo njega riješiti posebno. On se može 
riješiti dvostrukom primjenom parcijalne integracije: 


:—1 
e"dv —1 e"dv _ 
= Vd(— = = = 
kr Je Gy? O ENI BEST O a= TE 
z-1 Z= 

a ez! 1 v = je ez“! 1 ez! 1 JATU 
~ Xz-1)? km Gas 2(z-1)? +3 ef da ) 

ze“ i e"dv zet! jie 

— =--—— + Ei(z_1 

e U E 5-1. 12 i(z—1) 


Ovim konačno dobijamo rješenje za W(z) u obliku 


Waz) = ze” Æi z +e Ei (z-1) + el ze leig D)| = 


2(z—1) 
T z2 = SE; 3 epis 
= I-D? ze Eiz+5ze Ei(z—1) 


Preostaje da nađemo inverznu z-transformaciju od W(z), što je u ovom primjeru 
lakši dio posla (u odnosu na nalaženje samog W(z)): 


= Z(WOI=-7 24 TE -Z` {ze"Bi z) + 3 Z'{z e™ Bi (db) = 
1_ 3V1 
=, MO "Za sa aru 
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Konačno, traženo rješenje za y, dobijamo na osnovu relacije y, = wņ-1, tako da je 


n—1 


EDE 
6 k! 

U ovom primjeru je ponovo korištena z-transformacija u Borelovom smislu. 
Interesantno je da nam isti trik koji smo koristili u prethodnom primjeru i ovdje 
može pomoći da do rješenja dođemo koristeći samo klasičnu z-transformaciju 
(mada sam postupak neće biti jednostavniji). Zaista, uvedemo li smjenu w, =n! v, 
(odnosno v, = w,/n!), jednačina po nepoznatoj sekvenci w, se, nakon sređivanja 
(kraćenja sa (n+1)!), svodi na jednačinu (7+2)v,,2— (+3) Vnar+Vn=1/n! uz 
početne uvjete vy= 0 i vı=1. Uz oznaku ZV, }= VG) i s obzirom na početne 
uvjete, imamo, Z{ Vmi} = z VQ), Z{n va} =- VVO- V), Zm} = Z V-zi 
Z{n Vu) =Z 3y? (z)- 2z V(z)+z, tako da transformirana jednačina glasi 


-PVO -2 VOH VO -2-A VEO- -ZzV(+V(z2) = e 


što nakon sređivanja postaje 


3 2z—1 po. z+e!: 
PO ZD jee daD 


Sada je potrebno riješiti ovu diferencijalnu jednačinu, što nije osobito teško uz 
pomoć uobičajenih tehnika integracije: 


voze če E (c-{ z+e! a PED py) 


Zod 
-f dz (dz_(_ dz dz, 
HHA e | e. A S SU a) 
sg rm mo | Ee ajs = [E melo dz) 
=e" (C- fera + 4) se" C-e 


Odredimo sada vrijednost konstante C. Lako se vidi da V(z)—> C- 1 za z> %, 
tako da zbog početnog uvjeta vo = 0 imamo C = 1, odnosno imamo 


= 2z?°+1 eva Z 


+ 
22? 2z(z— Di z-1 


MG Vz po 
Vi)= ge (1—e 


Preostaje da se odredi inverzna transformacija od V(z). Mada na prvi pogled nije 
posve očigledno kako to uraditi, stvari postaju mnogo jednostavnije ukoliko se 
razlomak ispred e" rastavi na zbir više prostijih razlomaka pogodnog oblika: 
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_1 Uz -1 Z 
= V = < — — į z= 
Voz At e-z] 
— -1 3z _1_1 z _ = 
rA nera Pe 
=23 z Z ećl-izizrle)-1zle“)-1i= 
2 zd 2 2 
2 3vil__ ta 1 _4-3V1_n+1_ 
2 nl 2a-D 2a!  24&k! 2n! 


Konačno, uzimajući u obzir da je w„ =n! v,, dolazimo do istog rezultata do kojeg 
smo došli i na prethodni način. 


> Primjer: Data je diferentna jednačina 2(n+2) y,,2—(2n+3)y,x1+y,=0, pri 
čemu početne vrijednosti yo i yı nisu specificirane. Odrediti prvo kako glasi 
rješenje ove jednačine uz pretpostavku da su yo i y; povezani relacijom 
Yo = 21, a zatim odrediti opće rješenje jednačine (u funkciji od yo i y1). 


Na ovu jednačinu možemo odmah primijeniti z- transformaciju. Uz oznaku 
Zi Ya} = YG), imamo Z{ ymi} =z Y(2) - —)0Z,, Z{N Ymi} = =- 2 Y'(Z)- -3 YG) +02, 
Z{ Ym} =Z Y(Q)-yoz-yiz i Z{nym2} = -2 Y’(z)-27 Y(z) +2yoz +yız, tako 
da transformirana jednačina glasi 


U Y )-22 Y2) +2yoz +, 2) + 4 Y(2)-yoZ—yi2) — 
-A2 Y -2Y +y02) -3 Y2)-y0z) + Y(z) = 0 


što nakon sređivanja postaje 


; 1 Y0— 27; 
Y'(2) + — Y(2) =. 
(z) E (z) Zza- 


U specijalnom slučaju kada je yo = 2y1, ova diferencijalna jednačina se znatno 
uprošćava jer joj desna strana postaje jednaka nuli, tako da je tada njeno rješenje 


dz 
YO = cece" 


1/(2z) 


Zbog Y(z)— C za z — œ imamo C =y, tako da je Y(z)=yọe "", pa za rješenje 


diferentne jednačine neposredno dobijamo 


ya = ZNO} =y Z He 2} =y 
2"n! 


Ovim smo našli rješenje jednačine za jedan specijalan slučaj odnosa između 


početnih uvjeta (yo=2y,). Međutim, kod linearnih homogenih diferentnih 
jednačina drugog reda i to se smatra velikim uspjehom, s obzirom da se u teoriji 
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diferentnih jednačina pokazuje da se na osnovu poznavanja samo jednog njihovog 
rješenja za specijalno odabrane početne uvjete mogu odrediti sva ostala rješenja 
za ma kakve početne uvjete, što je direktna posljedica tzv. Abelove' leme. 
Konkretnije, ukoliko je y, neko specijalno rješenje diferentne jednačine drugog 
reda oblika y,42 +PnYn+1 + dn = 0 koje se ne anulira niti za jednu vrijednost n, tada 
su njena sva rješenja data formulom y 


Sj oo irade 1 
y= £3, + Yoi) Fn Y (a qi) 
Yo e a k=0 m U 


Stoga nam je pronalaženje ovog jednog specijalnog rješenja dovoljno da odredimo 
i opće rješenje razmatrane diferentne jednačine (čitatelj ili čitateljka mogu ovo 
uraditi kao korisnu vježbu). Međutim, na ovom mjestu ćemo do općeg rješenja 
doći isključivo primjenom z-transformacije, jer ćemo na taj način ilustrirati još 
neke interesantne tehnike. Pri tom ćemo se poprilično namučiti da dođemo do 
rješenja u prihvatljivom obliku, ali uloženi trud neće biti uzaludan, jer ćemo kroz 
izvođenje rezultata demonstrirati nekoliko korisnih tehnika za manipuliranje sa 
sumama. Pogledajmo prvo kako izgleda rješenje diferencijalne jednačine po 
Y(z) u općem slučaju: 


-jz Yo7 29, j5 122) y0—29, (e "ODA 
Y(2) =e (C+ 2z(z—D/ dz) =e rao raj ) = 
Z oo 
_ VOZ) Yo-2Y1 f edu) _ eof _ Y0— 291 f e” du 
AEA | u(u—1) lana | u(u—1) ) 


Posljednji integral koji se javlja u ovom izrazu izrazili smo kao određeni integral 
sa donjom granicom œ a zatim obrnuli granice integracije sa ciljem da kasnije 
lakše primijenimo neke od osobina z-transformacije. Ovaj integral se pomoću 
standardnih tehnika integracije može izraziti preko funkcije Ei (za radoznale, 
njegova vrijednost iznosi e [Ei (1/2) -Ei((z—1)/(22))1), ali to nećemo raditi, jer 
bi nam to samo otežalo nalaženje inverne z-transformacije (s obzirom da nemamo 
nikakvu ideju kako naći inverznu z-transformaciju takve funkcije). 


Prije nego što nastavimo dalje, oslobodimo se prvo konstante C. Lako se vidi 
(s obzirom na granice integracije) da Y(z)— z kada z>oe, tako da je C= yo. 
Stoga je: 


= A —2 E -1/(2u) 
y= ZV) = yoz fe”) — NDH ze foo (du 
Z 


2 u(u—1) 


= yo 


1 _X%-2% yap, uea (e "20 du 
Les. ee, Z p aS A 
a 2 e"? f uul) 


! Niels H. Abel (1802-1829), norveški matematičar. Između ostalog, poznat po dokazu nerješivosti opće 
algebarske jednačine petog stepena pomoću korijena (radikala), ali i po drugim značajnim rezultatima u 
analizi 1 algebri. 
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Posljednja inverzna z-transformacija je zaista "tvrd orah" i za njeno računanje 
će biti upotrijebljena većina dosada razmotrenih tehnika, kao i neke nove. Prvo 
ćemo upotrijebiti teoremu o konvoluciji, na sličan način kao što smo postupili pri 
izvođenju formule za Stirlingove brojeve prve vrste s(n,2). Naime, računanje 
inverzne z-transformacije produkta svešćemo na računanje konvolucije njihovih 
inverznih z-transformacija. Mada smo rekli da se ovako se ne postupa često, s 
obzirom da direktno računanje konvolucije dvije sekvence uglavnom nije nimalo 
jednostavno, u ovom slučaju nam ništa drugo nije na raspolaganju. Tako imamo: 


>  —1/(2u) 


ze m jež te 2} z ia up?) 


oo 


1/2u) 


z kalem —1) i“ 


Inverzna z-transformacija koju sada trebamo naći nije problematična, s obzirom 
da su nam na raspolaganju pogodne osobine z-transformacije. Naime, krenemo li 
od činjenice da je 


k 
Z e) = -vean -ya CD" S GD) 
dea aa EN Pal A 


primjena osobina z-transformacije daje 


1/(2u) 1(22) 
-ir f£ — ni -lp € — na olf A Z 22) 4 — 
(aa e ze 
n-l k n-l k 
-te (SED ua) = SED 
k=0 k=0 


Primijenimo sada teoremu o konvoluciji: 


oo 


—1/(2u) n=l k 
-is eaf e 1 uni Cheu 
Zo T u zam DT : 


-5 LE s ćbjey sb 
pao) 2'i! TÈ AT) z2 2 (n—i)2%kli! 


Ovim smo dobili nekakav izraz za traženu inverznu z-transformaciju koji 
teško možemo nazvati korisnim, osim ukoliko ne uspijemo nekako pojednostaviti 
nezgrapnu dvostruku sumu koja se u njemu javlja. Srećom, to je moguće postići. 
Prvo ćemo indeks sumacije k zamijeniti san—k—i—1. Granice sumacije po k pri 
tome ostaju iste, s obzirom da ovim samo vršimo sumiranje u obrnutom poretku 
po k. Zatim ćemo izraz pod sumom malo “naštimati“ da se u njemu pojave 
binomni koeficijenti, nakon čega ćemo promijeniti poredak sumacije po i i k: 
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n—1 n—i—1 n—1 n—i—1 n—k-i-1 
MG MH (-1) a 
De (n—i) 2i kli! a (n—i) 21 (n—k—i—Dli! 


i i=0 k=0 
E —K- nl (n—i—D! DUE! 
EE nlil(n-idlkkn-k-i-DI z= 
E =p n—1 n-i—1 ñ ñ=] ; STEE EI 
araa p ZND = 
=0 k=0 
—l 


ma ea 
_ 12%" (OD = 
211 ZH iJ k 
DS Kr +" (n)(n-i-1 Ep 
der SO a 


Na prvi pogled ne izgleda da smo ovim postigli nešto korisno. Međutim, 
mada djeluje nevjerovatno, unutrašnja suma u ovom izrazu jednaka je (-1)"“*'. 
Zaista, iskoristimo li poznate osobine binomnih koeficijenata C(a, b) = C(a, a—b) i 
C(a, b) =(-1)"C(b-a-1,b) sa kojima smo se susreli u poglavlju posvećenom 
kombinatorici, možemo pisati: 


s 1) n-—i-—1 -p 3 7) —i—1 D“ = 
i k araU TE 
n—k-1 
= (iri X U) F Kio = Sud = are 
i=0 


i= 


U posljednjem koraku je iskorištena činjenica da suma koju smo dobili ima oblik 
ranije razmatrane Vandermondeove konvolucije u kojoj su a, b i n zamijenjeni 
respektivno san, -k—1in—k—1, odakle slijedi konačni rezultat. Stoga imamo: 


—1/(2u) MG D! 4 n—1 


ZM sje 1)" -k— s 


zie CfE 
u remi dare 


n—1 


2 O atl, po "= 
u u" (1) = PSU 


Ovo je već sasvim prihvatljiv rezultat. Konačno, za opće rješenje polazne 
diferentne jednačine dobijamo: 


[yo- Gi 2y X] 


k=0 


Yn= mm 


Naglasimo još jednom da se do istog rješenja može doći mnogo brže polazeći od 


izvedenog specijalnog rješenja za yo=2y, i forumule zasnovane na Abelovoj 
lemi. 
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Zadaci uz Poglavlje 9. 


Izrazite Heavisideovu jediničnu sekvencu pomoću Kroneckerove ð sekvence. 


Definirati signale sa sljedećih slika pomoću Kroneckerove & sekvence, a zatim pomoću 

Heavisideove jedinične sekvence. 

a) Xn b) Xn c) 
1 


Izrazite periodični signal perioda N =6 koji za n=0..5 uzima redom vrijednosti 2, —1, 3, —3, 
1 1—2 formulom u kojoj se javlja funkcija “cijeli dio broja”. 


Izrazite periodični signal x, = cos (2n1/3) + 3 sin (2n1/3) formulom u kojoj se javlja funkcija 
cijeli dio broja". 


Ispitati koji su od sljedećih diskretnih signala periodični a koji nisu. Za one koji jesu, nađite 
osnovni period N. 


a) x,=2 sin(7nn+ 1/5) b) x, =n sin (2nm/5) 

c) x, = (n+ 1)cos(nn/5)-n cos (9nT/5) d) x, = sin (n?n/3) 

e) Xn = sin (2"7/3) f) x, = sin (20/15) +3 cos (507/21 + 1/4) 
g) Xx,=3 +cos? (12n1/5— 1) h) x, =3 sin (2n +7/3) — 2 cos (3n -n/2) 
i) xX, = 3 sin (3N7/4) cos (2nn/5) ) o x= (-1)" cos (411/7) 

K) x, =Ln/51-L(n-3)/51 D x,=Ln/51+L(n-3)/51 

m) x,=Ln/51—2L n-3)/51 n) = x,=Ln/51—2L1-3)/51+L 1-4)/51 


Za sljedeće harmonijske diskretne signale, odredite diskretnu frekvenciju O, amplitudu A i 
fazu . Sve vrijednosti izrazite tako da budu u standardnim opsezima 0<Q<T, A20 i 
OSST. 


a) X, =3 cos (7nT/3 + /6) b) x,=-2 sin (4nTn/3 + 7/4) 
c) X,=-5 sin (n/5 MC d) = x,=cos(5n— 13) 
e) x, = cos (2nT/3)+ 13 sin (21043) f) x, = sin (n/3 + S) — sin (n/3 + 37/5) 


Kontinualni signal x(f)=3sin2t—cos(41— 1/3) + 2 sin (5t+ 1/4) potrebno je diskretizirati 
uzimanjem uzoraka u ravnomjernim vremenskim intervalima T. Odredite koliko maksimalno 
može iznositi T a da pri tome ne dođe do aliasinga. 


Izrazite periodični signal perioda N =6 koji za n=0..5 uzima redom vrijednosti 2, —1, 3, —3, 
1 i —2 preko diskretnog Fourierovog reda, a zatim nađite amplitudni i fazni spektar ovog 
signala. 


Izrazite periodični signal perioda N =8 koji zan=0..7 uzima redom vrijednosti 1, 3, 1, 2, 
—2,—1,—3 i —1 preko diskretnog Fourierovog reda, a zatim nađite amplitudni i fazni spektar 
ovog signala. 


Predstavite sljedeće periodične signale diskretnim Fourierovim redom, a zatim im nađite 
amplitudni i fazni spektar: 


a) x,=sin? (31048) b) x, = (-1)"+2 cos (211/3 + 7/4) 
c) X,=3+c0s? (12nm/5— 7/3) d) x,=ln/6]-Ln—4/6] 

Nađite kako glase diskretni signali Axi Vx za svaki od niženavedenih signala: 
a) x =n 2" b) x=sin Qn 

c) x„=ln (an), n>0 d) x„=n/n+1) 


Dat je diskretni sistem opisan jednačinom =, 


1 1 1 d X 
MmnEXnftsAnit=zXn2t—==Xn3t.e = k "nek 
a a2 03 = (04 


gdje je a neka konstanta. Opišite isti sistem uz pomoć diferentne jednačine. Da li je ovaj 
sistem stacionaran? 
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Dat je diskretni sistem opisan jednačinom 


1 1 1 1 —— x 
Yn =F Xn + Xni + Xnr +... PLKHX = L_z; “n-k 
n n-1 n-2 2 20 k 


Opišite isti sistem uz pomoć diferentne jednačine. Da li je ovaj sistem stacionaran? 


Dat je diskretni sistem opisan jednačinom 


1 1 1 1 = SA X, 
= Knut X + X, +... +> Xat k 
Yn nu 1" 1 2 n-2 2 2 1 Pa n 


Opišite isti sistem uz pomoć diferentne jednačine. Da li je ovaj sistem stacionaran? 
Dat je diskretni sistem opisan jednačinom „ 
1 E O x 
=—— (X + Xni +... PX PX + X0) = -k 
Yn PES] ( n n-1 2 1 0) n+1 = TE 
Ovaj sistem naziva se usrednjivač, s obzirom da mu je vrijednost izlaza u svakom trenutku 


jednaka aritmetičkoj sredini svih dosadašnjih vrijednosti na ulazu. Opišite ovaj sistem uz 
pomoć diferentne jednačine. Da li je ovaj sistem stacionaran? 


Posmatrajmo pojednostavljeni matematski model nacionalnog bruto dohotka. Usvojimo 
n=0 za početak mjerenja vremena. Tada je, jasno, x,=0 iy,=0 za n <0. Neka je jedinica 
vremena jedna godina. Pretpostavimo da su u narednom periodu neplanirana ulaganja ista 
svake godine, tj. x,=c za n 20, gdje je c neka konstanta. Izračunajte koliki će biti nacionalni 
bruto dohodak za svaku godinu u periodu od narednih 5 godina. Posebno razmotrite slučaj 
c=1,a=0.3iB=0.2. 


Testirajte svaki od navedenih sistema na osobine bezinercijalnosti, kauzalnosti, linearnosti 
i stacionarnosti: 


a) Yn=NXn sin Xn b) Yn = XnXn-1 

c) Mm=2Xn—Xno2t+l d) Yn = (n—1)x,—(n+1)Xx,2+N (Xn-2—Xn) 

e) Yn = Xn- +Xn+1)/2 f) Yn =N Xn + Xn42 

g) Yn =3 Xn +X3 h) Yn =3 X3 Xn 

Data su dva linearna i stacionarna sistema sa impulsnim odzivima h, =2" u, i h? =—2" u-n- 


Pokažite da se oba ova sistema opisuju istom diferentnom jednačinom y,— 2 y,1 = Xn. 


Diskretni kauzalni sistem opisan je diferentnom jednačinom y, + y,-2 = X,. Nađite vrijednosti 
impulsnog odziva sistema h,, za n=0..5 rekurzivnim postupkom, a zatim naslutite opći izraz 
za h, u funkciji od n i provjerite tačnost tako naslućenog izraza. 


Diskretni kauzalni sistem opisan je diferentnom jednačinom y, + 3 y,1 +2 Yn-2 = X,. Nađite 
vrijednosti impulsnog odziva sistema h, za n=0..5 rekurzivnim postupkom, a zatim 
naslutite opći izraz za h,, u funkciji od n i provjerite tačnost tako naslućenog izraza. 


Ispitajte kauzalnost linearnhi i stacionarnih sistema sa impulsnim odzivima: 
a) hu = n- b) hn = Un Un- c) hn = Š,+10 = Š,_10 d) hn =2 Trl 
e) h, = 2l u,a f) h, = 2" Una3 g) h,=(n+1) un h) h, = n+|n| 


Objasnite zbog čega diferentna jednačina y, — y,-2 = Yn+1 — Yn-1 ne opisuje nikakav kauzalni 
sistem. 


Sistem je zadan diferentnom jednačinom y,41 + Yi = Xnsx gdje je k cjelobrojni parametar. 

a) Odredite za koje vrijednosti k ova jednačina može opisivati kauzalan sistem. 

b) Za takve vrijednosti parametra k, odredite impulsni odziv sistema (rješenje će zavisiti od 
vrijednosti k). 

Nađite prema definiciji diskretnu konvoluciju sekvenci x, = zli yn = 311, 

Predstavite analitički i grafički izlaz iz linearnog i stacionarnog sistema koji ima impulsni 

odziv h,=2 7" (u,,2 — Un-3) ako u sistem ulazi signal x, = 4,41 — Un-2- 


Odredite kakve veze postoje između impulsnog odziva h,, nekog linearnog i stacionarnog 
diskretnog sistema i jediničnog odziva g, (tj. odziva na jediničnu sekvencu u,,). 
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Dat je diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom y,, +2 Y,_1 + Yn2 = Xn 
a) Nađite impulsni odziv sistema h,, bez primjene z-transformacije 
b) Nađite odziv y, ovog sistema ukoliko je pobuda x, = 8,_,. 


Dat je diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom y, + 2 y,_1 = Xn — Xn-1- 

a) Nađite vrijednosti impulsnog odziva sistema h, za n=0..5 rekurzivnim postupkom, a 
zatim naslutite opći izraz za h,, u funkciji od n i provjerite tačnost tako naslućenog izraza. 
b) Nađite jedinični odziv g,, ovog sistema direktno iz diferentne jednačine, a zatim provjerite 
rezultat pomoću diskretne konvolucije. 


Dat je diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom y,—2 y,—1 = Xn-1- 

a) Nađite vrijednosti impulsnog odziva sistema h, za n=0..5 rekurzivnim postupkom, a 
zatim naslutite opći izraz za h,, u funkciji od n i provjerite tačnost tako naslućenog izraza. 
b) Nađite jedinični odziv g,, ovog sistema. 


Dat je diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom y, + y,-1—6 Yn-2 =X,— 2 Xn-1 
a) Nađite impulsni odziv sistema h,, bez primjene z-transformacije. 
b) Nađite jedinični odziv g,, ovog sistema. 


Dat je diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom y,—2 y,-1 = Xn-1- 

a) Nađite impulsni odziv h, ovog sistema (bez primjene z-transformacije). 

b) Korištenjem diskretne konvolucije, nađite odziv y, ovog sistema ukoliko je pobuda 
X,=cosnzzan>0ix,=0zan<0. 


Dat je diskretni kauzalni sistem opisan diferentnom jednačinom y,+5 y,1 +6Y9n2 = Xn- 
Nađite (bez primjene z-transformacije) impulsni odziv ovog sistema pretpostavljajući da 
on ima oblik h,=c;g1"+ c,g," za n20, gdje su cy, g1, C2 i q2 nepoznate konstante koje 
treba odrediti. 


Za diskretni kauzalni sistem iz prethodnog zadatka odredite odzive na sljedeće pobude: 


a) Xn= un b) x, DIENA Chii 5 X ô, 
k=0 k=0 
Ispitati stabilnost sistema sa impulsnim odzivima 
a) hn =2" b) h, =2" c) hn =2 U3_n d) hn =2 Un+1 
e) h, =2" Ui-n D h, == 2Z”Un3 g) h, = 2l» h) h, 7 21%) 


i) h,=sin(nn/3)u, j) h,=2"sin(2nju, k) h,= U(l(njxD D oh,=1/(1+1) 


Odredite težinsku matricu w,,, za nestacionaran kauzalan linearan sistem opisan diferentnom 
jednačinom y, =M y,_1 + Xn 


Dat je linearan i stacionaran diskretni sistem sa impulsnim odzivom h,=2" za n20 i 
h,=0 zan <0. Nađite funkciju sistema H(z), te odzive sistema na sljedeće pobude (u ovom 
i u svim sljedećim zadacima odzivi obavezno trebaju biti izraženi u obliku u kojem ne 
figuriraju kompleksni brojevi). Budite spremni da odzivi mogu i da ne postoje (tj. da izlaz 
iz sistema može divergirati): 


a) x,=2" b) x,=3" c) x,=4(2/3)" 
d) x,=sin (nm/3) e) X,=COS NT f) x,= sin (11/3) + cos (nm/2) 
g) x,=2" sin (n/3) h) x,=sin(nn/3) cos(n1/2)_ i) x, = sin (AT/3 + 7/4) 


j) o x,=2"+3 sin (n7/3) k) x,=(=1)"cos (n/3) D x,=sin?(nm/3) 


Nađite funkcije sistema za linearne i stacionarne diskretne sisteme čiji su impulsni odzivi 
hy, =u, i hp? =—Uu_,_1. Šta se može zaključiti? 


Nađite funkciju sistema za linearni diskretni sistem čiji je impulsni odziv h, = e ?!"! 


je a neka pozitivna konstanta (obavezno naznačite i oblast konvergencije). 


, gdje 


Pokažite da za kauzalne sisteme oblast konvergencije za H(z) uvijek ima oblik |z| > R gdje 
je R najveći među modulima singularnih tačaka od H(z) (tj. vrijednosti z za koje analitički 
izraz H(z) nije definiran). Na osnovu ovoga zaključite dva različita kauzalna linearna i 
stacionarna diskretna sistema uvijek imaju različite analitičke izraze za funkciju sistema (tj. 
da uz pretpostavku o kauzalnosti analitički izraz za funkciju sistema jednoznačno određuje 
sistem, bez potrebe za poznavanjem oblasti konvergencije). 
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Za kauzalni diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom y„ +4 y,-1+3 Yn2 = Xn +3 Xn—1 
odredite funkciju sistema H(z) (bez nalaženja oblasti konvergencije). Zatim odredite i oblast 
konvergencije za H(z), koristeći zaključke iz postavke prethodnog zadatka. 


Odredite i nacrtajte amplitudno-frekventnu karakteristiku A(0) i fazno-frekventnu karakteristiku 
p(X) za sljedeće kauzalne diskretne sisteme opisane diferentnim jednačinama. Za svaki od 
navedenih sistema utvrdite da li se mogu okarakterizirati kao niskopropusni, visokopropusni 
ili pojasnopropusni filtri. Također nađite rezonantne frekvencije za navedene sisteme ako 
takve postoje. 

a) TYn +Yn2=2 Xn +4 Xn +2Xn-2 b) 1lyn+5 y, +2 Yn2=2Xn dni +2Xn2 

c) Syn +4Yn1 +3 Yn22 = Xn—Xn-2 d) 1057, — 10,1 = Xn — Xn-10 


Periodični signal perioda N = 6 čiji amplitudni spektar A, za k=0.. 5 iznosi redom 1, 3, 2, 0, 
110 a fazni spektar Q, za k=0.. 5 iznosi redom 1/2, 0, 1/3, 0, —7/4 i O prolazi kroz kauzalni 
diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom 3 y, + Yn-2 = Xn + 2X,1 + X,-2. Odredite kako 
glasi amplitudni i fazni spektar izlaznog signala. 


Nađite funkciju sistema za diskretni sisntem sa impulsnim odzivom h, =(0g sinc Qgn)/T 
(idealni NF filter) i pokažite da za njegovu amplitudno-frekventnu karakteristiku A(Q) 
zaista vrijedi A(Q) = 1 za |Q | < Qg i A(Q) =0 za Qg <|Q|< x 


Pomoću funkcija sistema, ispitajte stabilnost kauzalnih diskretnih sistema opisanih sljedećim 
diferentnim jednačinama: 

a) 2Yn tyna- 10 y,2 =2%X, +3 Xn2 b) 12yn= 5 Yn-1—3 Yn-2= Xn + 4Xn-3 

c) 36), +48 Yn-1 + 25 Yn-2 = Xn-1 d) 47. z 4 Yni +17 Yn-2 = Xn — Xn-5 


Odredite diferentne jednačine pomoću kojih se opisuju kauzalni sistemi opisani sljedećim 
funkcijama sistema, a zatim ispitajte stabilnost svakog od tih sistema. 


z(z+2) Z Z+1 

a HC) = 22+12(32+1) D H= 2432+3 9 H(Z)= (22+1)(22+3) 
z?+1 z—1 l-z? 

dD H= (822+624+D 9 H= 372—D0(222+1) D HC)= 82541222 +62+1 


Pokažite argumentirano da linearni i stacionarni diskretni sistemi sa sljedećim impulsnim 
odzivima nisu dinamički sistemi (tj. da se ne mogu opisati diferentnim jednačinama): 
a) h,=u,/n b) h,= (-1)" u/n! c) H(z)= (-1)"" u,/(n+1) 


Nađite po definiciji dvostrane z-transformacije sljedećih sekvenci: 
a) X, = Un3— Un b) x=n21"! €) x,=2"u,Hnu_, 


Nađite po definiciji (jednostrane) z-transformacije svih sekvenci koje smo naveli u tablici 
z-transformacija osnovnih sekvenci. 


Nađite po definiciji (jednostrane) z-transformacije sljedećih sekvenci: 
a) x,= sin (nn/2) b) =n c) x=0zan<4,2"zan>4 
d) x,=1 za n parno, inače0 e) x„=(-1)"/(2n)! Ð x,= 1/(n+2)! 


Dokažite sve osobine z-transformacija koje smo koristili u ovom poglavlju, a koje su bez 
dokaza ponuđene u tablici u ovom poglavlju. 


Koristeći osobine z-transformacije kao i tablicu z-transformacija osnovnih sekvenci, nađite 
(jednostranu) z-transformaciju sljedećih sekvenci: 
a) x,= (n—1)3"? b) x= cos (Ln/31m/4) c) x,= sin (AT/3) u,_{/n 
d) x,=2"/(n+1) e) x,=n/(n—1)! f) x,=1/{(n+1)(n+2)| 
Koristeći osobine z-transformacije kao i tablicu z-transformacija osnovnih sekvenci, nađite 
(jednostranu) z-transformaciju sljedećih sekvenci: 
39n gip NI 3 Lan UT > 

A) ka n*2"+sin 3 za n24 be n°2" + sin 3 zan>4 

0 zan<4 (n—1)?3" zan<4 
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Nađite (jednostranu) z-transformaciju periodične sekvence perioda N=6 koja za n=0..5 
uzima redom vrijednosti 1, 3, 2, —2, -3 1-1. 


Nađite inverznu z-transformaciju sljedećih funkcija koristeći klasični (rutinski) postupak: 


u z(z+l) a Z 
a) XOS GJE? D XO= +PZ) 
z+1 no 2(2+1) 
c) X(z)= (z-1)(z2?+z+1)? d) X(2)= (z3+1)(2%—1) 
z2 (z-1)3 
e) XG)= (z+2)3(22—2)3 D X(2)= z5(z2+z+1) 


Nađite inverznu z-transformaciju sljedećih funkcija, koristeći pri tome razne trikove za 
pojednostavljenje postupka: 


ZA 32 +22 +1 
a) X(z)= 2104 25+1 b) X(z)= 6210+525+1 
= z(z5+1) 
) XC)= (z—D(25—324+2) D XO=T-D(z6+42+3) 
Nađite inverznu z-transformaciju sljedećih (neracionalnih) funkcija: 
_.2, 22 pra naa JU 
a) XQ=z(e'-1l)-2z b) X()= NE T 
Jz Z E“ 
= E TA MG 
c) X(2) J73 d) X(2) (z—1)? z—1 


Neka x, predstavlja ulog uložen u banku u toku n-te godine, a neka y,, predstavlja ukupno 

stanje na bankovnom računu nakon n-te godine. To stanje jednako je zbiru uloga u toku 

n-te godine i prethodnog stanja (tj. stanja u toku n—1-ve godine) uvećanog za kamate koje 
procentualno iznose p% od prethodnog stanja (p je neka dogovorom utvrđena konstanta, 
tzv. kamatna stopa). 

a) Opišite diferentnom jednačinom posmatrani sistem koji modelira bankovni račun, 
posmatrajući x, kao ulaz, a y, kao izlaz iz sistema. 

b) Neka je račun otvoren u godini n=0 tako što je korisnik uložio ulog od a KM i neka 
nakon toga nije više vršio ulaganje. Odredite rekurzivnim postupkom koliko će iznositi 
stanje na računu nakon jedne, dvije, tri i četiri godine, a zatim intuitivno naslutite 
koliko će iznositi stanje na računu nakon n godina (u zavisnosti od n) 

c) Primjenom metoda zasnovanih na z-transformaciji izvedite rezultat naslućen pod b) 
formalnim postupkom. 

d) Neka je račun otvoren u godini n=0, kao pod b), ali neka ovaj put korisnik u toku svake 
godine počev od godine n =0 ulaže isti iznos od a KM. Primjenom metoda zasnovanih 
na z-transformaciji odredite stanje na računu nakon n godina (u zavisnosti od n). 

e) Izvedite opću formulu za eksplicitnu (nerekurzivnu) zavisnost sekvence y od sekvence 
x (za proizvoljnu sekvencu x) tako što ćete prvo odrediti impulsni odziv sistema h,, a 
zatim formirati diskretnu konvoluciju. 

f) Provjerite rezultat dobijen pod d) pomoću formule izvedene pod e). 


Kauzalan diskretni sistem opisan je diferentnom jednačinom y, +b” y,.1=x, gdje je b realni 
parametar. Odredite prvo funkciju sistema H(z) (bez nalaženja oblasti konvergencije), a 
zatim impulsni odziv h,, te na osnovu dobijenog impulsnog odziva odredite kakva je oblast 
konvergencije za H(z) (uporedite dobijeno rješenje sa zaključkom iz postavke Zadatka 
9.39). Nakon toga, odredite odziv sistema na sljedeće pobude (a i O su realni parametri), 
uz obaveznu diskusiju rješenja u ovisnosti od parametara a, b i Q: 


a) h,=a" b) h,=a"u, c) h,=cos On d) h,= (cos An) u, 


Dat je kauzalni diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom y,,— y,-1— 6 Yn-2 = X,1 +2 X3- 
Koristeći tehnike zasnovane na z-transformaciji 

a) Nađite impulsni odziv sistema. 

b) Nađite odziv sistema na pobudu x,=n+2zan>0ix,=0zan<0. 
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Dat je kauzalni diskretni sistem opisam diferentnom jednačinom y, + 5 y,—1 +6 Yn-2 = Xn. UZ 
pomoć postupaka zasnovanih na z-transformaciji, odredite impulsni odziv ovog sistema, 
kao i odziv sistema na pobudu x, = 2" sin (17/3) un. 


Kauzalni diskretni sistem opisan je diferentnom jednačinom y,,;2 +3 Yn+1 +2 Yn = X,. Koristeći 

tehnike zasnovane na z-transformaciji 

a) Nađite impulsni odziv sistema h, i provjeriti dobijeni izraz za h, za n=0 .. 4 rekurzivnim 
postupkom. 

b) Nađite odziv sistema na pobudu x,=3 "u,_y+c0s(n1/2) un. 


Dat je kauzalni diskretni sistem opisan diferentnom jednačino, 2 y, + Yn-1 = Xn +2X,_1- Nađite 
odziv ovog sistema na (kauzalnu) pobudu x, = sin (2n1/5) u, kao i na (nekauzalnu) pobudu 
X,= sin(2n1/5) zane Z. 


Dat je kauzalni diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom 2 y,41— Yn = Xn+1 + Xn-1- 
Nađite odziv ovog sistema na pobudu x, = nsin(nn/2)zan>0ix,=0zan<0. 


Dat je diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom y,,1 + 4 y,-1 = X,. Nađite odziv ovog 
sistema na pobudu x,=n(-3)"zan>0ix,=0zan<0. 


Dat je diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom y,,2— 4y,=x,. Nađite odziv ovog 
sistema na pobudu x,=(-2)"zan>0ix,=0zan<0. 


Dat je diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom 3 y,—Yn-1 = X, +Xn-1- Odredite odziv 
ovog sistema na pobude 
a)x,=n2"zan>0ix,=0zan<0 b) x, =cos (AT/4), ne Z. 


Kauzalni diskretni sistem opisan je diferentnom jednačinom y,, + 2 ),-1—3 yn = Xn + Xn-2- 
Koristeći tehnike zasnovane na z-transformaciji 

a) Nađite impulsni odziv sistema. 

b) Nađite odziv sistema na pobudu x, = U,_1. 

c) Nađite odziv sistema na pobudu x,=5" zan20 ix,=0 zan <0. 

d) Nađite odziv sistema na pobudu x,=5",ne Z. 


Kauzalni diskretni sistem je zadan diferentnom jednačinom 6 y,—5 Yi +Yn2 = Xn> 2 Xn-1- 
Koristeći tehnike zasnovane na z-transformaciji 

a) Nađite impulsni odziv sistema. 

b) Nađite odziv sistema na pobudu x,=2",n>lix,=0,n<1. 

c) Nađite odziv sistema na pobudu x, =n°, n>0ix,=0,n<0. 

d) Nađite odziv sistema na pobudu x, = cos (nm/2),n>0ix,=0,n<0. 

e) Nađite odziv sistema na pobudu x, = cos (nq/2) ne Z. 


Kauzalni diskretni sistem je opisan diferentnom jednačinom y, — Yn-1 + Yn2=Xn>Xn-1/2. 
Odredite impulsni odziv sistema h,, te odzive sistema na sljedeće pobude: 

a) X „=(COSNT + COS 3NT) u, b) X „=COSANT COS3NT u, 

c) X,=C0snm+cos3nn, ne Z d) x,=cosnncos3nn, ne Z 


Dat je kauzalni diskretni sistem opisan diferentnom jednačinom y, — Yn_1 + Yn-2 — Yn-3 = Xn4 
Nađite odziv ovog sistema na pobude 
a) X, =sin (n T/2) u, b) x, = cos (nT/4), ne Z. 


Dat je kauzalni linearni i stacionarni diskretni sistem sa impulsnim odzivom h, = 2—(—3)", 
n20, h, =0,n <0. Koristeći tehnike zasnovane na z-transformaciji, nađite impulsni odziv 
h," inverznog sistema ovog sistema. Provjerite rezultat tako što ćete naći vrijednosti h,' za 
n = 0..5 postupkom diskretne dekonvolucije. 


Poznato je da impulsni odziv nekog kauzalnog linearnog i stacionarnog diskretnog sistema 
glasi h,=3(n+2)(-2)"/8+(08,+0,—1))/4 za n20 i h,=0 zan<0. Koristeći tehnike 
zasnovane na z-transformaciji, nađite impulsni odziv h,/ inverznog sistema ovog sistema. 
Provjerite rezultat tako što ćete naći vrijednosti h,' za n=0..5 postupkom diskretne 
dekonvolucije. 
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Neki linearni i stacionarni diskretni sistem ima impulsni odziv h, = 3 (-1)"—1. Koristeći 
tehnike zasnovane na z-transformaciji, nađite impulsni odziv h,/ inverznog sistema ovog 
sistema i provjerite rezultat za n=0..5 postupkom diskretne dekonvolucije. Također 
nađite odziv ovog sistema na (kauzalnu) pobudu x, = 2"cos(nT/2) u, kao i njegov odziv na 
(nekauzalnu) pobudu x, = 2"cos (nm/2). 


Na ulaz nekog diskretnog linearnog stacionarnog i kauzalnog sistema sa nepoznatim 
impulsnim odzivom ušao je signal x,=[3:2"—(-1)"]u, i kao odziv je dobijena sekvenca 
Yn= Un +28,_1. 

a) Odredite impulsni odziv sistema 4,,. 

b) Odredite diferentnu jednačinu koja opisuje sistem. 

c) Odredite odziv istog sistema na sekvencu h, = (2) ". 
d) Odredite odziv istog sistema na sekvencu h, =(-2)"u,,. 


Data su dva diskretna sistema opisana diferentnim jednačinama 6 y,, + 5 y,—1 + Yn-2 = Xn— Xn-1 
i9y,-12)y,1t+4)n2=3X,+Xn-i. Koristeći tehnike zasnovane na z-transformaciji, nađite 
diferentne jednačine kojima se opisuju paralelna i serijska (kaskadna) veza ova dva 
sistema, a nakon toga odredite odziv serijske i paralelne veze ovih sistema na pobudu 
X, =cos(nq/4),ne 4. 


Korištenjem tehnika zasnovanih na z-transformaciji, nađite sume sljedećih redova: 
n 


S >A b) X ksin SE o) Xe++ 
k=0 k=0 k=0 
d) 22 (mk e) 2 kV" cos (170E D D(p) est 


Korištenjem tehnika zasnovanih na z-transformaciji, riješite sljedeće homogene diferentne 
jednačine sa konstantim koeficijentima, uz zadane početne uvjete: 

a) Yn 2 Yni +4 y2 = 0, yYo=y1=1 

b) Yn—6Ynı +9Yn2=0, Y=y=1 

c) Ynt2ŽYnit2Yn2 = 0, y= 1, y,=0 

d) 34311 +4yn2=0, yo=1, yı=-1 

e) Yn—6Ynı +9Yn2=0, yo=-2, yı=1 

f) Yn— Yn3 = 0, yo =1, y1=2, y2=0 

g) Yn—3 Yn-2—2 Yn3=0, Y=l,y=1,y=0 

h) Yn 2 yn-2—2 Yn4=0, y= 1,y1=3, y2=0, yz=2 


Korištenjem tehnika zasnovanih na z-transformaciji, riješite sljedeće nehomogene diferentne 
jednačine sa konstantim koeficijentima, uz zadane početne uvjete: 

a) 3-2} =n(n+1), yo=1 

b) 35531 =5", yo=0 

c) 34311 5312 =3(-1)", yo=l,y1=0 

d) Yn—Yn1 +3n-2 = COS (AT/3), yo=y1=0 

e) 5Yn>3Yn-i>ŽYn2 =3N+ (-2)", Yo=-1, yı=1 

f) Yn+3Yyn1 4312 = 1/(n—2)!, y= 1, yı=0 

g) Yn—3 Yni +3 Yn2- Yn ENZ", Yo= 1,y,=y2=0 


Korištenjem tehnika zasnovanih za z-transformaciji, riješite sljedeće sisteme diferentnih 
jednačina sa konstantim koeficijentima, uz zadane početne uvjete: 

a) Yn—=Wn-1=0, Yn- Wn =Q, Yo=0, Wo= 1 

b) Yn Wn-1 =3 Yn- Wn +5 Yni Wi = 0, Yo=Wo=1. 

c) Yn= l- Wri, W= l -yns Yo=l,Wo=2. 

d) Yn = 2)Yn-1 > Wris Wn = Yna +4 Wris yo =2, Wo= 1 

e) Yn = 2 Yn1 7 Wo Wn = Yna +4 Wris yo =2, Wo = 1 

f) Yn > Wn = 2(n-1), Wa = Yn1 = 21, Yo=0, wọ=1 


607 


9.79. 


9.80 


9.81 


Neka je potrebno izračunati determinantu formata n xn koja ima sve jedinice na glavnoj 
dijagonali i na dvije njoj susjedne dijagonale, a nule na ostalim mjestima, tj. determinantu 
oblika 


=... 
--o 
-oo 


0 
0 
0 


Omm 


an = 


: ooo 


0000.. 11 
Razvojem ove determinante po prvoj koloni odmah zaključujemo da vrijedi a, = 4,_1— &ņ-2 
Dalje očigledno vrijedi a; = 1 i a, = 0. Koristeći ove činjenice, izračunajte vrijednost ove 
determinante za n = 1000. 


Z-transformacija se lijepo može iskoristiti i za nalaženje ekplicitnih izraza za n-ti stepen A" 
neke matrice A u funkciji od n. Za tu svrhu, definirajmo z-transformaciju neke matrice čiji 
elementi zavise od n kao matricu čiji su elementi z-transformacije odgovarajućih elemenata 
polazne matrice. Lako je pokazati da tako definirana matrična z-transformacija posjeduje iste 
osobine kao i klasična z-transformacija. Uvedimo sada oznaku A(z)= Z[A"). Kako A" 
zadovoljava jednačinu A""'=A A" uz početni uvjet A= I, primjenom z-transformacije 
dobijamo jednačinu z A(z)-zA?=A A(z), odnosno (I-A z’) A(2) =I, na osnovu čega 
imamo A(z)=(I-A z!)/! i, na kraju, A“ =2/'((I-A 2). Primjenom opisane tehnike, 
izračunajte matrice A“ za sljedeće matrice: 


_(9 -3 (15 _(4-4 _(12 
DAE E U) b) SE 3 c) E s) d a=(; 2) 


2-12 5 2 6 0 2 -3 
e) A=[ 4 3 ff A=1=3+<1-4| g) A=|1 0 2 
141 -2 0 -3 1-13 


Primjenom metoda zasnovanih na z-transformaciji, riješite sljedeće linearne sumacione 
jednačine za n20 (inače, jednačine ovakve vrste nazivaju se Volterraove! sumacione 
jednačine konvolucionog tipa): 


jat si 
a) 3,=3:5"-42,5"%"" Y b) »,=1+16X,(n-k-Dy 
k=0 mi 
n_1 PR 
c) Y=n+4>1(n=k-D y; d) m=2+X 2 
ČE k=0 
tal n_1 
e) y=3+ 12) 2717-1) NE f) y,=2"+ px gri, 
k=0 = 


Yn-k 
2k 


n 
Riješite linearnu sumacionu jednačinu y,1 => uz početni uvjet yo= 1. 
k=0 


Riješite nelinearnu sumacionu jednačinu $) YkYn-k = (—1)” uz početni uvjet yo= 1. 
k=0 


Riješite sljedeće diferentne jednačine prvog reda sa promjenljivim koeficijentima i zadanim 
početnim uvjetima. Svaku od navedenih jednačina riješite na dva načina: prvo primjenom 
z-transformacije, a zatim direktnim putem i uporedite rezultate. 

a) (n+1) yu ny, =n, yo=2 

b) (n—1) Yn- nyn =N+3, yo=0 

c) (n+1) Ymi -nyn =n, yı=1 

d) Ymi- +2)y,/(n+1)=n(n+1)(n+2), yo=1 

e) (n+2) Yn =(4n+2) Yn, Yo= 1 

f) 312 =(41+2) Yn, yo=1 


! Vito Volterra (1860-1940), italijanski matematičar i fizičar. Najpoznatiji po tzv. Lotka-Volterra jednačinama 
kojima se u matematičkoj biologiji modelira sistem “lovac-plijen” (engl. predator-prey). 
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9.86 


Riješite sljedeće diferentne jednačine drugog reda sa promjenljivim koeficijentima i zadanim 
početnim uvjetima. Za rješavanje iskoristite tehnike zasnovane na z-transformaciji (ukoliko 
je potrebno, možete privremeno promijeniti početne uvjete, a nakon čega rješenje uz zadane 
početne uvjete možete dobiti pomoću Abelove leme): 


a) 
b) 


nNnyn2—(3n+lDyni+2(1n+1)x,=n(n+1) 2" zan> 1, y1=1, y,= 1 
(n—1) y,2 —2N Yn1+3(N+1)yn/4=0zan>2, y2=1,y3=0 
2(n+1) y,2 -2n+1) Y1 +y, = 0, Yo=0,y=1 

2(n+1) Ynez -2n+1) Y1 +y, = 0, Y=1,y,=0 
(n+1)Yn2+(2n-1) Yn 737 y,= 0, y=l, yı=2 

(+1) y,42 + (20-1) Yn = 37 y, = 0, y1=1,y,=2 

3(n+2) y,+2 — Bn+4) Yn +}, = 0, Yo=3, y=1 

3(n+2) y,+2 (3BN+4) Yn +}, = 0, y= 1, yı=0 


Pronađite opće rješenje sljedećih diferentnih jednačina drugog reda sa promjenljivim 
koeficijentima, izraženo kao funkcija od n i početnih uvjeta yo i yı (u slučaju potrebe, 
možete se poslužiti Abelovom lemom): 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
f) 


(n+1)y,+2 3 n+4)y, +2(n+2) y, = (n+1)(n+2)2"? 
4(n+1) y,42 — B(n+2) yu #3 (+3) yn = 0 

2(n+ 1) Yn42 —(2n+ 1) Yni +yn = 0 

(n+ 1) Yn42 +(21n—1) Ymi 3ny, =0 

(n+2) Yn+2 +(2n+ 1)y,1—3(n+ 1)y, =0 

3(N+2) Yn2 —(3n+4)Vmi by, = 0 
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10. Elementi teorije izračunljivosti 


10.1 Predmet proučavanja teorije izračunljivosti 

Teorija izračunljivosti je relativno mlada grana diskretne matematike čiji je 
cilj ispitivanje do kojih granica mogu ići šablonizirani postupci koji se mogu 
mehanički provoditi nad nekom skupinom ulaznih podataka sa ciljem dobijanja 
rješenja, odnosno koja klasa problema se može rješavati takvim "mehaniziranim" 
postupcima, bez pozivanja na intuiciju, inspiraciju i inteligenciju. Recimo, ranije 
smo tvrdili da ne postoji nikakav efektivno izvediv šablonski postupak koji bi za 
ma kakvu formulu predikatske logike prvog reda sa sigurnošću utvrdio da je 
valjana ili nije. Ova tvrdnja je upravo primjer tvrdnje izvedene primjenom teorije 
izračunljivosti. Podsjetimo se da postoje postupci koji u slučaju da formula jeste 
valjana to mogu garantirano utvrditi. Takvi postupci mogu i za mnoge formule 
koje nisu valjane utvrditi da nisu valjane, s obzirom da u nekom koraku pri 
izvođenju postupka prosto dolazimo u situaciju da smo iscrpili sve mogućnosti, 
a da valjanost formule nije potvrđena. Međutim, kod izvjesnih formula koje nisu 
valjane, lako možemo upasti u situaciju gdje se predloženi postupci nikada ne 
završavaju, jer se neprestano generiraju nove mogućnosti koje treba testirati. 
Neko bi mogao reći da to vrijedi za sve do sada poznate postupke za testiranje 
valjanosti, ali da to nije garancija da u budućnosti neće biti pronađen neki 
postupak koji prevazilazi ove probleme. Tu upravo stupa na scenu teorija 
izračunljivosti, koja tvrdi da efektivan mehanički postupak za utvrđivanje ili 
opovrgavanje valjanosti formula predikatskog računa prvog reda ne samo da nije 
dosad pronađen, već nikad neće ni biti, jer jednostavno ne postoji. 


Za teoriju izračunljivosti se obično kaže da je veoma depresivna oblast 
matematike, s obzirom da glavnina njenih rezultata tvrdi da neki problemi koji 
su dugo privlačili pažnju matematičara zapravo u općem slučaju nisu rješivi (što 
ne znači da oni nisu rješivi u izvjesnim specijalnim slučajevima, ali svaki od 
specijalnih slučajeva zahtijeva drugačiju strategiju rješavanja, odnosno ne postoji 
opći postupak koji bi obuhvatio sve slučajeve). Ti rezultati su srušili snove 
mnogih matematičara koji su bili ubjeđeni da se čitava matematika može 
Jormalizirati. Recimo, D. Hilbert je vjerovao da je moguće pronaći formalni 
postupak koji za ma kakvu teoriju za koju je poznat skup osnovnih tvrđenja 
(aksioma) i pravila izvođenja koja propisuju kako se iz osnovnih tvrđenja mogu 
izvoditi nova tvrđenja ustanovljava da li neko zadano tvrđenje slijedi ili ne 
slijedi iz polaznih aksioma u skladu sa datim pravilima izvođenja (odnosno 
utvđuje da li je neko zadano tvrđenje teorema te teorije ili nije). Na žalost, 
teorija izračunljivosti je utvrdila da takav formalni postupak ne postoji. Slično, 
teorija izračunljivosti je utvrdila da ne postoji nikakav formalan postupak za 
rješavanje Diofantovih jednačina četvrtog ili višeg stepena, pa čak ni za 
utvrđivanje da li zadana Diofantova jednačina četvrtog ili višeg reda uopće ima 
rješenja ili ne (ovaj problem je također postavio Hilbert). U teoriji izračunljivosti 
postoji čak i teorema, poznata kao Riceova' teorema koja, veoma slobodno 


i Henry Gordon Rice (1920-), američki matematičar. Bavio se logikom i teorijskom kompjuterskom naukom. 
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rečeno, tvrdi da praktično niti jedan problem koji se svodi na testiranje 
pripadnosti određenim podskupovima skupa prirodnih brojeva nije rješiv u svojoj 
najopštijoj formulaciji (a takvih problema je zaista veoma mnogo). 


Teorija izračunljivosti također je postavila ograničenja ne samo na mogućnost 
formalnog mehaničkog rješavanja izvjesnih klasa problema, već i na mogućnost 
samog formalnog zasnivanja izvjesnih oblasti matematike. Tako, na primjer, 
čuvena Godelova teorema o nekompletnosti tvrdi da svaka neprotivrječna 
matematička teorija koja je dovoljno izražajna da se u njoj mogu Zasnovati 
prirodni brojevi 1 operacije 1 relacije sa njima (tj. koja je dovoljno izražajna da 
opiše zakone aritmetike) mora biti nepotpuna, u smislu da je uvijek moguće 
formirati tačne tvrdnje koje se tiču pojmova te teorije, ali koje nisu dokazive 
unutar te teorije (tj. nisu izvodive iz njenih aksioma). Intuitivno rečeno, u svakoj 
dovoljno bogatoj matematičkoj teoriji, uvijek postoje “rupe? u smislu istinitih 
tvrdnji koje nisu dokazive unutar same teorije. Razumije se da, kad god formiramo 
neku takvu istinitu tvrdnju, možemo proširiti teoriju dodavanjem te tvrdnje kao 
aksiome. Međutim, i u takvoj proširenoj teoriji, ponovo je moguće formirati 
istinitu tvrdnju koja nije dokaziva u tako proširenoj teoriji, itd. Ovaj postupak se 
može produžiti unedogled i nikada nećemo doći do teorije u kojoj su sve istinite 
tvrdnje dokazive, odnosno u kojoj smo "zakrpali"" sve rupe. Drugim riječima, 
postojanje “rupa” u teoriji je inherentno i neizbježno svojstvo svake dovoljno 
“bogate” matematičke teorije, koje se jednostanvno ne može izbjeći. Jasno je da je 
ovakav zaključak u priličnoj mjeri uzdrmao same temelje matematike kao nauke, 
bar u onom njenom dijelu koji se oslanja na njene formalističke aspekte. 


Teorija izračunljivosti u tijesnoj vezi je sa feorijom algoritama i predstavlja 
njen ekstremni dio koji zapravo ispituje krajnje domete same teorije algoritama. 
Mi kada tvrdimo da za neki problem ne postoji efektivni mehanički postupak za 
njegovo rješavanje, zapravo tvrdimo da ne postoji algoritam za rješavanje tog 
problema. Mada je već iz ove konstatacije intuitivno jasno šta algoritam 
predstavlja (odnosno, riječ "algoritam" koristimo kao puki sinonim za frazu 
“efektivni mehanički postupak”), očigledno je da za izricanje tako hrabre tvrdnje 
da za rješavanje nekog problema ne postoji nikakav algoritam moramo u 
potpunosti raščistiti s tim šta uopće podrazumijevamo pod tim pojmom. Začudo, 
ovaj relativno elementaran pojam izuzetno je teško definirati na način koji ne 
ostavlja nikakve dileme i nedoumice. U narednom odjeljku osvrnućemo se na 
neke klasične definicije pojma algoritma i konsekvence koje slijede iz takvih 
definicija. 


10.2 Pojam algoritma 


U brojnoj literaturi često se mogu susresti različite definicije algoritama, od 
kojih je većina u manjoj ili većoj mjeri nedovoljno precizna (ovo se naročito 
odnosi na srednjoškolsku literaturu). Definicije algoritama mogu se podijeliti na 
neformalne (intuitivno jasne, ali nematematičke) i formalne (iskazane strogim 
matematičkim jezikom). Jednu od najpreciznijih neformalnih definicija algoritma 
dao je D. Knuth, po kojem je algoritam svaki jasan i nedvosmislen konačan niz 
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koraka, koji su dovoljno prosti u smislu da se mogu izvoditi posve mehanički, tj. 
automatski bez posezanja za bilo kakvom inspiracijom, intuicijom ili 
inteligencijom i koji nakon konačno mnogo primijenjenih koraka na osnovu 
zadanih ulaznih podataka koji predstavljaju opis problema dovodi do rješenja 
problema ili odgovora da rješenja nema. Inače, sama riječ algoritam potiče od 
nepravilnog izgovaranja posljednje riječi u imenu poznatog uzbečko-persijskog 
matematičara iz devetog stoljeća Al-Khwarizmija . On je u svom kapitalnom 
djelu iz 825. godine Kitab al-jabr wa'l-mugabala (primjetimo da iz naziva djela 
potiče riječ algebra) prvi formulisao jasne i precizne postupke (dakle, algoritme) 
za obavljanje četiri osnovne računske operacije pomoću papira i olovke. 


Važno je napomenuti da su svi dijelovi prethodne definicije bitni. Recimo, u 
literaturi se često zaboravlja insistirati na konačnosti niza koraka koji čine 
algoritam i potrebe da algoritam dovodi do rješenja nakon konačno mnogo 
primijenjenih koraka (kažemo da postupak mora da terminira nakon konačno 
mnogo primijenjenih koraka). U suprotnom, ukoliko bismo imali postupak koji 
“vodi” ka rješavanju problema nakon primjene beskonačno mnogo koraka, onda 
je upitno možemo li uopće reći da taj postupak zaista vodi ka rješenju. Na primjer, 
trisekcija ugla, odnosno podjela ugla na tri jednaka dijela samo primjenom 
linijara i šestara, izvodljiva je u beskonačno mnogo, ali ne i u konačno mnogo 
koraka. Stoga se trisekcija ugla smatra nerješivim problemom, iako se u konačno 
mnogo koraka možemo približiti rješenju onoliko koliko god to želimo. 
Naravno, jasno je da se u ovom primjeru radi se samo o teorijskoj ali ne i o 
praktičnoj nerješivosti, s obzirom da za praktične potrebe možemo smatrati da 
smo trisekciju izvršili kada postignemo onoliku tačnost koja se zahtjeva u 
konkretnoj praktičnoj primjeni. 


Pomenuti problem konačnosti nije uopće tako naivan koliko na prvi pogled 
izgleda. Osnovni problem je u tome što je moguće formirati jasno i precizno 
definirane postupke za koje nije nimalo jasno da li terminiraju nakon konačno 
mnogo primijenjenih koraka ili ne. Drugim riječima, nije jasno da li takvi 
postupci mogu biti osnova za formiranje algoritma ili ne. Klasični primjer je 
postupak koji su, neovisno jedan od drugog, formirali S. Ulam" i L. Collatz’. 
Oni su posmatrali postupak dat sljedećim nizom koraka (koji se obično naziva 
Collatzov proces): 


1. Zadati neki prirodan broj; 
Ukoliko je broj paran, podijeliti ga sa 2, a u suprotnom, pomnožiti ga sa 3 i 
dodati 1 na rezultat; 


3. Ukoliko je novodobijeni broj jednak 1, završiti postupak, a u suprotnom, 
vratiti se nazad na korak 2. 


! Ebu Abdullah (prema nekim izvorima Abu Ja'far) Mohammed ibn Musa Al-Khwarizmi (ca. 780— ca. 850), 
uzbečko-persijski matematičar, astronom i geograf. Skupa sa Diofantom se smatra osnivačem algebre. Iz 
njegovog imena je osim riječi algoritam nastala i riječ guarismo (i algarismo) koja u španskom i portugalskom 
jeziku znači cifra. 

? Stanislaw Ulam (1909-1984), poljsko-američki matematičar. Učestvovao u američkom nuklearnom programu. 

* Lothar Collatz (1910-1990), njemački matematičar. Bavio se između ostalog i funkcionalnom analizom, kao 
i teorijom diferencijalnih jednačina. 
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Neka je, na primjer, u koraku 1. zadan prirodan broj 7. Primjenom 
predloženog postupka dobićemo niz brojeva 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 
10, 5, 16, 8, 4,2 1 1, nakon čega postupak terminira. Dakle, postupak sigurno 
terminira ukoliko se na početku kao ulazni podatak zada broj 7. Prirodno je 
postaviti pitanje da li ovaj postupak terminira ukoliko se kao ulazni podatak zada 
ma kakav prirodan broj. Koliko god ovo pitanje izgledalo naivno, odgovor na 
njega do danas nije poznat (mada je za odgovor raspisana velika nagrada). Kako 
do sada stoje stvari, izgleda da je odgovor potvrdan (ovo vjerovanje poznato je 
kao Collatzova hipoteza). Naime, do danas su grubom silom (uz pomoć ogromne 
količine računarskih resursa) kao ulazni podaci testirani svi prirodni brojevi sa 
manje od 40 cifara i postupak je uvijek terminirao (ponekad nakon zaista 
astronomskog broja koraka). Drugim riječima, kontraprimjer za koji opisani 
postupak ne terminira do sada nije pronađen, ali to još nije dokaz da takav 
kontraprimjer ne postoji. Stoga je prirodno postaviti pitanje da li gore opisani 
postupak možemo smatrati algoritmom ili ne. S obzirom da se od algoritma 
zahtijeva njegovo terminiranje za sve ulazne podatke, dolazimo do interesantnog 
i neočekivanog odgovora da se ne zna da li prethodni postupak predstavlja 
algoritam ili ne. 


Drugi važan aspekt u definiciji algoritma je zahtjev da se algoritam sastoji 
od jasnog i nedvosmislenog niza koraka, za čije izvođenje nije potrebna nikakva 
inspiracija niti intuicija (engl. insight). Činjenica je da rješavanje mnogih 
problema zahtijeva izvjesnu dovitljivost i inspiraciju, tako da postupci kojim se 
dolazi do rješenja nisu nikako očigledni niti mehanizirani. Mada ni sintagma 
“jasan i nedvosmislen niz koraka“ nije sama po sebi precizno (jasno i 
nedvosmisleno) definirana, očigledno je da kod takvih postupaka ne možemo 
govoriti o “jasnom i nedvosmislenom nizu koraka", odnosno da takve postupke 
ne možemo smatrati algoritmima. Neformalno rečeno, algoritam mora biti takav 
da ga mora biti u stanju izvesti mašina. 


Sada dolazimo do ključnog problema u definiciji algoritma. Šta zapravo 
znači “niz koraka koji se može izvesti potpuno mehanički“? Rasprave o ovome 
su beskrajne i još uvijek nije nađena potpuno prihvatljiva definicija. Zbog toga 
su formirani razni apstraktni modeli tzv. univerzalnih računskih mašina. Ovi 
modeli su uvedeni još prije nego što su se pojavile stvarne računske mašine 
(računari). Tako je A. Turing! uveo pojam Turingove mašine, E. L. Post uveo 
je Postovu mašinu, dok je J. Lambek“ uveo beskonačni abakus. Sve su ovo 
primjeri mašina koje su sposobne da obavljaju sve radnje bez primjene ikakve 
intuicije ili inteligencije, a koje izgleda da su dovoljno moćne da obave sve 
postupke koje je čovjek u stanju da obavi čisto mehanički, dakle bez pozivanja 
na inteligenciju, inspiraciju ili intuiciju. Pored toga, cilj je da ove mašine budu 
što je god moguće jednostavnije, sa ciljem da matematski aparat koji ih opisuje 
bude što je god moguće prostiji. O ovim mašinama ćemo detaljnije govoriti nešto 
kasnije. Na ovom mjestu ćemo samo u najgrubljim crtama opisati Turingovu 


! Alan Turing (1912-1954), britanski matematičar. Odigrao značajnu ulogu u razbijanju njemačkih vojnih šifri 
(Enigma) u Drugom svjetskom ratu, kao i u razvoju računarske nauke i stvaranju prvih računara. 
Joachim Lambek (1922—), njemačko-američki matematičar. Poznat po radovima u računarskoj lingvistici. 
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mašinu, s obzirom da nam je rudimentalno poznavanje njenih svojstava neophodno 
za izlaganja koja neposredno slijede. 


Turingova mašina se može opisati kao čisto apstraktni matematički model, 
ili kao konkretni model mašine koji se zaista može fizički realizirati. Radi boljeg 
razumijevanja, prvo ćemo razmotriti ovaj drugi model, prema kojem je Turingova 
mašina sačinjena iz magnetne trake neograničene dužine, na kojoj mogu biti 
upisani simboli nekog unaprijed definiranog alfabeta sa konačno mnogo simbola 
(recimo binarnih cifara 0 i 1, cifara dekadnog brojnog sistema ili slova abecede) 
kao i glave koja može pročitati simbol na traci i eventualno ga zamijeniti drugim 
simbolom iz istog alfabeta. Glava se može pomijerati nalijevo ili nadesno, za 
poziciju koju zauzima jedan simbol alfabeta (ponekad se u modelu Turingove 
mašine umjesto pokretne glave razmatra pokretna traka, no to je suštinski 
nebitno). Dalje, uzima se da se mašina može nalaziti u konačno mnogo različitih 
stanja od kojih zavisi akcija mašine nakon što se na određenom mjestu pročita 
određeni simbol. Također, mašina može prelaziti iz jednog u drugo stanje, 
ovisno o zatečenom stanju i pročitanom simbolu. Ponašanje mašine u potpunosti 
je definirano upotrijebljenim alfabetom, kao i konačnom tablicom prelaza, koja 
definira akcije koje mašina može vršiti ukoliko u nekom od zatečenih stanja 
pročita određeni simbol (ove akcije nazivamo instrukcijama Turingove mašine). 
Moguće akcije su zamjena simbola drugim simbolom, ili pomjeranje glave ulijevo 
odnosno udesno. Svaka akcija praćena je prelaskom mašine u novo stanje, koje 
može biti i identično već zatečenom stanju. U grubim crtama, to je cjelokupan 
opis Turingove mašine. 


Primijetimo da se opisani koncept Turingove mašine zaista može realizirati 
kao konkretan fizički ostvarljiv uređaj, ako zanemarimo zahtjev za trakom 
neograničene dužine, koji se može realizirati samo aproksimativno. U suštini, 
ograničenje na konačnu dužinu trake samo će ograničiti veličinu problema koji 
se može rješavati pomoću mašine, koje se za svaki konkretan problem može 
prevazići uzimanjem duže trake (tj. povećavanjem "količine radne memorije"). 
Bez obzira na činjenicu da se na konceptu Turingove mašine može zasnovati 
fizički ostvarljiva “računska mašina", ni jedan stvarni računar nije zasnovan na 
tom principu, s obzirom da se Turingova mašina nije pokazala kao "praktično" 
sredstvo računanja, sa aspekta efikasnosti rješavanja problema. 


Razmatrane su brojne modifikacije Turingove mašine koje na prvi pogled 
djeluju mnogo moćnije od prvobitne varijante, recimo modifikacije koje koriste 
više glava i više traka, zatim modifikacije u kojima se glava može pomijerati u 
jednom koraku za više mjesta, a ne samo za jedno mjesto u jednom koraku, itd. 
Međutim, pokazalo se da je svaka predložena modifikacija logički ekvivalentna 
sa izvornim modelom Turingove mašine, odnosno da izvorno zamišljena 
Turingova mašina može efektivno oponašati (simulirati) svaku svoju predloženu 
modifikaciju. Jedine razlike mogu biti u efikasnosti, odnosno neka mašina koja 
je "moćnija" od izvorne Turingove mašine može riješiti isti problem mnogo 
efikasnije, odnosno u manjem broju koraka. Također, bez obzira na činjenicu da 
razni drugi predloženi modeli univerzalnih računskih mašina poput Postove 
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mašine i beskonačnog abakusa nemaju gotovo nikakvih sličnosti sa Turingovom 
mašinom, pokazano je da je ma koja od njih u stanju da oponaša rad ma koje 
druge. Zapravo, do današnjeg dana nije poznat niti jedan model univerzalne 
računske mašine (uključujući i računare koji se danas proizvode kao stvarni 
računari) čiji se računski aspekti ne bi mogli oponašati na Turingovoj mašini, ili 
nekoj njoj ekvivalentnoj mašini (poput Postove mašine, ili beskonačnog abakusa). 
To znači da nije poznat niti jedan problem koji bi se mogao riješiti uz pomoć ma 
kojeg od predloženih modela računskih mašina koji se ne bi mogao riješiti uz 
pomoć Turingove mašine. Ipak, obično se danas kao model računske mašine za 
potrebe teoretskih razmatranja uzima upravo Turingova mašina, s obzirom da je 
od svih modela ona najviše proučavani model, odnosno najviše poznatih teoretskih 
rezultata izvedeno je upravo na modelu Turingove mašine. 


S obzirom da se Turingova mašina može definirati čisto formalno kao 
odgovarajuća algebarska struktura (o čemu ćemo kasnije nešto više reći), bez 
ikakvog ulaženja u njenu fizičku struturu, ona može poslužiti za formalnu 
definiciju algoritma, koja je posve matematički precizna, bez ikakvih nejasnoća i 
nepreciznosti. Naime, algoritam možemo definirati kao konačan niz instrukcija 
Turingove mašine koji nakon konačno mnogo primijenjenih instrukcija na 
osnovu ulaznih podataka pohranjenih na traci koji predstavljaju opis problema, 
zapisuje na traku rješenje problema ili odgovor da rješenja nema. S obzirom na 
mogućnost međusobnog oponašanja Turingove mašine i drugih predloženih 
modela univerzalnih računskih mašina, slične definicije mogu se zasnovati i na 
drugim modelima računskih mašina, recimo Postovoj mašini, ili beskonačnom 
abakusu. Ipak, definicija zasnovana na Turingovoj mašini najčešće se koristi. 


Postojali su brojni pokušaji da se pojam algoritma formalizira bez pozivanja 
na neki model univerzalne računske mašine. Naime, mnogi su smatrali da su 
koncepti univerzalnih računskih mašina isuviše ograničeni, i da bi se čisto 
matematičkim jezikom mogli formalizirati neki postupci koji su intuitivno 
izvodljivi čisto mehanički, a koje predloženi modeli računskih mašina možda 
nisu u stanju izvesti. Tako je S. Kleene razvio model rekurzivnih funkcija kao 
jedan od prvih modela koji je zamišljen kao formalizacija pojma algoritma. E. L. 
Post je razvio Postove sisteme zamjene (engl. rewriting systems), A. Markov ' 
takozvane normalne algoritme, dok je A. Church razvio A-račun, vjerovatno 
najapstraktniji od svih pokušaja formalizacije pojma algoritma. Mada svi ovi 
modeli nisu ni nalik jedan drugom, niti su nalik nekom od modela univerzalnih 
računskih mašina, svi oni su se pokazali logički ekvivalentnim u smislu da se 
bilo koji od ovih modela može mehanički izvesti na bilo kojem od predloženih 
modela univerzalnih računskih modela, kao i da se svaki predloženi model 
univerzalne računske mašine može formalno prevesti u ma koji od predloženih 
“nemašinskih'' modela. Dakle, imamo iznenađujuću činjenicu da se ogroman 
broj drastično različitih formalnih definicija algoritma na kraju pokazao logički 
posve ekvivalentnim. 


5 Andrej Andrejevič Markov (1903-1911), ruski matematičar. Bavio se uglavnom matematičkom logikom, ali i 
diferencijalnim jednačinama i topologijom. Njegov otac također se zvao Andrej Andrejevič Markov (također 
slavni ruski matematičar, bavio se slučajnim procesima). 
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Izložene činjenice bile su povod za pretpostavku, poznatu pod nazivom 
Church-Turingova teza, koja tvrdi da je ma kakav postupak koji je izvodljiv 
čisto mehanički u ma kakvom intuitivnom smislu, izvodljiv i na Turingovoj 
mašini (odnosno, pomoću bilo kojeg od njoj ekvivalentnih modela). Ukoliko 
prihvatimo ovu tezu, one probleme za koje ni teoretski ne postoji algoritam za 
njihovo rješavanje (ukoliko pod algoritmom smatramo ono što je izvodljivo na 
Turingovoj mašini), ne može riješiti ni čovjek. Do sada nema nikakvih konkretnih 
evidencija (osim onih čisto psihološke prirode) koje bi osporile ovu tezu, 
odnosno sve do sada prikupljene činjenice idu joj u prilog. Donekle nezgodna 
posljedica ove teze je što, ukoliko je ona tačna, iz nje slijedi da čovjek razmišlja 
čisto algoritamski. Doduše, moguće je da algoritmi koje koristi čovjek mogu biti 
enormno složeni, tako da se ne mogu efektivno iskazati. 


Provedena razmatranja vode nas do interesantnog filozofskog pitanja da li je 
moguće mehanizirati postupke ljudskog mozga. Jasno je da je, ukoliko vrijedi 
Church-Turingova teza, odgovor pozitivan. Zapravo, sumnja u pozitivan odgovor 
na ovo pitanje ujedno je i jedini razlog zbog kojeg neki sumnjaju u ovu tezu (s 
obzirom da nikakva druga evidencija koja joj ne bi išla u prilog nije poznata). 
Generalno, po ovom pitanju javile su se dvije struje. Takozvana struja jake 
vještačke inteligencije (engl. strong artificial intelligence) tvrdi da mehanizirani 
algoritam koji odgovara postupcima ljudskog mozga postoji, mada je slabo 
vjerovatno da će se on ikada moći sintetizirati, zbog svoje enormne složenosti. 
Ovo mišljenje je danas dominantno. Suprotna struja, poznata kao struja slabe 
vještačke inteligencije (engl. weak artificial intelligence) zastupa tvrđenje da je 
moguće algoritamski oponašati samo izvjesne aspekte ljudskog mozga, ali da 
ljudsko mišljenje u cjelini nije moguće algoritmizirati, jer se nalazi izvan svih do 
sada poznatih modela. S obzirom da se svi dosada poznati (i primijenjeni) zakoni 
fizike mogu algoritmizirati, ovakvo tvrđenje povlači da mozak u svom radu 
izlazi izvan okvira poznatih zakona fizike. Izraziti pobornik ove struje je R. 
Penrose, koji u svojoj knjizi Emperor's New Mind sugerira da se rad mozga u 
izvjesnom dijelu oslanja na (još neotkrivene) zakone kvantne teorije gravitacije. 
Ova teorija je veoma špekulativna, mada ne i posve neosnovana. 


10.3 Egzistencija algoritamski nerješivih problema 


Nakon što smo precizirali pojam algoritma, prirodno je postaviti pitanje da li 
za svaki problem postoji algoritam koji vodi ka njegovom rješenju (odnosno 
odgovoru da rješenje ne postoji). Na žalost, odgovor je odrečan. Zbog toga ćemo 
reći da je problem algoritamski rješiv ako je rješiv prema bilo kojem od 
pomenutih modela algoritama (recimo, na Turingovoj mašini). Konkretnije, reći 
ćemo da je problem algoritamski rješiv ukoliko postoji skup instrukcija za 
Turingovu mašinu takav da Turingova mašina koja radi prema tom skupu 
instrukcija uz ulazne podatke zapisane na traci nakon konačno mnogo 
primijenjenih instrukcija prestaje sa radom, pri čemu rješenje problema (ili 


i Roger Penrose (1931—), britanski matematičar i fizičar. Između ostalog, poznat po svojim radovima u teoriji 
relativnosti, kvantnoj mehanici i astrofizici. 
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informacija o nepostojanju rješenja) ostaje zapisano na traci. U suprotnom, 
kažemo da je problem algoritamski nerješiv. Bitno je naglasiti da algoritamska 
nerješivost znači da je dokazano da algoritamsko rješenje ne postoji, a ne da ono 
prosto nije poznato, ili da nije do sada nađeno. 


Činjenica da postoje algoritamski nerješivi problemi na prvi pogled je 
neobična. Međutim, lako ćemo se uvjeriti da takvi problemi moraju postojati. 
Pojam algoritamske rješivosti tijesno je povezan sa pojmom izračunljivosti, 
odnosno pojmom izračunljivih funkcija. Radi jednostavnosti, ograničićemo se 
samo na funkcije sa domenom i kodomenom u skupu N, mada se uvedeni pojmovi 
mogu generalizirati i na opsežnije domene. Za funkciju f: N —> N kažemo da je 
izračunljiva ukoliko postoji algoritam za njeno računanje, odnosno algoritam 
koji za ma kakvu ulaznu vrijednost n računa vrijednost f(n). Ukoliko takav 
algoritam ne postoji, za funkciju kažemo da je neizračunljiva. 


Postojanje neizračunljivih funkcija direktno slijedi iz činjenice da je skup 
svih algoritama prebrojiv (neovisno od toga za kakvu se definiciju algoritma 
odlučimo), dok je skup svih funkcija sa N u N neprebrojiv. Izložićemo prvo 
neformalni verbalni dokaz tvrdnje da je skup svih algoritama prebrojiv (ovaj 
dokaz se, po potrebi, može lako formalizirati). Naime, ukoliko je algoritam 
konačan skup koraka, on se sigurno može opisati kao konačan niz rečenica 
(instrukcija) koje se zapisuju znakovima iz nekog konačnog skupa znakova 
(alfabeta). Dakle, svi algoritmi su opisivi kao stringovi konačne dužine nad 
konačnim alfabetom, a skupovi svih takvih stringova su prebrojivi. Zaista, 
ukoliko alfabet ima N znakova, svaki string nad tim alfabetom možemo 
posmatrati kao prirodan broj zapisan u bazi N, pri čemu različitim stringovima 
odgovaraju različiti prirodni brojevi. Slijedi da svakom algoritmu možemo 
jednoznačno pridružiti neki prirodan broj, odnosno postoji jednoznačno 
preslikavanje iz skupa algoritama u skup N, iz čega slijedi prebrojivost skupa 
svih algoritama. S druge strane, neprebrojivost skupa svih funkcija sa N u N lako 
se pokazuje Cantorovim dijagonalnim postupkom. Zaista, kada bi skup svih 
funkcija sa N u N bio prebrojiv, tada bi bilo moguće sve funkcije sa N u N 
poredati u niz fi, fo, f3, ... takav da se u njemu nalaze sve funkcije sa N u N. 
Posmatrajmo sada funkciju g:N—N takvu da je g(n) £f,(n) za svako ne N. 
Recimo, možemo uzeti da je g(n) =f,(n) + 1. Takva funkcija g očigledno ne može 
pripadati nizu fi, fo, fz, ... jer se od svake funkcije u nizu razlikuje bar za jednu 
vrijednost argumenta (recimo, od funkcije fọ se razlikuje za n=2), što je u 
suprotnosti sa pretpostavkom da niz fi, f2, f3, ... sadrži sve funkcije sa N u N. Iz 
ove kontradikcije slijedi da skup svih funkcija sa N u N nije prebrojiv. 


Iz izloženog slijedi da je skup svih funkcija sa N u N “obimniji" od skupa 
svih algoritama, tako da je jasno da moraju postojati funkcije sa N u N takve da 
ne postoji algoritam za njihovo računanje! Doduše, s obzirom na očiglednu 
nekonstruktivnu prirodu izloženog dokaza, dugo se mislilo da su neizračunljive 
funkcije čisto matematička egzotika, odnosno da nije moguće stvarno konstruisati 
neku konkretnu funkciju sa N u N koja bi bila neizračunljiva. Međutim, to se 
nažalost pokazalo kao netačno. Danas postoji dosta značajnih konkretnih primjera 
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dobro definiranih ali neizračunljivih funkcija sa sa N u N, i to takvih da bi bilo 
jako korisno kada bi one bile izračunljive. Sa nekim od poznatih primjera 
neizračunljivih funkcija susrešćemo se kada se upoznamo sa formalnim opisom 
Turingove mašine. 


Kao što je već rečeno, postoje brojni problemi za koje je dokazano da su 
algoritamski nerješivi. Jedan od prvih problema čija je nerješivost dokazana 
(mada ne i prvi, kako se ponegdje pogrešno tvrdi) je takozvani problem 
zaustavljanja, poznat i pod imenom Halting problem. Ovaj problem se sastoji u 
ispitivanju da li neki zadani program (napisan u nekom programskom jeziku) 
zaustavlja rad nakon konačnog vremena, odnosno da li zadani program terminira 
ili ne. Općenitije, treba utvrditi da li neki proizvoljno zadani niz koraka terminira 
ili ne (tj. da li ispunjava jedan od temeljnih uvjeta da bi bio algoritam). Već smo 
vidjeli da odgovor na to pitanje u općem slučaju nije nimalo jednostavan (npr. za 
ranije spominjani Collatzov proces odgovor do danas nije poznat). Dakle, 
problem zaustavljanja sastoji se u tome da se pronađe algoritam (tj. efektivni 
mehanički izvodljiv postupak) koji će utvrditi da li neki zadani niz koraka koji se 
može izvesti čisto mehaničkim putem terminira ili ne, tj. da li predstavlja 
algoritam ili ne (i koji bi, recimo, mogao utvrditi da li Collatzov proces terminira 
za sve ulazne podatke ili ne). Uskoro ćemo pokazati da takav algoritam naprosto 
ne postoji, odnosno da problem zaustavljanja nije algoritamski rješiv. 


Razmotrimo jedan praktičan značaj Halting problema. Primjetimo da se 
svaka teorema aritmetike (pa i mnogih drugih oblasti matematike) može napisati 
u predikatskoj formi kao (Vxe N”) P(x) odnosno (xe N”) P(x), gdje je x neka 
uređena n-torka brojeva, a P(x) logički izraz (predikat), koji kao promjenljive 
sadrži elemente n-torke x, a pored toga može sadržavati i konstante, aritmetičke 
operatore (npr. “+”), kao i relacione (npr. “<”) i logičke (npr. A") operatore. 
Naprimjer, čuvena velika Fermatova teorema može se lako prikazati u obliku 
(V(x1, X2, X3, x4) E N) (x4> 2> x1 +x“ Z x3“). Odavde slijedi da bi rješivost 
Halting problema omogućila automatsko dokazivanje teorema aritmetike. Na 
primjer, za jednodimenzionalni slučaj, odnosno slučaj kada se n-torka x sastoji 
samo od jedne promjenljive, bilo bi dovoljno ispitati da li sljedeći program 
terminira ili ne (korištena je sintaksa jezika C odnosno C++, što nimalo ne 
umanjuje općenitost razmatranja): 


int x = 1; 
while (P (x)) x++; 


Lako se vidi da ukoliko ovaj program ne terminira, slijedi da je teorema 
(Vxe N) P(x) tačna, dok u suprotnom nije. Ovaj primjer nije teško generalizirati 
za višedimenzionalne slučajeve, kao i za slučajeve u kojima se umjesto 
kvantifikatora “V” javlja kvantifikator “3”, s obzirom da je iskaz (dxe N”) P(x) 
svakako ekvivalentan iskazu > (Vxe N")—P(x). Činjenica da promjenljive tipa 
“int” imaju ograničen opseg tako da ne pokrivaju čitav skup prirodnih brojeva 
također ništa ne umanjuje općenitost razmatranja, jer uvijek možemo zamisliti 
da je program napisan u nekom programskom jeziku koji koristi sintaksu jezika 
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C ili C++, ali u kojem opseg cjelobrojnih promjenljivih nije ograničen. Recimo, 
u jeziku C++ bismo umjesto tipa “int” mogli koristiti neki korisnički definirani 
tip podataka (klasu), koji podržava rad sa brojevima proizvoljne veličine, i Za 
koji je definiran operator “++” i svi operatori koji se javljaju u predikatu P. 


Iz izloženog slijedi da bi rješivost Halting problema omogućila automatsko 
dokazivanje ili opovrgavanje svih teorema aritmetike (kao i mnogih drugih oblasti 
matematike). Nažalost, Halting problem je nerješiv, a to se jednostavno pokazuje 
varijacijom čuvenog paradoksa brijača, koji smo već spominjali (i koji zapravo 
predstavlja šaljivo iskazanu varijantu Russellovog paradoksa iz teorije skupova). 
Prvo ćemo, radi lakšeg praćenja, koristiti sintaksu jezika C++, a nakon toga 
ćemo dati općenitiji dokaz ne oslanjajući se ni na jedan konkretan programski 
jezik, ili još općenitije, ne oslanjajući se ni na kakav konkretan model pomoću 
kojeg je algoritam iskazan. Pretpostavimo da imamo funkciju pod nazivom 
“zaustavlja se" koja ispituje da li se neki program pohranjen u datoteci čije 
se ime zadaje kao argument zaustavlja u konačnom vremenu, i vraća logičku 
vrijednost “tačno” ili “netačno” (odnosno "true" ili “false") kao rezultat. 
Dakle, kostur funkcije “zaustavlja se" mogao bi izgledati ovako: 


bool zaustavlja_se(string ime) 
} 


Neka, s druge strane, imamo program koji koristi funkciju "zaustavlja_se", i 
koji izgleda ovako: 


int main() { 
if(zaustavlja_se("abc.cpp")) while(true); 
return 0; 


} 


Jasno je da ovaj program terminira ako i samo ako program snimljen pod 
imenom "abc. cpp" ne terminira. Paradoks se javlja ukoliko upravo ovaj program 
snimimo pod imenom "abc.cpp" i pokrenemo ga, jer ćemo doći do zaključka 
da on terminira ako i samo ako on ne terminira, što je očigledna protivrječnost. 
Ovo nas dovodi do jedinog mogućeg zaključka da funkcija poput funkcije 
"zaustavlja se" ne može postojati. 


Izloženi dokaz lako možemo uopćiti tako da se oslobodimo zavisnosti od 
sintakse jezika C++. Pretpostavimo da postoji algoritam (nazovimo ga H) koji je 
u stanju da odredi da li neki mehanički izvodljivi niz koraka (predstavljen na 
neki način, recimo kao niz simbola nad nekim alfabetom) terminira ili ne kada 
mu se kao ulaz ponudi neki ulazni podatak. Formirajmo sada niz koraka T koji 
se također izvodi nad nekim nizom koraka S na sljedeći način. Niz koraka T 
prvo poziva algoritam H sa ciljem da utvrdi da li niz koraka S terminira kada mu 
se kao ulaz ponudi sam niz koraka S. Ukoliko je odgovor potvrdan, niz koraka T 
upada u beskonačnu petlju, inače se završava. Do paradoksa sada dolazi ukoliko 
primijenimo niz koraka T nad samim sobom (niz koraka T primijenjen nad 
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samim sobom terminira ako i samo ako ne terminira). Iz ovog paradoksa slijedi 
da algoritam H ne može postojati. 


Već smo rekli da se algoritamska nerješivost Halting problema negativno 
odražava na mogućnost automatskog (algoritamski izvodljivog) dokazivanja 
teorema aritmetike. Doduše, samo po sebi, algoritamska nerješivost Halting 
problema još uvijek ne znači da problem automatskog dokazivanja teorema 
aritmetike nije možda algoritamski rješiv na neki drugi način koji se ne poziva 
na Halting problem. Međutim, nade u takvu mogućnost su se definitivno raspršile 
kada je pokazano da se sama formulacija Halting problema može napisati u vidu 
teoreme aritmetike (za tu svrhu se koristi formalna definicija Turingove mašine, 
ili Kleeneov model rekurzivnih funkcija). Stoga, kada bi sve teoreme aritmetike 
bile dokazive algoritamskim putem, bio bi rješiv i Halting problem, a znamo da 
on to nije. Slijedi da i problem automatskog dokazivanja teorema aritmetike 
također nije algoritamski rješiv. 


Nerješivost Halting problema još uvijek ne znači da nije moguće sastaviti 
algoritam koji za neke nizove koraka daje odgovor da li terminiraju ili ne. 
Zapravo, moguće je sastaviti algoritam koji za sve nizove koraka koji terminiraju 
sigurno daje odgovor da oni terminiraju, ali tako nešto nije moguće za sve 
nizove koraka koji ne terminiraju (mada za neke jeste). Pretpostavimo da imamo 
neki takav polovičan algoritam koji radi za neke slučajeve, a za neke ne radi 
(recimo, ponekad daje odgovor da ne može utvrditi da li zadani niz koraka 
terminira ili ne). Interesantno je da je uvijek moguće njegovom analizom 
konstruisati niz koraka koji sigurno ne terminira, a za koji predloženi algoritam 
ne može dati odgovor (ova konstrukcija se čak može izvesti mehanički, tj. 
algoritamski). Jasno je da je nakon toga moguće proširiti algoritam tako da daje 
odrečan odgovor i za tako konstruisani niz koraka. Međutim, za tako prošireni 
algoritam ponovo je moguće konstruisati niz koraka koji ne terminira, a za koji 
tako prošireni algoritam ne može dati odgovor. Ovaj proces može se nastaviti 
unedogled. Slijedi da je moguće konstruisati čitav beskonačan niz sve boljih i 
boljih (i sve složenijih i složenijih) algoritama, koji su primjenljivi na sve više i 
više slučajeva, ali da nikada ne možemo postići da algoritam bude primjenljiv na 
sve slučajeve. Pokazuje se da ovo ne vrijedi samo za Halting problem, nego i za 
većinu drugih problema koji su algoritamski nerješivi. Tako, recimo, postoje 
algoritmi koji mogu automatski dokazivati (ili opovrgavati) mnoge teoreme 
aritmetike, ali ne sve. Štaviše, za svaki takav algoritam je moguće (i to čisto 
algoritamskim putem) konstruisati (tačnu) teoremu aritmetike koju taj algoritam 
nije u stanju dokazati. 


10.4 Važniji primjeri algoritamski nerješivih problema 
S obzirom da je Halting problem vrlo generalan, nije toliko iznenađujuće što 
je on nerješiv u općem slučaju. Mnogo je neobičnije to što su algoritamski 


nerješivi i neki mnogo banalniji problemi. Dobar primjer algoritamski nerješivog 
problema koji djeluje posve naivno u odnosu na Halting problem je takozvani 
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Thue' problem riječi, poznat i kao problem riječi za polugrupe. Ovaj problem 
se sastoji u sljedećem. Neka je zadan konačan skup dozvoljenih transformacija 
koje omogućavaju zamjenu jedne grupe susjednih slova u nekoj riječi drugom 
grupom slova. Potrebno je za dvije proizvoljno zadane riječi utvrditi da li postoji 
niz transformacija koji jednu riječ prevodi u drugu. Na primjer, neka je zadan 
sljedeći skup pravila (primjer potiče od R. Penrosea): 


EAT OG AT ATEe&A LATER > LOW 
PAN & PILLOW CARP & ME 


Postavimo sada pitanje da li je, na primjer, moguće transformirati riječ 
“CATERPILLAR” u riječ "MAN", kao i da li je moguće transformirati riječ 
“CARPET” u riječ “MEAT”. Ako je odgovor potvrdan, rješenje je uvijek moguće 
naći primjenom grube sile. Naime, prvo možemo ispitati sve moguće primjene 
jedne transformacije, zatim sve moguće kombinacije od po dvije transformacije, 
pa sve moguće kombinacije od po tri transformacije, itd. Ukoliko je odgovor 
potvrdan, traženi niz transformacija ćemo pronaći, prije ili kasnije. Konkretno, 
za slučaj para riječi “CATERPILLAR” i “MAN” odgovor je potvrdan, a traženi 
niz transformacija je sljedeći (grupa slova na koju se primjenjuje transformacija 
u svakom koraku prikazana je podvučeno): 


CATERPILLAR > CARPILLAR > CARPILLATER > 
—> CARPILLOW — CARPAN > MEAN > 
—> MEATEN + MATEN —> MAN. 


S druge strane, ukoliko je odgovor odrečan, taj odgovor ne možemo dobiti 
grubom silom, jer je broj transformacija koje možemo primjeniti neograničen. 
Za davanje odrečnog odgovora potrebna je neka vrsta dokaza da takav niz 
transformacija ne postoji. Međutim, takvi dokazi su potpuno specifični od 
slučaja do slučaja i za eventualno pronalaženje takvih dokaza ne postoji nikakav 
šablonizirani postupak, već se moramo osloniti na intuiciju i inteligenciju. Na 
primjer, za prethodni skup pravila i par riječi “CARPET” i “MEAT” odgovor na 
pitanje da li se prva riječ može transformirati u drugu je odrečan. Da bi to 
pokazali, primijetimo da u navedenom primjeru niti jedna od transformacija ne 
mijenja sumu broja pojavljivanja slova “A”, “W?” i “M? u riječi prije i poslije 
transformacije, dok za navedene dvije riječi ovi brojevi nisu jednaki. Naime, 
“CARPET” sadrži samo slovo “A”, dok “MEAT” sadrži dva takva slova: “M” i 
“A”. No, ovo je rješenje samo za ovaj specijalan slučaj i za neki drugi skup 
pravila neće postojati nikakvo analogno rješenje, već je potrebno pronaći novi 
“trik” za ispitivanje da li je transformacija moguća ili ne. 


Algoritamska nerješivost Thue problema riječi dokazuje se svođenjem na 
Halting problem za slučaj Turingove mašine. Naime, pokazuje se da je za svaku 
Turingovu mašinu i date ulazne podatke moguće konstruisati takav skup pravila 
i dvije riječi tako da vrijedi da ta Turingova mašina terminira ako i samo ako je 


! Axel Thue (1863-1922), norveški matematičar. Bavio se kombinatorikom i diofantskim jednačinama. 
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prvu riječ moguće transformirati u drugu pomoću tog skupa pravila. Slijedi da bi 
eventualni algoritam koji bi rješavao Thue problem mogao riješiti i Halting 
problem za Turingove mašine, što od ranije znamo da nije moguće. 


Moglo bi se pomisliti da algoritamska nerješivost Thue problema također 
potiče od njegove velike generalnosti, s obzirom da bi traženi algoritam trebao 
da radi za proizvoljan skup pravila. No, iznenađujuće je da je pokazano da ne 
postoje algoritmi za rješavanje Thue problema čak ni za neke tačno određene i 
unaprijed izabrane skupove pravila. Jedan takav skup pravila, za koji je nemoguće 
algoritamski utvrditi eventualnu nemogućnost transformacije jedne riječi u 
drugu, dali su 1955. godine G. S. Cejtin' i D. Scott. On glasi: 


AH e& HA OH o HO AT e TA OT & TO 
TAI > IT HOI > IH THAT > ITHT 


Činjenica da je neki problem algoritamski nerješiv ne znači da on nije 
algoritamski rješiv za neke specijalne slučajeve. Međutim, deprimirajuće je što 
je lista do sada poznatih algoritamski nerješivih problema prilično velika. U 
nastavku ćemo navesti neke od najpoznatijih i najvažnijih algoritamski nerješivih 
problema. Primjeri pokazuju da algoritamski nerješivi problemi mogu među 
sobom biti izrazito različiti po svojoj prirodi. 


Među najvažnijim algoritamski nerješivim problemima nalazi se deseti 
Hilbertov problem, odnosno problem utvrđivanja da li zadana Diofantova 
jednačina ima rješenja ili ne. Pokazano je da je ovaj problem algoritamski 
nerješiv već za Diofantove jednačine četvrtog stepena, što je izazvalo veliko 
razočarenje. Nerješivost desetog Hilbertovog problema neposredna je posljedica 
jednog opštijeg rezultata koji je izveo J. Matijasevič. Da bismo rekli nešto više o 
tome, preciziraćemo neke pojmove koje smo ranije intuitivno pomenuli prilikom 
izlaganja osnovnih pojmova teorije skupova. Za skup kažemo da je rekurzivno 
nabrojiv ukoliko postoji algoritam koji generira njegove elemente, preciznije 
algoritam koji za ma kakav zadani prirodan broj n terminira dajući na izlazu 
nekih n elemenata tog skupa. S obzirom da ima neprebrojivo mnogo podskupova 
skupa N (koji su svi prebrojivi), a samo prebrojivo mnogo algoritama, jasno je da 
postoje prebrojivi skupovi koji nisu rekurzivno nabrojivi. Dalje, za skup kažemo 
da je rekurzivan ukoliko postoji algoritam za utvrđivanje pripadnosti tom skupu, 
odnosno algoritam koji za svaki ulazni podatak x terminira dajući na izlazu 
odgovor da li x pripada tom skupu ili ne. Značajno je da postoje rekurzivno 
nabrojivi skupovi koji nisu rekurzivni. Na primjer, skup svih Turingovih mašina 
je prebrojiv, tako da sve Turingove mašine možemo indeksirati brojevima, te 
možemo govoriti o prvoj, drugoj, trećoj i, općenito, n-toj Turingovoj mašini. 
Posmatrajmo sada podskup H skupa N dat kao 


H = {n | n-ta Turingova mašina terminira) 


! Grigorij Samuilovič Cejtin (1936—), ruski matematičar i lingvista. Zanima se za programske jezike. 
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Prilično je lako pokazati da je H rekurzivno nabrojiv skup, ali nije rekurzivan 
(da jeste, Halting problem bio bi rješiv). Sada, Matijasevičev rezultat (poznat 
kao Matijasevičeva teorema) tvrdi da je neki podskup A skupa N rekurzivno 
nabrojiv ako i samo ako postoji Diofantova jednačina sa jednim parametrom a 
takva da je A jednak skupu svih vrijednosti a za koje ta Diofantova jednačina 
ima rješenja u skupu N (na primjer, skup složenih brojeva je skup svih brojeva a 
za koje Diofantova jednačina (x+2)(y+2) =a ima rješenja u skupu N). Iz 
Matijasevičeve teoreme neposredno slijedi da bi, kada bi deseti Hilbertov 
problem bio algoritamski rješiv, tada bi se za svaki rekurzivno nabrojivi skup 
moglo algoritamski utvrditi da li mu neki element pripada ili ne, odnosno svaki 
rekurzivno nabrojivi skup bio bi rekurzivan, a vidjeli smo da nije tako. Iz toga 
slijedi da deseti Hilbertov problem nije algoritamski rješiv. 


U matematičkoj analizi također postoji mnogo algoritamski nerješivih 
problema. Recimo, ukoliko je f ma kakva elementarna realna funkcija jedne 
realne promjenljive, dokazano je da su algoritamski nerješivi problemi utvrditi 
posjeduje li ona realne nule, kao i da li njen integral na R (tj. integral u granicama 
od —co do +) konvergira. Problem ostaje algoritamski nerješiv čak i ukoliko se 
ograničimo na funkcije iz jedne vrlo uske klase funkcija, preciznije klase 
funkcija koje se mogu generirati kompozicijom operacija sabiranja, oduzimanja, 
množenja, dijeljenja i funkcije sinus. Ne treba se zavarati činjenicom da postoje 
brojni numerički algoritmi za približno računanje nula funkcija i integrala. 
Naime, svi takvi algoritmi uvijek rade samo u granicama određene tačnosti, 
tako da čak i ukoliko se utvrdi da postoji tačka u kojoj se vrijednost funkcije 
razlikuje od nule za manje od proizvoljno malog iznosa €, u općem slučaju ne 
možemo znati da li se zaista radi o nuli funkcije, ili o tački u kojoj funkcija 
uzima enormno malu vrijednost, ali ipak različitu od nule. 


Ne smijemo zaboraviti ni problem testiranja valjanosti formula predikatske 
logike, koji također nije algoritamski rješiv, što je već bilo nagoviješteno ranije. 
Preciznije, ne postoji algoritam koji bi za svaku formulu predikatske logike 
utvrdio da li je valjana ili nije, mada postoje postupci koji će za svaku valjanu 
formulu utvrditi da je valjana. Problemi nastaju kod formula koje nisu valjane, 
jer takvi postupci za formule koje nisu valjane mogu upasti u petlju bez izlaza, 
bez mogućnosti da se činjenica da petlja nema izlaza utvrdi. Algoritamska 
nerješivost problema testiranja valjanosti formula predikatske logike također se 
pokazuje svođenjem na Halting problem za Turingovu mašinu. Naime, za svaku 
Turingovu mašinu moguće je sastaviti formulu predikatske logike koja je valjana 
ako i samo ako ta Turingova mašina terminira nakon konačno mnogo koraka. 
Kada bi problem testiranja valjanosti formula predikatske logike bio algoritamski 
rješiv, bio bi algoritamski rješiv i Halting problem za Turingovu mašinu, a 
znamo da nije. 


Mnogo algoritamski nerješivih problema povezano je sa općim problemom 
analize programa (Halting problem također se može svrstati u takvu kategoriju 
problema). Na primjer, algoritamski je nerješiv problem utvrditi ekvivalenciju 
dva programa u općem slučaju (za ma kakav programski jezik), odnosno utvrditi 
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da li dva programa za iste ulazne podatke uvijek daju iste izlazne podatke. Dalje, 
algoritamski nerješiv problem je utvrditi u općem slučaju koji dijelovi izvršnog 
mašinskog koda predstavljaju mašinske instrukcije koje će se zaista izvršiti, a 
koji dijelovi predstavljaju samo podatke. Preciznije, ovaj problem je algoritamski 
nerješiv za svaki procesor koji u svom skupu instrukcija posjeduje bilo kakvu 
instrukciju indirektnog skoka, odnosno skoka na memorijsku lokaciju koja nije 
unaprijed poznata, nego se izračunava (za razumijevanje ovoga, pretpostavlja se 
elementarno poznavanje osnovne terminologije koja spada u domen mašinskog i 
asemblerskog programiranja). Konačno, što je posebno nezgodno, algoritamski 
je nerješiv problem utvrditi da li je neki program virus ili sadrži virus kao svoj 
dio, pri čemu pod virusom podrazumijevamo program koji je u stanju kreirati 
svoje vlastite kopije, i eventualno izvršavati neki maliciozni kod. 


Zvuči nevjerovatno, ali algoritamski je nerješiv čak i problem ispitivanja da 
li je program napisan u programskom jeziku C++ sintaksno ispravan ili ne, tj. 
da li se uopće može kompajlirati ili ne (ovo je specifična i baš ne pohvalna 
osobina ovog programskog jezika). Pokažimo o čemu se zapravo radi (dio koji 
slijedi zahtijeva dobro poznavanje naprednih koncepata jezika C++ i može se 
preskočiti bez gubitka kontinuiteta). Nevolju pravi činjenica da se generičke 
strukture i klase mogu instancirati ne samo imenima tipova nego i brojčanim 
konstantama. To omogućava takve rekurzivne definicije generičkih struktura ili 
klasa čije instanciranje prilikom kompajliranja zahtjeva instanciranje novih 
struktura ili klasa, sve dok se ne instanciraju neke strukture i klase koje ne 
dovode do stvaranja novih struktura i klasa. Tom prilikom, u izvjesnom smislu, 
program proširuje sam sebe tokom kompajliranja (tehnike tog tipa obično se 
nazivaju metaprogramiranje). Pogledajmo, na primjer, sljedeći C++ program: 


#include <iostream> 


template <int N> 
struct F { 
static const int v = N * F<N - 1>::v; 
}; 
template <> 
struct F<0> { 
static const int v = 1; 
}; 
int main() { 
stdi::cout << F<5>::v; 
return 0; 


} 


U glavnom programu traži se instanciranje konkretne strukture “F<5>” iz 
obrasca za generičku strukturu “F”. Međutim, pogledamo li definiciju obrasca, 
vidimo da će instanciranje strukture “F<5>” tražiti da se instancira struktura 
“F<4>", što dalje traži instanciranje strukture “r<3>", i tako dalje sve dok se ne 
instancira struktura “F<0>” (koja ne traži nova instanciranja). Dakle, prilikom 
kompajliranja ovog programa kreira se ukupno 6 struktura (“F<5>", “F<4>", 
“F<3>", “F<2>", “F<1>” i “F<0>”). Da smo umjesto broja 5 u glavnom programu 
stavili neki drugi broj N, bilo bi kreirano ukupno N+1 klasa. Ovaj program 
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zapravo računa i ispisuje faktorijel broja 5 (odnosno N u općem slučaju), ali na 
vrlo neobičan način, s obzirom da se računanje obavlja za vrijeme kompajliranja 
programa, a ne za vrijeme njegovog izvršavanja! Međutim, vrlo lako je formirati 
konstrukcije slične gore opisanim, kod kojih proces kompajliranja teoretski 
nikad ne završava. Takva je situacija recimo sa sljedećim programom: 


#include <iostream> 


template <int N> 
struct F { 
static const int v = F<N + 1>::v; 
}; 
int main() { 
Stdr;reout << F<l>::v; 
return 0; 


} 


U ovom programu se traži instanciranje strukture “r<1>", koje zahtijeva 
instanciranje strukture “F<2>”, koje dalje traži instanciranje strukture “F<3>”, i 
tako u nedogled. Očigledno, kompajliranje ovog programa nikada ne završava, 
te se on ne može smatrati ispravnim. Za ovaj konkretan slučaj, svi kompajleri će 
lako detektirati problem. Naime, svi kompajleri ograničavaju maksimalnu dubinu 
rekurzivnih poziva prilikom rekurzivnih instantacija, tako da se pri dostizanju 
maksimalne dozvoljene dubine prijavljuje da nešto nije u redu. Na primjer, ako 
je maksimalna dubina ograničena na 500, kompajler će prijaviti grešku kada 
pokuša instancirati klasu “F<501>”. Međutim, nije teško kreirati takav program 
u kojem će u svakom rekurzivnom koraku biti instancirano recimo dvostruko 
više struktura ili klasa nego u prethodnom koraku, tako da broj instanciranih 
struktura eksponencijalno ovisi od dubine rekurzije. Na taj način, moguće je 
instancirati astronomski velik broj struktura ili klasa, a da pri tome dubina 
rekurzije uopće ne bude velika. Takav je slučaj recimo u sljedećem programu: 


#include <iostream> 


template <typename T, int P, int N> 
struct F { 
static const int v = F<F<T, P, N>, 0, N - 1>::v 
+ F<F<T, P, N>, 1, N- 1>::v; 
}; 
template <typename T, int P> 
struct F<T, P, O> ( 
static const int v = 1; 
}; 
int main() { 
std::cout << F<int, 0, 10>::v; 
return 0; 


} 


Ovdje se prvo traži instanciranje strukture “F<int, 0, 10>”, što na osnovu 
definicije zahtijeva instanciranje dvije nove strukture "FxFxint, 0, 102, 0, 92" 
i “F<F<int, 0, 10>, 1, 9>”. Međutim, instanciranje svake od ovih struktura 
zahtijeva instanciranje po dvije nove strukture, tako da će u sljedećem koraku 
biti instancirane četiri nove strukture “F<F<F<int, 0, 10>, 0, 9>, 0, 8>”, 
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“F<F<F<int, 0, 10>, 0, 9>, 1, 82", “F<F<F<int, 0, 10>, 1, 9>, 0, 8>” i 
“F<F<F<int, 0, 10>, 1, 9>, 1, 8>”. U sljedećem koraku instanciraće se osam 
novih struktura, i tako dalje sve dok se ne instanciraju strukture kod kojih zadnji 
parametar obrasca ima vrijednost O (tj. strukture oblika "Fx..., 0, 0>” i 
“F<..., 1, 0>”) koje ne zahtijevaju dodatne instantacije. Nije teško izračunati da 
će ukupno biti instancirano 2047 različitih struktura, pri čemu dubina rekurzije ne 
prelazi 10. U općem slučaju, zamijenimo li broj 10 u glavnom programu sa nekim 
drugim prirodnim brojem N, biće instancirano ukupno 2**'— 1 struktura, odnosno 
broj instanciranih struktura je približno proporcionalan sa 2“, dok dubina rekurzije 
ne prelazi N. S obzirom da se složenost instanciranih klasa također udvostručava u 
svakom novom rekurzivnom koraku, trajanje kompajliranja ovog programa 
proporcionalno je sa 4“. Pogledajmo šta ovo zapravo znači. Na računaru na kojem 
je ovaj program testiran i sa upotrijebljenim kompajlerom, kompajliranje gornjeg 
programa (za N=10) trajalo je 8 sekundi. Kako se sa porastom N za 1 trajanje 
kompajliranja učetverostručuje, slijedi da bi za N=15 kompajliranje trajalo preko 
2 sata, za N=17 duže od 1.5 dan, za N=21 kompajliranje bi trajalo otprilike 
godinu dana, za N =25 trajalo bi oko 272 godine, dok bi za N=38 trajalo oko 18 
milijardi godina (znatno duže od procijenjene starosti svemira prema teoriji 
velikog praska). Dakle, kompajliranje ovakvih programa može trajati satima, 
danima pa čak i godinama, a da pri tome kompajler nema nikakvu ideju da li će 
kompajliranje ikada završiti (tj. da li je program korektno napisan ili ne). Stoga je 
posve moguće sastaviti i program za koji se ne zna da li njegovo kompajliranje 
ikada završava ili ne. 


Neki algoritamski nerješivi problemi više podsjećaju na lako rješive igre 
nego zaista na probleme koji nisu algoritamski rješivi u općem slučaju. Na 
primjer, takav je Postov problem korespodencije. Ovaj problem se sastoji u 
sljedećem. Ako imamo kartice na kojima su obostrano ispisana neka slova, pri 
čemu je različitih vrsta kartica konačno mnogo, a od svake vrste možemo uzeti 
proizvoljan broj primjeraka, odrediti da li je moguće sastaviti takav niz kartica 
da s obje strane bude ispisana ista riječ, pod uvjetom da se kartice ne smiju 
prevrtati. Algoritamski je nerješiv i problem popločavanja (engl. Tiling problem) 
koji se sastoji u utvrđivanju da li je ravan moguće u potpunosti i bez preklapanja 
popločati figurama iz unaprijed zadanog konačnog skupa figura (slično 
popularnoj igri Tetris). Pri tome se misli da ima konačno mnogo različitih tipova 
figura (dok primjeraka ma kojeg tipa figura ima beskonačno mnogo, inače ne 
bismo mogli popločati cijelu ravan). Interesantno je da Penrose neke svoje 
teorije o suštinski nealgoritamskom radu ljudskog mozga zasniva upravo na 
problemu popločavanja. Naime, izgradnja novog tkiva mozga u procesu učenja 
ponaša se po zakonima koji su upadljivo slični nekim modelima popločavanja 
ravni "sumnjive" algoritamske rješivosti. 


U vezi sa algoritamski nerješivim problemima je i problem izračunavanja 
vjerovatnoće da proizvoljno generiran mašinski kod za neki procesor završi rad 
nakon konačno mnogo izvršenih instrukcija, odnosno vjerovatnoće da nasumično 
izabrana Turingova mašina terminira za nasumično izabran početni sadržaj 
trake (u oba slučaja smatramo da je svaka kombinacija jednako vjerovatna). 
Tražena vjerovatnoća, za slučaj Turingove mašine, obilježava se sa Q, i naziva 
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se Chaitinova' konstanta ili broj mudrosti (engl. Number of Wisdom). Naime, 
poznato je da bi poznavanje ovog broja omogućilo rješavanje Halting problema. 
Na žalost, algoritam za njegovo računanje ne postoji. Preciznije, poznavanje 
prvih n bita (binarnih cifara) broja O iza decimalnog zareza (s obzirom da vrijedi 
O<A<1) omogućilo bi rješavanje Halting problema za sve programe koji se 
mogu realizirati na Turingovoj mašini sa manje od n stanja. Kako se rješavanje 
praktično svih poznatih nerješenih problema može kodirati na Turing mašini sa 
ne više od 10000 stanja, slijedi da bi poznavanje prvih 10000 bita broja Q 
omogućilo rješavanje gotovo svih otvorenih matematskih problema. Logičar G. 
Chaitin, koji je otkrio “čudesna” svojstva ovog broja, jednom prilikom je upitan 
koje pitanje bi postavio ukoliko bi mogao obaviti telefonski razgovor sa Bogom. 
Chaitin je, pretpostavljate, rekao da bi tražio da mu Bog izdiktira prvih 10000 
bita broja A (u dekadnom brojnom sistemu, to je nešto više od 3000 cifara iza 
decimalnog zareza, tako da bi se takav telefonski razgovor zaista mogao obaviti 
u prihvatljivom vremenu). 


Osvrnimo se ukratko i na poznate primjere algoritamski neizračunljivih 
funkcija. Kao prvi primjer uzećemo grupu funkcija poznate pod čudnim nazivom 
busy beaver funkcije (skraćeno BB). Ove funkcije definiraju se za konkretan 
procesor, ili konkretnu univerzalnu računsku mašinu, pri čemu kad kažemo 
samo busy beaver funkcija, obično mislimo na busy beaver funkciju definiranu 
za Turing mašinu. Pretpostavimo da je dat neki konkretan procesor. Razmotrimo 
sve mašinske programe za taj procesor koji zauzimaju n memorijskih lokacija 
(takvih programa ima konačno mnogo) i koji završavaju rad nakon konačno 
mnogo izvršenih instrukcija. Označimo sa BB(n) maksimalni broj lokacija koje 
ovi programi mogu “ubrljati (tj. lokacija čiji će sadržaj biti izmijenjen pod 
njihovim dejstvom). Zbog činjenice da se traži da programi terminiraju nakon 
konačno mnogo koraka, isključeni su programi koji u beskonačnoj petlji upisuju 
vrijednost u sve memorijske lokacije uzastopno, kvareći na taj način sadržaj 
beskonačno mnogo lokacija, odnosno praktično kompletne raspoložive memorije. 
Za slučaj Turingove mašine, BB(n) se definira kao maksimalan broj simbola koje 
neka Turingova mašina sa n stanja i koja završava rad nakon konačno mnogo 
koraka, može upisati na traku (uz pretpostavku da je traka na početku prazna). 
Bez obzira na model koji se koristi, funkcija BB je posve dobro definirana i 
njena definicija se za ma kakav korišteni model može izraziti čak i posve 
formalno, koristeći čisto matematičku simboliku (mada je takav zapis prilično 
nezgrapan). Međutim, pokazano je da funkcije iz busy beaver porodice nisu 
izračunljive. Naime, iz pretpostavke njihove izračunljivosti, lako se izvode razne 
paradoksalne situacije slične onoj kod Halting problema. Recimo, iz pretpostavke 
da je BB funkcija za Turingovu mašinu izračunljiva, polazeći od Turingove 
mašine koja je računa, moguće je konstruisati Turingovu mašinu sa n stanja koja 
terminira nakon konačno mnogo koraka, a koja upisuje više od BB(n) simbola 
na traku, što protivrječi samoj definiciji BB funkcije. 


Interesantno je da, mada je BB funkcija neizračunljiva, neke njene osobine 
su poznate, kao i neke njene vrijednosti. Ograničimo se na slučaj BB funkcije za 


I Gregory Chaitin (1947—), argentinsko-američki matematičar. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. 
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Turingovu mašinu. Tako je, na primjer, poznato da je BB(1)=1, BB(2)=4, 
BB(3)=6 i BB(4)=13. Dalje, poznato je da funkcija BB raste nevjerovatno 
brzo, brže od ma koje izračunljive funkcije. Recimo, poznato je da vrijedi 
BB(8) > 10“, dok za BB(12) vrijedi zaista nevjerovatna procjena 

4 


... 4096 
40964096106 


BB(12) > 6-4096 


pri čemu se u “kuli” eksponenata, eksponent 4096 javlja 164 puta! Također je 
interesantno da bi eventualni algoritam za izračunavanje funkcije BB vodio ka 
algoritmu za rješavanje Halting problema za Turingove mašine, što daje još 
jedan dokaz za neizračunljivost BB funkcije. Ipak, takav algoritam bi bio samo 
teoretske prirode, s obzirom da bi on za rješavanje Halting problema za Turingovu 
mašinu sa n stanja zahtijevao mnogo više od BB(n) koraka. S obzirom na brzinu 
rasta BB funkcije, jasno je da takva mogućnost ne bi bila praktično izvodljiva. 


Drugi primjer neizračunljive funkcije je funkcija Kolmogorova', koja je 
tijesno vezana za problem kompresije podataka. Jasno je da se, na primjer, 
binarni niz 101010101010101010101010101010101010 može na neki način 
sažeto (kompresovano) zapisati, s obzirom da se u njemu stalno ponavlja ista 
grupa cifara 10 (konkretno, 18 puta). Funkcija Kolmogorova K(n) definirana je 
kao minimalan broj bita na koji je moguće kompresovati (ma kakvom metodom) 
binarni zapis prirodnog broja n, bez gubitka informacija (tj. tako da je iz 
kompresovanog niza moguće jednoznačno rekonstruisati izvorni niz). Ova 
funkcija je sigurno dobro definirana, s obzirom da za svaki niz binarnih cifara 
mora postojati donja granica do koje je moguće sabiti niz cifara bez gubitka 
informacija (u suprotnom bi svaki niz binarnih cifara mogli kompresovati na 
jedan bit, što je očigledno apsurd). Da je ova funkcija neizračunljiva, pokazuje 
se varijacijom Berryjevog’ paradoksa, koji je jedan od najsnažnijih paradoksa u 
matematici i koji je izazvao barem onoliko polemike koliko i čuveni Russellov 
paradoks. Navešćemo jednu od mogućih formulacija Berryjevog paradoksa. 
Možemo tvrditi da postoje dovoljno složeni prirodni brojevi takvi da za njihovo 
opisivanje (jednoznačno ukazivanje na taj i taj broj) treba više od 15 riječi nekog 
unaprijed fiksiranog rječnika. Zaista, rječnik sadrži konačno mnogo riječi, tako 
da je konačan i skup svih mogućih kombinacija od 15 ili manje riječi tog rječnika. 
Stoga sigurno postoje brojevi za čije opisivanje treba više od 15 riječi. Takvi 
brojevi čine jedan podskup skupa prirodnih brojeva N. Kako je skup N dobro 
uređen, to ovaj podskup ima minimalni element. To je najmanji prirodan broj 
koji se ne može opisati sa manje od 15 riječi. No, upravo smo ga, ovom 
specifikacijom, jednoznačno opisali sa manje od 15 riječi! Na posve sličan način, 
iz pretpostavke da je funkcija K(n) izračunljiva, algoritam za njeno računanje 
doveo bi do metoda koji bi, za dovoljno veliko n, mogao izvršiti kompresiju 
binarnog zapisa prirodnog broja n na manje od K(n) bita, što protivrječi definiciji 
funkcije K(n). Posljedica ovoga je nemogućnost računanja donje granice na koju 


f Andrej Nikolajevič Kolmogorov (1903-1987), ruski matematičar. Bavio se širokim spektrom matematičkih 
disciplina (među kojima su teorija vjerovatnoće, topologija, mehanika, logika, matematička analiza, teorija 
turbulencija) i u svakoj ostavio značajan trag. 

2 q.G. Berry (1867-1928), britanski bibliotekar. Radio kao bibliotekar na Oxfordu. Paradoks koji je on uočio, 
zabilježio je i objavio B. Russell. 
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je moguće izvršiti kompresiju ma koje skupine podataka (nekog dokumenta, 
programa, itd.). 


U posljednje vrijeme se javila pretpostavka da možda postoji računski 
postupak koji proširuje pojam mehanički izvodljivih postupaka, odnosno 
nadvisuje moći Turingove mašine (i njoj ekvivalentnih modela). Predloženi su 
razni takvi modeli, poznati pod zajedničkim nazivom hiperračunari (odnosno 
hiperkompjuteri), ali se ni za jedan od takvih modela ne vidi nikakva mogućnost 
njegove stvarne fizičke realizacije (većina takvih modela zahtijevala bi postojanje 
prilično bizarnih fizikalnih zakona, čije postojanje doduše nije teoretski 
isključeno). Stoga su, barem za sada, Turingova mašina i sve njoj ekvivalnentne 
mašine najjači modeli računskih mašina koje se zaista mogu fizički realizirati. 
To ne isključuje mogućnost da će se nekada i naći mogućnost konstrukcije 
nekog hiperračunara, mada su mnogi skeptični po tom pitanju. Interesantno je da 
su se kvantni računari (koji također nisu fizički realizirani zbog tehnoloških 
poteškoća, ali se barem zna kako bi se oni principijelno mogli realizirati) također 
pokazali posve ekvivalentni sa Turingovom mašinom sa aspekta rješivosti 
problema, mada je dokazano da bi, barem za neke vrste problema, oni mogli biti 
neuporedivo brži od danas poznatih računskih mašina. Nedavno su se pojavili 
članci koji tvrde da bi nekakvi modeli kvantnih računara (koji se oslanjaju na 
hipotetičku mogućnost superpozicije beskonačno mnogo kvantnih stanja) možda 
bili u stanju riješiti deseti Hilbertov problem, odnosno uraditi nešto što 
Turingova mašina nije u stanju uraditi (odnosno, što nije u stanju uraditi niti 
jedna do danas poznata računska mašina). Ipak, takvi članci su više u domenu 
špekulacija, nego u domenu realnosti. Bez obzira na sve, lako je pokazati da čak 
ni eventualni izum nekog od hiperračunara ne vodi mogućnosti algoritamskog 
rješavanja svih problema. Preciznije, za ma kakav model računske mašine (bio 
on fizički ostvarljiv ili ne) moguće je konstruisati problem koji ta računska 
mašina nije u stanju riješiti! 


10.5 Turingova mašina kao model univerzalne računske mašine 


U ovom odjeljku ćemo malo detaljnije razmotriti Turingovu mašinu kao 
model univerzalne računske mašine. Postoji mnogo različitih načina kako se u 
literaturi formalno definira Turingova mašina (pri čemu se pod formalnom 
definicijom smatra čisto matematička definicija koja ni na kakav način ne 
implicira fizičku strukturu mašine). Bez obzira na pojedine razlike, sve formalne 
definicije načelno se slažu u tome da se Turingova mašina sastoji od alfabeta T, 
koji predstavlja konačan skup simbola, i koji obavezno sadrži jedan specijalan 
simbol nazvan praznina (engl. blank) koji ćemo obilježavati sa “o”, zatim 
konačnog skupa stanja Q, početnog stanja qo€ Q i tablice instrukcija (odnosno 
tablice prelaza) A koja se sastoji od uređenih četvorki oblika (g',Y',g",Y"), pri 
čemu je ge 0, EQ, YeIiy'elul&e,>), gdje su “>" i “=” dva 
specijalna simbola koji se ne nalaze unutar alfabeta I' (intuitivno, ovim 
simbolima odgovaraju operacije pomjeranja glave ulijevo odnosno udesno). Pored 
toga, na četvorke (g',Y',g",Y")) se postavlja dodatni uvjet da nikoje dvije 
četvorke iz A nemaju međusobno jednake prve dvije koordinate. Alternativno, A 
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se nekada definira i kao funkcija A: OXI GOXI'U {+}, >}, što obezbjeđuje da 
je ovaj posljednji uvjet automatski ispunjen. Također se ponekad razlikuje radni 
alfabet T i ulazni alfabet >, koji predstavlja neki podskup od I'\{o}. Intuitivno, 
mašina pri svom radu može koristiti sve simbole iz radnog alfabeta I', ali se 
samo ulazni alfabet može koristiti za zadavanje problema. 


Svakoj Turingovoj mašini pridružuje se tzv. konfiguracija, koja se sastoji od 
sekvence t; ie Z simbola iz T, koja se naziva traka, pri čemu je samo konačno 
mnogo članova sekvence različito od praznine, zatim tekućeg stanja ge O i 
cijelog broja p koji se naziva pozicija glave. Dakle, konfiguracija je uređena 
trojka (t, q, p). Pod računanjem (engl. computation) uz pomoć Turingove mašine 
nazivamo svaki konačan niz konfiguracija koji se formira na sljedeći način. U 
početnoj konfiguraciji imamo q = qo i p=0, dok sekvenca t; sadrži ulazne podatke, 
kodirane pomoću simbola iz alfabeta È. Podaci su međusobno razdvojeni po 
jednom prazninom, a njihov zapis počinje počev od indeksa 0 naviše. Svaka 
sljedeća konfiguracija određuje se na sljedeći način. U tablici instrukcija A traži 
se četvorka (g',Y',g",Y") za koju vrijedi g? =q i Y= t, (iz uvjeta koji se nameću 
na A slijedi da postoji najviše jedna takva četvorka). Ukoliko takva četvorka ne 
postoji, tekuća konfiguracija je i posljednja (tj. mašina “završava rad"). U 
suprotnom, novo tekuće stanje postaje g=g", a dalji tok akcija zavisi od y”. 
Ukoliko je y”e I, vrši se zamjena postojećeg simbola 1, sa y”, odnosno postaje 
t,=Y". S druge strane, ukoliko je y” jednak simbolu “«—” odnosno “=>”, p se 
smanjuje odnosno povećava za jedinicu (tj. glava se "pomjera" za jedno mjesto 
“ulijevo” odnosno “udesno”). Proces se dalje nastavlja sve dok ne dođemo do 
završne konfiguracije. Sekvenca t; onakva kakva je u završnoj konfiguraciji, 
sadrži rješenje problema, zapisano pomoću simbola iz alfabeta I. Ova izmjena 
konfiguracija može se precizno opisati pomoću matematičkih formula koje daju 
zavisnost naredne konfiguracije od tekuće konfiguracije i elemenata tablice 
instrukcija A, ali je i ovakav verbalni opis dovoljno precizan 1 jasan. Primijetimo 
da je “redoslijed” navođenja “instrukcija” u tablici instrukcija A posve nebitan, 
za razliku od redoslijeda instrukcija u klasičnim programskim jezicima. 


Kao primjer, navešćemo konkretnu Turingovu mašinu koja binarni broj 
upisan na traku povećava za jedinicu. Alfabet ove mašine biće skup I = {0, 1,0}, 
skup stanja biće Q= {qo0, q1, 42, q3, 44}, Stanje qo će biti početno stanje, dok će 
tablicu instrukcija A sačinjavati sljedeće četvorke: 


(qo, 0, 40, >) (qo, 1, do, >) (qo, > qi, ©) (qı, 0, 42, 1) 
(qı, 1, q3, 0) (qı, > 44, 1) (42, 0, 42, e) (42, 1, 42, >) 
(42, > 44, 1) (qa, 0, qu) 


Prije nego što razmotrimo kako tačno radi ova Turingova mašina, naglasimo 
da se tablica instrukcija Turingove mašine može veoma pregledno prikazati 
pomoću grafa (preciznije, multigrafa) u kojem stanjima mašine odgovaraju 
čvorovi grafa, dok svakoj četvorki iz tablice instrukcija oblika (q',Y',q",yY') 
odgovara grana koja ide iz čvora pridruženog stanju q u čvor pridružen stanju 
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q” označena oznakom Y'/Y"'. Recimo, prikazanoj tablici instrukcija odgovara graf 
kao na sljedećoj slici: 


0/>/ 320 n o L 


0/ 
l1/e 


[> 


Mašina započinje rad u stanju qo. Pretpostavimo da se na početku na traci 
nalazi binarni broj koji treba povećati za jedinicu, pri čemu glava pokazuje na 
prvi znak broja (tj. na najviši bit). Prvo je potrebno da mašina pozicionira glavu 
na krajnji (najniži) bit broja. Stoga, mašina čita znakove, i sve dok je znak 
jedinica ili nula, pomjera glavu udesno i ostaje u istom stanju. Kada naiđe na 
prvi znak koji nije jedinica ili nula, to može biti samo praznina. Mašina pomjera 
glavu ulijevo i prelazi u stanje qı. Povećavanje može da započne. Ukoliko se na 
mjestu glave nalazi nula, mašina je mijenja sa jedinicom, i prelazi u stanje q2. U 
načelu, povećavanje je tada završeno. Međutim, po konvenciji se uzima da 
mašina treba završiti rad tako da na kraju rada glava pokazuje na prvi znak 
rezultata. Stoga, u stanju q2 mašina čita znakove, i sve dok su oni nule ili 
jedinice pomjera glavu ulijevo, i vraća se ponovo u stanje q2. Nailaskom na prvu 
prazninu, glava se pomiče udesno, i mašina prelazi u završno stanje q4. Ukoliko 
se u stanju qı umjesto nule nalazila jedinica, mašina je zamjenjuje sa nulom, i 
nastavlja dalje sa ciljem da “izvrši prenos". Stoga mašina prelazi u stanje qa, 
nakon čega pomjera glavu jedno mjesto ulijevo i vraća se u stanje qı, tako da se 
proces nastavlja sa sljedećim bitom po težini. Proces se dalje nastavlja sve do 
pronalaska prve nule. Ukoliko se pri tome ne naiđe niti na jednu nulu (što je 
moguće ukoliko se zadani broj sastojao od samih jedinica), već samo na prazninu, 
na mjesto te praznine upisuje se jedinica, nakon čega mašina prelazi u završno 
stanje qa. 


Iustrirajmo opisani proces na jednom primjeru. Neka je kao ulazni podatak 
zadan binarni broj 10111. Računanje će se tada odvijati kroz sljedeći niz 
konfiguracija, pri čemu je radi preglednosti sekvenca koja predstavlja traku 
prikazana kao obični string simbola, dok je pozicija glave određena podvučenim 
simbolom: 


Go: 10111 > qo: 10111 > Go: 10111 > qo: 10111 > qo: 10111 > 
— qo: 10111_ > qu: 10111 > qa: 10110 > qu: 10110 > 
— q3: 10100 > qı: 10100 > q3: 10000 > qı: 10000 > 
—> qz: 11000 > q2: 11000 > q2: _11000 — qa: 11000 


Prema izvornoj ideji, bilo je zamišljeno da same instrukcije Turingove mašine 
budu pohranjene u njenom "hardveru", odnosno da različitim tablicama prelaza 
A odgovaraju različite Turingove mašine (odnosno, svaka Turingova mašina je 
preprogramirana samo za određeni zadatak). Međutim, ubrzo je pokazano da je 


moguće konstruisati Turingovu mašinu (preciznije, mašinu sa takvom tablicom 
prelaza) koja bi bila u stanju da simulira svaku drugu Turingovu mašinu 
(uključujući i samu sebe) u smislu da bi se na traku kao ulazni podatak pored 
samih podataka koji treba da se obrađuju pohranila i tablica prelaza Turingove 
mašine koju treba simulirati (kodirana na odgovarajući način, u skladu sa 
upotrijebljenim alfabetom). Takva Turingova mašina naziva se univerzalna 
Turingova mašina. Slikovito rečeno, takva mašina je neka vrsta primitivne 
programabilne računske mašine, pri čemu se "program" (tj. opis Turingove 
mašine koju univerzalna Turingova mašina treba da simulira) nalazi pohranjen 
na samoj traci, zajedno sa podacima koji se obrađuju. Začudo, univerzalna 
Turingova mašina nije čak ni osobito komplicirana, pri čemu pod mjerom 
kompliciranosti smatramo broj instrukcija u njenoj tablici prelaza (nekoliko 
desetina instrukcija je sasvim dovoljno). Naravno, što se tiče same univerzalne 
Turingove mašine, njene vlastite instrukcije bile bi pohranjene u "hardveru". U 
nekom smislu, smatra se da otkriće univerzalne Turingove mašine predstavlja 
otkriće “softvera” (ne zaboravimo da su svi ovi pojmovi otkriveni prije pojave 
stvarnih računara). 


Što se tiče alfabeta Turingove mašine, pokazano je da se, za potrebe teorijskih 
razmatranja, možemo ograničiti na alfabet I= {o,|} koji se, pored praznine, 
sastoji od samo jednog simbola “|”. Naime, pokazano je da je, bez obzira na 
korišteni alfabet, uvijek moguće konstruisati ekvivalentnu Turingovu mašinu 
koja bi koristila samo alfabet I'={o,|} i koja bi obrađivala podatke zapisane u 
unarnoj notaciji. Pri tome se pod unarnim zapisom broja n smatra string koji se 
sastoji od n istih simbola (obično se uzima simbol “|”). Recimo, unarni zapis 
broja 7 glasi =|||||||" 


10.6 Univerzalne registarske mašine i beskonačni abakus 


Turingova mašina definitivno predstavlja jedan hipotetski model univerzalne 
računske mašine (računara). Međutim, primijetno je da taj model nema gotovo 
ništa zajedničko sa principima na kojima su zasnovani računari koji se danas 
zaista koriste. Na prvom mjestu, traci Turingove mašine, koja predstavlja njenu 
"radnu memoriju", pristupa se isključivo sekvencijalno, dok su računari koji se 
danas koriste zasnovani na memoriji čijem se sadržaju može pristupati ma 
kakvim redom (tj. memoriji RAM tipa). Pored toga, redoslijed kojim se navode 
instrukcije Turingove mašine uopće ne utiče na njen rad, dok je kod stvarnih 
računara redoslijed instrukcija od presudne važnosti. Stoga je prirodno da su se 
pojavili matematski modeli univerzalnih računskih mašina koji su mnogo bliži 
konceptu na kojem se danas zasnivaju stvarni računari. Takvi modeli nazivaju se 
univerzalne registarske mašine. 


Univerzalna registarska mašina sastoji se od radne memorije neograničenog 
kapaciteta, koja je organizirana kao sekvenca registara odnosno memorijskih 
lokacija. Svaki registar ima svoj indeks, koji se naziva njegova adresa. Registri 
mogu sadržavati prirodne brojeve, za koje se obično uzima da nisu ograničeni 


po opsegu, mada se mogu razmatrati i modeli čiji registri mogu sadržavati samo 
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brojeve iz određenog opsega, što je bliže stvarnim realizacijama računara 
(interesantno je da ovakva ograničenja ne umanjuju principijelnu računsku moć 
mašine sa aspekta izračunljivosti). Formalno, radna memorija je sekvenca 
R, ie N čiji se elementi nazivaju registri, pri čemu svaki registar može 
predstavljati (obično se kaže sadržavati) ma koji prirodan broj. (uključujući i 
nulu). Mašina radi u skladu sa programom II, koji predstavlja listu (uređeni 
skup) instrukcija. Različiti modeli univerzalnih registarskih mašina razlikuju se, 
između ostalog, po tome kakvog su oblika njihove instrukcije. 


Konfiguracija univerzalne registarske mašine sastoji se upravo od sadržaja 
njene radne memorije (tj. vrijednosti sekvence Ri, ie N) i prirodnog broja p, koji 
se naziva programski brojač. U početnoj konfiguraciji, u radnoj memoriji se 
nalaze ulazni podaci, koji predstavljaju opis problema (podrazumijeva se da je 
problem na neki način kodiran prirodnim brojevima, što se uvijek može postići). 
Računanje pomoću registarske mašine predstavlja niz konfiguracija koji se 
dobija na sljedeći način. U svakom koraku se uzima p-ta instrukcija iz liste 
instrukcija i izvršava akcija određena instrukcijom, koja svakako dovodi do 
promjene konfiguracije (bilo do promjene vrijednosti sekvence R;, bilo do 
promjene vrijednosti p, bilo do promjene vrijednosti 1 jednog i drugog). Završna 
konfiguracija je ona kod koje je p veće od ukupnog broja instrukcija (tada 
mašina "prestaje sa radom"), pri čemu sekvenca R; u završnoj konfiguraciji 
sadrži rješenje problema. Kao što je već rečeno, različiti modeli univerzalnih 
registarskih mašina razlikuju se po skupu instrukcija koje raspoznaju. Jedan od 
najčešće razmatranih modela je model koji raspoznaje četiri tipa instrukcija, 
koje su, zajedno sa njihovim značenjem, prikazane u sljedećoj tabeli: 


Instrukcija Značenje 

CLR(n) Postavi R, na vrijednost 0 i povećaj p za 1 

INC(n) Povećaj R, ip za 1 

TR(m,n) Postavi R, na vrijednost R,, i povećaj p za 1 

INE(m,n, q) Ako je R,£R,, postavi p na vrijednost q; u 
suprotnom, povećaj p za 1 


Interesantno je da je dokazano da su ove instrukcije (koje se obično imenuju 
engleskim nazivima “clear”, “increment”, “transfer” i “jump if not equal”) posve 
dovoljne da se realizira bilo koje računanje koje bi se moglo ostvariti i sa znatno 
bogatijim skupom instrukcija (druga je stvar da bi se sa bogatijim skupom 
instrukcija mnoga računanja mogla izvršiti jednostavnije, efikasnije i sa manjim 
brojem upotrijebljenih instrukcija). Kažemo da je ovaj skup instrukcija 
Junkcionalno potpun sa aspekta izračunljivosti. Vidjećemo uskoro da postoje 
čak i manji funkcionalno potpuni skupovi instrukcija (pa čak i skup od jedne 
instrukcije koji je funkcionalno potpun). U suštini, univerzalne registarske mašine 
predstavljaju matematski model onoga što se u računarstvu naziva procesor, pri 
čemu skup instrukcija odgovara mašinskom jeziku tog procesora. 
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Pokažimo sada kako bi se, koristeći prikazani skup instrukcija, mogle izvesti 
neke elementarne operacije. Recimo, neka je u registar R; potrebno upisati 
vrijednost 3. To možemo uraditi tako što ćemo pomoću instrukcije CLR(1) upisati 
nulu u registar R;, a zatim ćemo pomoću tri instrukcije INC(1) povećati tri puta 
sadržaj registra R, za jedinicu. Drugim riječima, izvršićemo sljedeći program 
(radi lakšeg praćenja, instrukcije su numerirane rednim brojevima): 


1. CLR(1) 
2. INC(1) 
3. INC(1) 
4. INC(1) 


Znači li to da ukoliko želimo da u registar R; upišemo npr. broj 93, da 
moramo izvršiti program koji sadrži 93 instrukcije INC(1)? Možemo, ali i ne 
moramo, jer postoje i kraći načini da ostvarimo isti cilj. Recimo, s obzirom da 
vrijedi jednakost 93=7-13+2, možemo izvršiti račun sa desne strane za koji 
nam, kao što ćemo uskoro vidjeti, treba mnogo manje od 93 instrukcije. U vezi sa 
ovim interesantno je napomenuti da funkcija f definirana tako da f(n) predstavlja 
najveći broj koji se može kreirati u nekom registru pomoću programa za brojačku 
mašinu koji ne sadrži više od n instrukcija predstavlja još jedan primjer dobro 
definirane ali algoritamski neizračunljive funkcije (ova funkcija je blizak srodnik 
busy beaver funkcija). 


Razmotrimo sada kako bismo mogli sabrati sadržaj dva registra, recimo 
registara R; i Rx, i smjestiti rezultat u treći registar, recimo registar R;. Možemo 
prvo iskopirati sadržaj registra R; u registar R pomoću instrukcije TR(1, 3), a 
zatim uvećati sadržaj registra R; za jedinicu pomoću naredbe INC(3) onoliko 
puta koliko iznosi sadržaj registra R2. Jasno je da će tada biti Rs =R; + R2. Jedini 
problem je kako izvršiti naredbu INC(3) proizvoljan broj puta. Za tu svrhu, 
upotrijebićemo neki pomoćni registar (recimo R4) kao brojač. Njega ćemo na 
početku postaviti na nulu, pomoću naredbe CLR(4), dok ćemo pri svakom 
povećavanju sadržaja registra R; za jedinicu povećavati i njegov sadržaj na 
jedinicu. Nakon toga ćemo pomoću instrukcije JNE testirati da li je sadržaj 
registra R4 dostigao vrijednost pohranjenu u registru R, (tj. da li se "petlja" 
izvršila R, puta). Ukoliko nije, izvršavanje programa se treba vratiti na mjesto 
gdje se vrši povećavanje registara R3 i Ru (tj. na “početak petlje"), odnosno, u 
našem konkretnom slučaju, na treću instrukciju. Sve u svemu, slijedi da treba 
izvršiti sljedeći program: 


. TR(1,3) 
. CLR(4) 

. INC(3) 

. INC(4) 

. JNE(4, 2,3) 


[S E SEO Vo = 


Program se može učiniti jednostavnijim ukoliko dopustimo da se rezultat na 
kraju nalazi u jednom od registara u kojem se nalaze operandi, recimo u registru 
R;. U tom slučaju nam je dovoljan program poput sljedećeg (u kojem smo 
registar R; iskoristili kao brojač): 
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1. CLR(3) 
2. INC(1) 
3. INC(3) 
4. JNE(3,2,2) 


Oduzimanje također nije nikakav problem. Pretpostavimo da želimo od 
sadržaja registra R, oduzeti sadržaj registra Rə i smjestiti rezultat u registar R3, 
pri čemu ćemo uzeti da je R;? R. Za tu svrhu je posve dovoljno u petlji 
uvećavati sadržaj registra Rə za jedinicu sve dok njegov sadržaj ne dostigne 
vrijednost pohranjenu u registru Ri, i pri svakom prolazu kroz petlju uvećavati 
vrijednost registra R; za jedinicu, pri čemu smo prije ulaska u petlju sadržaj 
registra R postavili na nulu. Lako je vidjeti da će nakon završetka vrijediti 
R;=R;—R,;. Međutim, nakon takvog programa će početni sadržaj registra R, biti 
izgubljen. Ukoliko ne želimo da se to dogodi, možemo prije ulaska u petlju 
iskopirati sadržaj registra R u neki pomoćni registar (recimo Rx), i dalje raditi sa 
tim pomoćnim registrom umjesto registrom R, (tako da će njegov sadržaj ostati 
netaknut). To nas vodi do sljedećeg programa: 


. TR(2,4) 
. CLR(3) 

. INC(3) 

. INC(4) 

. JNE(4, 1,3) 


OnE 


Ilustrirajmo još i program za realizaciju množenja, kao nešto složeniji 
primjer. Već smo vidjeli kako se može napraviti program čija se funkcionalnost 
može formalno predstaviti kao R,,+R,>R,,. Da bismo realizirali množenje, pri 
čemu se množenik i množilac nalaze u registrima R; i R dok se rezultat na kraju 
treba nalaziti u registru R3, dovoljno je na početku u registar R; upisati nulu, a 
zatim R, puta ponoviti računanje tipa R+ R; > Rs. Slijedi da treba upotrijebiti 
još jednu petlju (i još jedan pomoćni registar kao brojač ponavljanja), unutar 
koje će se obavljati navedeno računanje. To nas na kraju dovodi do sljedećeg 
programa, koji sadrži dvije petlje (jednu unutar druge), a čiju detaljnu analizu 
nije teško provesti: 


. CLR(3) 
. CLR(4) 

. CLR(5) 

. INC(3) 
INC(5) 

. JNE(5, 1,4) 
. INC(4) 

. JNE(4, 2,3) 


ou 


Uz odgovarajući trud, moguće je na ovoj mašini “isprogramirati”? i znatno 
složenija računanja, koja uključuju i logičke operacije, poput poređenja, logičkog 
kombiniranja uvjeta i svih drugih programskih konstrukcija poznatih u općoj 
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teoriji programiranja. Zapravo, dokazano je da su ove četiri instrukcije posve 
dovoljne da se pomoću njih može realizirati bilo šta što se može realizirati na 
bilo kojem stvarnom procesoru koji se danas koristi u računarstvu ili, još 
općenitije, na bilo kojem drugom modelu univerzalne računske mašine (npr. 
Turingovoj mašini). Prednost univerzalnih računskih mašina u odnosu na 
Turingove mašine leži u činjenici da je njih mnogo lakše “programirati” nego 
Turingove mašine (pogotovo onima koji su upućeni u mašinsko programiranje 
stvarnih računara), s obzirom da je logika pisanja njihovih programa mnogo 
bliža logici koja se koristi u programiranju stvarnih računara nego logika 
programiranja Turingovih mašina. Pored toga, sekvencijalna priroda "memorije" 
Turingove mašine znatno otežava pisanje programa Za nju. 


Vidimo da univerzalna registarska mašina može rješavati sve algoritamski 
rješive probleme (uz prikladan program) čak i sa iznimno ograničenim skupom 
instrukcija. Stoga se prirodno postavlja pitanje koji je minimalni skup instrukcija 
sa kojim univerzalna registarska mašina posjeduje moć rješavanja svih 
algoritamski rješivih problema. M. Minsky' je 1961. godine došao do prilično 
šokantnog zaključka da su dvije instrukcije dovoljne (kasnije se pokazalo da se 
ova granica može spustiti čak i na jednu instrukciju). Ovaj rezultat poznat je kao 
teorema Minskog, a ona tvrdi da su, za punu računsku moć univerzalne 
registarske mašine, u načelu dovoljne sljedeće dvije instrukcije (poznate u žargonu 
pod engleskim nazivima "increment" i “decrement and jump if not zero”): 


Instrukcija | Značenje 

INC(n) Povećaj R, ip za 1 

Ako je R,#0, umanji R, za 1; ako je nakon toga R,#0 
postavi p na vrijednost q, a u suprotnom povećaj p za 1 


DJNZI(n, q) 


Univerzalna registarska mašina koja koristi ovaj instrukcijski skup obično se 
naziva brojačka mašina ili procesor Minskog. Njeno “programiranje? je osjetno 
teže od programiranja prethodno opisane univerzalne registarske mašine. Na 
primjer, dok smo ranije imali instrukciju kojom smo mogli upisati nulu u registar 
Rs, na brojačkoj mašini za tu svrhu moramo upotrijebiti sljedeći program (koji se 
sastoji od samo jedne instrukcije): 


1. DJNZ(5, 1) 


Ideja je očigledna: umanjujemo sadržaj registra Rs za jedinicu u petlji koja se 
izvršava dok njegov sadržaj ne dostigne nulu. Razmotrimo kako bismo mogli, na 
primjer, iskopirati sadržaj registra R, u registar Rv, što smo ranije mogli izvršiti 
jednom jedinom instrukcijom TR(1, 2). Na brojačkoj mašini to nije moguće uraditi 
da ne upotrijebimo i neki pomoćni registar, recimo R3. Najjednostavniji način da 
to izvedemo je sljedeći. Prvo upišemo nule u registar R» i pomoćni registar R3, 
na već opisani način. Zatim, u petlji uvećavamo sadržaj registra R3 za jedinicu, a 
sadržaj registra R, smanjujemo za jedinicu, sve dok sadržaj registra R, ne postane 


! Marvin Minsky (1927—), američki naučnik. Bavi se vještačkom inteligencijom. 
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nula (imamo instrukcije za tu svrhu). Konačno, u novoj petlji uvećavamo sadržaj 
registara R; i R2 za jedinicu, a umanjujemo sadržaj registra R za jedinicu sve 
dok njegov sadržaj ne postane nula. Pažljivim praćenjem nije teško utvrditi da 
ovaj postupak zaista dovodi do željenog cilja. To nas vodi do sljedećeg programa: 


DJNZ(2, 1) 
DJNZ(3, 2) 
INC(3) 
DJNZ(1,3) 
INC(1) 
. INC(2) 
DJNZ(3, 5) 


2omnaoRn— 


Pažljivom analizom ovog primjera nije isuviše teško ovladati "tajnama" 
programiranja za ovu mašinu. Recimo, ukoliko izmijenimo prethodni program 
tako da ne brišemo sadržaj registra Rə na početku, dobićemo program koji 
obavlja račun R;+R2>R». Kombiniranjem ovog primjera i raznih "tehnika" 
programiranja koje su opisane za prethodni model univerzalne računske mašine 
(koja poznaje četiri instrukcije), nije teško uvidjeti kako bi se za brojačku mašinu 
mogli napraviti programi za realizaciju oduzimanja, množenja i drugih složenijih 
operacija. Mada od toga nema neke praktične koristi, sastavljanje takvih 
programa je interesantna vježba koja jača moć logičkog rasuđivanja. 


Ubrzo nakon formulacije teoreme Minskog, pokazano je da postoje modeli 
univerzalnih registarskih mašina koje mogu rješavati sve algoritamski rješive 
probleme, a koje koriste samo jednu instrukciju. Jedan takav model poznat je 
pod nazivom OISC (od engl. One Instruction Set Computer). Njegova jedina 
instrukcija (poznata pod engleskim nazivom “substract and branch if less or 
equal") ima oblik SBLEQ(m,n, q), pri čemu je njen efekat upisivanje vrijednosti 
R,-R,, u registar R,, a zatim postavljanje programskog brojača p na vrijednost q 
ukoliko je rezultat negativan ili nula, odnosno povećanje p za 1 u suprotnom 
(ovaj model dopušta da sadržaji registara budu i negativni brojevi). Međutim, 
upitno je da li se OISC model može smatrati elementarnijim od brojačke mašine, 
s obzirom da njegova jedina instrukcija ima 3 parametra, dok dvije instrukcije 
brojačke mašine imaju jedan odnosno dva parametra respektivno. 


Kao drastičan primjer minimalizma, nedavno je M. Albaugh' kreirao model 
univerzalne računske mašine poznat pod nazivom URISC (od engl. Ultimate 
Reduced Instruction Set Computer) koja poznaje samo jednu instrukciju sa 
jednim parametrom, a koja i dalje posjeduje mogućnost rješavanja svih 
algoritamski rješivih problema. Međutim, ta instrukcija ima prilično komplicirano 
dejstvo, tako da je i dalje pitanje da li se URISC mašina može smatrati prostijom 
od brojačke mašine. Uglavnom se danas smatra da je brojačka mašina ipak 
najprostija univerzalna registarska mašina koja posjeduje punu moć sa aspekta 
izračunljivosti. 


! Mike Albaugh, američki programer iz kompanije Atari Games. 
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Veoma sličan konceptu brojačke mašine je i koncept univerzalne računske 
mašine poznate pod nazivom beskonačni abakus (engl. infinite abacus), koju je, 
posve neovisno od Minskog, uveo J. Lambek u gotovo isto vrijeme kada je 
Minski dokazao univerzalnost brojačke mašine. Intuitivno posmatrano, beskonačni 
abakus je zamišljen kao mehanička računaljka koja se sastoji od neograničenog 
broja numeriranih posuda, od kojih svaka može da primi proizvoljan broj 
kamenčića. Mašina se upravlja programom koji se sastoji od niza numeriranih 
instrukcija koje imaju jedan od sljedeća dva oblika: “ubaci kamenčić u posudu n 
i pređi na instrukciju sa rednim brojem r” i “ako posuda n nije prazna, izvadi 
kamenčić iz nje, pa ako je u posudi ostalo kamenčića, nastavi od instrukcije sa 
rednim brojem g, a u suprotnom nastavi od instrukcije sa rednim brojem r" 
(izvorno, programi za beskonačni abakus predstavljali su se u vidu dijagrama 
toka a ne numerirane liste instrukcija, ali to ništa ne mijenja stvar). Vidimo da su 
opisane instrukcije praktički ekvivalentne instrukcijama INC(n) i DJNZ(n, q) 
brojačke mašine, osim što sadrže dodatni parametar koji predstavlja redni broj 
naredne instrukcije koja treba da se izvrši (kod brojačke mašine, u većini 
slučajeva broj naredne instrukcije određuje se automatski, uvećavanjem 
programskog brojača za 1). Tako bismo instrukcije beskonačnog abakusa mogli 
simbolički pisati kao INC(n,g) odnosno DJNZ(n,q,r). Lambek je u svom 
poznatom članku "How to program an infinite abacus" detaljno opisao tehnike 
“programiranja” beskonačnog abakusa (primjeri navedeni u ovom odjeljku 
adaptirani su upravo na osnovu primjera iz ovog članka). 


10.7 Programski jezik BF 


Interesantan koncept koji je također univerzalan sa aspekta izračunljivosti je 
programski jezik koji ćemo ovom prilikom zvati BF, a koji predstavlja 
mješavinu ideja na kojima je zasnovana Turingova mašina i brojačke mašine (od 
brojačke mašine preuzet je koncept registara i instrukcija za uvećavanje i 
smanjenje registara za jedinicu, dok je od Turingove mašine preuzet čisto 
sekvencijalni pristup memoriji). Ovaj programski jezik spada u kategoriju 
programskih jezika koji se obično nazivaju ezoterični programski jezici (što u 
slobodnom prevodu možemo zvati "luckasti" jezici). Radi se o programskim 
jezicima koji nisu razvijeni sa ciljem ozbiljnog programiranja, nego ili sa ciljem 
da se dokaže neki teoretski koncept koji na prvi pogled izgleda nevjerovatno, ili 
kao plod šale pa čak i čistog iživljavanja. Takvih “suludih” jezika ima na stotine, 
ali je svega nekoliko njih privuklo veću pažnju (pored BF-a, ezoterični jezici 
koje svakako opisuju gotovo sve bolje enciklopedije računarskih nauka su 
INTERCAL, Befunge i Unlambda). 


Jezik BF dizajnirao je 1993. godine U. Müller’ sa ciljem dizajniranja takvog 
programskog jezika za standardne računare (recimo, PC računare) za koji će 
prevodilac (kompajler) koji ga prevodi u mašinski jezik biti što je god moguće 
kraći (postavljeni cilj bio je da prevodilac bude kraći od 256 bajta), a koji će pri 
tome teoretski biti u stanju da obavi bilo koji zadatak koji može obaviti ma koji 


! Urban Müller, švicarski programer. 
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drugi programski jezik. Drugim riječima, cilj je bio sastaviti univerzalni 
programski jezik za koji je moguće napraviti kompajler koji je kraći nego 
kompajler za bilo koji drugi programski jezik). BF programi djeluju nad 
skupinom numeriranih (indeksiranih) registara, pri čemu postoji tekući indeks, 
koji ćemo označiti sa i, i čija je početna vrijednost i=0. Registar čiji je indeks 
upravo i, zvaćemo trenutno indeksirani registar. Jezik poznaje osam instrukcija, 
od kojih je svaka predstavljena samo jednim jedinim znakom (bez ikakvih 
dodatnih parametara). Spisak instrukcija, njihovo značenje, kao i ekvivalentna 
instrukcija predstavljena u programskom jeziku C, dati su u sljedećoj tabeli: 


Instrukcija | Značenje C ekvivalent 
> Uvećaj tekući indeks za 1 i++; 
< Umanji tekući indeks za 1 i-—; 


Uvećaj sadržaj trenutno indeksiranog 

registra za 1 

Umanji sadržaj trenutno indeksiranog 

registra za 1 

Ako je sadržaj trenutno indeksiranog 

registra jednak 0, nastavi izvršavanje 

[ od instrukcije koja slijedi iza pripadne 
“1 * instrukcije (instrukcije “ [” i “1” 

uvijek idu u paru), inače nastavi dalje 

od prve sljedeće instrukcije 

1 Vrati se na pripadnu “‘[” instrukciju } 

Ispiši znak čija je ASCII šifra sadržaj 

trenutno indeksiranog registra na putchar (R[i]); 

izlazni uređaj (npr. ekran) 

Smjesti u trenutno indeksirani registar 

r ASCII šifru znaka pročitanog sa R[i]=getchar (); 

ulaznog uređaja (npr. Tastature) 


+ 


while(R[i]) { 


Univerzalnost jezika BF je dokazana. Također je jasno vidljiva njegova 
inspiracija Turingovom i brojačkom mašinom. Posljednje dvije instrukcije “.” i 
“,” su očigledno vezane za komunikaciju sa “ulaznim” i “izlaznim” uređajima, 
što je posljedica činjenice da je BF namijenjen kao programski jezik za “prave” 
računare. Ukoliko se ograničimo samo na čisto “računske” probleme kod kojih 
pretpostavljamo da se ulazni podaci nalaze u nekim unaprijed dogovorenim 
registrima (bez ulaska u to kako su oni tamo dospjeli) i kod kojih se rezultat 
računanja nalazi također u nekim unaprijed dogovorenim registrima, ove dvije 
instrukcije možemo potpuno izbaciti. Uz pretpostavku da je kapacitet registara 
ograničen odozgo (recimo na vrijednost N) i ukoliko pretpostavimo da instrukcija 
“+” vraća sadržaj indeksiranog registra na 0 ukoliko je njegova tekuća vrijednost 
N, moguće je izbaciti čak i instrukciju '—". Takva je zapravo bila situacija u 
programskom jeziku P ”’ (čita se P prim prim) koji je mnogo stariji ali mnogo 
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manje poznat od BF-a (uveo ga je 1964. godine C. Böhm’), a koji je zamišljen 
kao prvi “univerzalni programski jezik" za Turingovu mašinu. Njegove jedine 
četiri instrukcije “R”, “M, “(“ i “)” odgovaraju BF konstrukcijama “+<”, “+”, 
“[” i “]”, osim što ne djeluju na registre, nego na ćelije na traci Turingove 


mašine (ulogu "indeksa" ovdje preuzima “pozicija glave" Turingove mašine). 


Bez obzira na činjenicu da je jezik BF dizajniran čisto sa ciljem dokazivanja 
mogućnosti kreiranja posve univerzalnog programskog jezika sa ekstremno 
minimalističkim kompajlerom, ovaj jezik privukao je mnogo pažnje zbog 
činjenice da pisanje programa koji obavljaju čak i najprostije radnje u ovom 
jeziku zahtijeva veliki intelektualni izazov. Odatle potiče i ime BF, koje je 
zapravo akronim od pravog imena jezika BrainF**k, koje je isuviše vulgarno za 
akademske diskusije, mada je jezik upravo pod takvim imenom (koje uključuje i 
navedene dvije zvjezdice) zaveden kako u enciklopedije, tako i u sve kataloge 
postojećih programskih jezika (mi ćemo se ipak držati imena BF). Razlozi zbog 
kojih postoji interes za BF identični su razlozima zbog kojih postoji interes za 
rješavanje ukrštenih riječi, igranje šaha, ili rješavanje takvih matematičkih 
zadataka koji nemaju drugu svrhu osim izoštravanja uma. Stoga ne treba 
iznenaditi da postoji ogroman broj Internet sajtova posvećenih ovom jeziku, 
čemu sasvim sigurno doprinosi i njegovo šaljivo/vulgarno ime. Čak se održavaju 
i takmičenja u pisanju BF programa, i zaista je impresivno šta su sve dokoni 
pojedinci uspjeli isprogramirati u ovom jeziku. Također, čisto sa ciljem zabave i 
vježbanja tehnike projektiranja digitalnih sklopova, razni elektroničari amateri 
konstruisali su razne konkretne prototipove BF računara, odnosno računara sa 
procesorom kojem je BF njegov mašinski jezik... 


Čisto radi kurioziteta, ilustriraćemo nekoliko BF programa za obavljanje 
nekih trivijalnih zadataka (oni su prikazani kao ilustracija kako “kriptično" 
djeluju BF programi). Prvi primjer ilustrira BF program koji prebacuje sadržaj 
memorijske lokacije "0" u memorijsku lokaciju “1”, nakon kojeg memorijska 
lokacija “0” ostaje prazna (tj. njen sadržaj će biti 0): 


[>+<-] 


Naredni BF program kopira sadržaj memorijske lokacije "0" u memorijsku 
lokaciju “1”, pri čemu sadržaj memorijske lokacije “0” ostaje netaknut. 
Memorijska lokacija “2?” se pri tome koristi kao pomoćna lokacija: 


[>>+<<-]>>[<+<+>>-] 


Sljedeći primjer sabira sadržaj memorijskih lokacija “0” 1 “1” i smješta 
rezultat u memorijsku lokaciju “0”. Sadržaj memorijske lokacije “1” se pri tome 
briše (odnosno, postavlja na nulu): 


>[<+>-] 


! Corrado Böhm (1923>), italijanski inženjer i matematičar. Bavi se teorijskom kompjuterskom naukom. 
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Oduzimanje je koncepcijski slično sabiranju. Naredni primjer oduzima 
sadržaj memorijske lokacije “1” od sadržaja memorijske lokacije “0”. Sadržaj 
memorijske lokacije “1” se također briše: 


>[<->-] 


Sljedeći BF program također sabira sadržaj memorijskih lokacija “0” i “1” i 
smješta rezultat u memorijsku lokaciju “0”, ali sadržaj memorijske lokacije "1" 
ostaje netaknut. Memorijska lokacija "2" koristi se kao pomoćna lokacija. 


>>[-]<[>+<<+>-]>[<+>-] 


Slijedi još jedna varijanta sabiranja, u kojoj se zbir sadržaja memorijskih 
lokacija “0” i “1” smješta u memorijsku lokaciju “2”. Sadržaji lokacija “0” 1 “1” 
se pri tome brišu. 


>>[-]<<[>>+<<-]>[>+<-] 


Naredni primjer obavlja isti zadatak kao i prethodni, ali bez brisanja sadržaja 
lokacija “0” i “1”. Memorijska lokacija "3" koristi se kao pomoćna lokacija: 


>>[-]>[-]<<<[>>+>+<<<-]>>>[<<<+>>>-] 
<<[>+>+<<-]>>[<<+>>-] 


Ilustrirajmo i množenje. Sljedeći primjer množi sadržaj memorijskih lokacija 
“0” 1 “1”, 1 smješta rezultat u memorijsku lokaciju "2". Pri tome se sadržaj 
memorijske lokacije “1” briše, dok se memorijska lokacija "3" koristi kao 
pomoćna lokacija: 


>>[-]>[-1]<<[<[>>>+<<<-]>>>[<+<<+>>>-]<<-] 
Konačno, posljednji primjer ispisuje tekst "Zdravo" na ekran: 


2+++++++++ (| £++++HHHHHH2}L+ +HHHHHHHHH. +++++++H+H+H++H+++. 
>++++[<---->-]<-.>+++[<+++++++>-]<.------- .> 


Pojedinci čak smatraju da jezik BF zapravo uopće ne zaslužuje svoje ime, s 
obzirom da BF programiranje uopće nije toliko teško koliko izgleda na prvi 
pogled kada se savladaju osnovne “tehnike programiranja" u ovom "jeziku". Da 
li je tako, probajte prosuditi sami... 


10.8 Koncept rekurzivnih funkcija 


U ovom odjeljku ćemo razmotriti koncept rekurzivnih funkcija, uveden od 
S. Kleenea, koji predstavlja prvi pokušaj da se pojam izračunljivosti formalizira 
neovisno od ma kakvog koncepta računske mašine. Posmatramo li ma kakav 
algoritam, njegove ulazne podatke i rješenje problema koje je rezultat algoritma 
možemo kodirati pomoću prirodnih brojeva (u nastavku ćemo, radi praktičnih 
razloga, smatrati da je O također prirodan broj, tj. da je Oe N). Stoga, svaki 
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algoritam možemo (nakon prikladnog kodiranja) posmatrati kao neku funkciju sa 
Nu N ili, općenitije, sa N? u N“ ukoliko dopustimo funkcije sa više argumenata 
i koje daju više izlaznih rezultata (mada se pokazuje da se, uz znatno 
komplikovanije izražavanje, sve može postići i samo sa funkcijama iz N u N, s 
obzirom da postoje bijekcije sa N' na N za svako ke N). Pri tome je jasno da 
takva funkcija mora biti izračunljiva. Kleene je prosto poistovjetio algoritme sa 
izračunljivim funkcijama i pokušao da pronađe neku karakterizaciju izračunljivih 
funkcija koja ne bi ovisila o konceptima računskih mašina. U toj karakterizaciji, 
kao ključni koncept pojavio se koncept rekurzije, tako da govorimo o konceptu 
rekurzivnih funkcija. Pokazalo se da taj koncept pokriva tačno istu klasu funkcija 
kao i funkcije koje se mogu izračunati pomoću Turingove mašine, ili ma koje 
druge njoj ekvivalentne univerzalne računske funkcije. U nastavku izlaganja 
ćemo razmotriti detaljnije ovaj koncept. 


U osnovi koncepta rekurzivnih funkcija leže postupci pomoću kojih od već 
postojećih funkcija možemo praviti nove funkcije. Jedan posve elementaran 
postupak tog tipa je kompozicija. Na primjer, od dvije funkcije f:N>Ni 
g:N—>N kompozicijom možemo dobiti novu funkciju h: NN definiranu 
pravilom h(n) =f(g(n)). Općenitije, neka je f funkcija sa N?” u N‘ i neka su 
£,i=1..p funkcije sa N” u N. Pomoću njih možemo kompozicijom formirati 
novu funkciju h sa N” u N“ zadanu pomoću pravila 


h(Ni,N2, ..., n,) = f (ını, m, ..., n,), gan, N2, 7), e.. Som, M2,..., n,)) 


Ovo simbolički zapisujemo u obliku h = Cn[ f, 81, 22, .... gp). Međutim, sama 
kompozicija nema osobitu izražajnu moć za kreiranje novih funkcija. Recimo, ne 
postoji nikakav način da pomoću kompozicije od funkcije koja realizira 
operaciju sabiranja načini funkcija koja realizira operaciju množenja. Stoga je od 
velikog značaja koncept rekurzije koji, na izvjestan način, predstavlja definiranje 
funkcija pomoću izraza koji se, jednim dijelom, pozivaju sami na sebe. Prije 
nego što razmotrimo opći slučaj, korisno je razmotriti nekoliko konkretnih 
primjera. Za izlaganja koja slijede od koristi je sa n’ označiti sljedbenik prirodnog 
broja n. Pretpostavimo da nam je na raspolaganju funkcija a: N{— N koja računa 
zbir svojih argumenata, odnosno za koju vrijedi a(n,,n2)=n;,+n,. Pozivajući se 
na ovu funkciju, kreiraćemo rekurzivnu definiciju funkcije m:N{— N koja 
računa proizvod svojih argumenata, odnosno za koju vrijedi m(n,, n2) =nn,;: 


m(n,0) = 0, m(m,n2') = a(m, mm, m)) 


Primijetimo da ova definicija zapravo iskazuje činjenicu da je množenje 
prirodnih brojeva potpuno karakterizirano osobinama n: 0=0 i n:n? =nı+nım 
(tj. ni: (nm2+ 1)=n; +112). Pokažimo, na primjer, kako iz ove definicije slijedi da 
jem(4,3)=12: 


m(4,3) = m(4,2) = a(4, m(4,2)) = a(4,a(4, m(4,1))) = 
= a(4,a(4,a(4, m(4,0)))) = a(4, a(4, a(4,0))) = a(4,a(4,4+0)) = 
= a(4, a(4,4)) = a(4,4+4) = a(4,8) =4+8 = 12 
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Čak smo i samu funkciju a mogli također definirati rekurzivno, pozivajući se 
isključivo na pojam sljedbenika, što je veoma lako provjeriti: 


a(n,0) =n, a(ny,n2) = a(n, m) 


Sve uvedene funkcije možemo dalje koristiti za rekurzivno definiranje 
složenijih funkcija. Kao primjer, definiraćemo rekurzivno i funkciju f:N—>N 
koja računa faktorijel svog argumenta, kao i stepenu funkciju e:N?{— N koja 
računa rezultat stepenovanja prvog argumenta drugim argumentom. Definicije se 
pozivaju na osnovna svojstva faktorijela 0!=1, (n+1)! = (n+1)-n! i stepene 
funkcije n? = 1, m”?! = ni-n”: 


fO =1, f(n") =m, fn) 


e(n,0)=1, e(n, n?) = m(m, e(n, m)) 


Interesantan je i sljedeći primjer. Prvo je rekurzivno definirana pomoćna 
funkcija p :N + N koja kao rezultat daje prethodnik svog argumenta, osim kada 
je argument 0. U tom slučaju, funkcija p daje nulu kao rezultat (primijetimo da 
nula nema svog prethodnika). Dalje je ova funkcija iskorištena za rekurzivnu 
definiciju funkcije d : N{— N koja računa razliku svojih argumenata, pod uvjetom 
da je prvi argument veći ili jednak drugom, a u suprotnom daje nulu kao rezultat. 
Drugim riječima, za tako definiranu funkciju d vrijedi d(n;, n2) = nı -m za nı 2 m 
i d(nı, n2) =0 za nı < m: 


p(0)=0, p(n)=n 
d(n,0)=n, d(ny,n2') = p(d(m, m)) 

Razumije se da na funkcije definirane pomoću rekurzije možemo po potrebi 
primjenjivati i kompoziciju za formiranje složenijih funkcija. Recimo, nije teško 
provjeriti da funkcije u:N{— N i v:N{— N dobijene višestrukom primjenom 
kompozicije na osnovu funkcija a, m i d prema formulama 

u(ni, no) = a(m(ny, d(1, d(m, 1,))), mno, dl, d(1, d(no, n1))))) 
v(m, m) = a(m(no, d(1, d(n2, m))), miny, dl, d(1, d(n2,m))))) 


daju kao rezultat respektivno manji odnosno veći od svoja dva argumenta, tj. 
u(Ni, m) = Max {m, n} i v(m, n2) = min {m, m}. 


Navedene rekurzivne definicije mogu se generalizirati. Da bi se strogo 
precizirao tačan način kako se rekurzijom iz postojećih funkcija mogu izvoditi 
nove funkcije, Kleene je uveo pojam primitivne rekurzije. Tako, za funkciju 
h:N” =N’ kažemo da je dobijena iz funkcija f:N?'>Nfi g: N?" 6 N4 
pomoću primitivne rekurzije i pišemo h = Pr[ f, g] ukoliko vrijedi 


h(n, N2,...> Np-1, 0) =f(m, N2,...> Boi); 


h(n,, 12, + Np-1, np ) = g(m, 12, s Np-1, Np, h(n, 12, ++-, Np-1, np)) 
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Pri tome se, po potrebi, konstante tretiraju kao funkcije sa nula argumenata. 


Vidjeli smo da je pomoću kompozicije i primitivne rekurzije moguće vrlo 
efektno kreirati nove funkcije iz postojećih. Međutim, jasno je da od nečega 
moramo krenuti. Ako pogledamo definiciju funkcije a, vidjećemo da u njoj 
nismo krenuli gotovo ni od čega, osim od konstante 0 i definicije pojma 
sljedbenika, a dalje smo iz nje rekurzivno izvodili znatno složenije funkcije. 
Funkcije koje se mogu izvesti samo primjenom konačno mnogo operacija 
kompozicije i primitivne rekurzije polazeći od osnovnog skupa koji sadrži samo 
konstantu 0, zatim sljedbeničku funkciju s: N— N datu sa s(n) =w i, na kraju, 
trivijalne projekcijske funkcije Tu : NN date sa T(N, N2, ...,1x) = N; (one se 
obično koriste da odbace neke od argumenata funkcije g koja je navedena u 
definiciji primitivne rekurzije a koji nam nisu potrebni) nazivaju se primitivno 
rekurzivne funkcije. Tako su, na primjer, sve funkcije koje smo do sada definirali 
u ovom odjeljku primitivno rekurzivne. Na primjer, imamo: 


a = Pr[m, Cn[s, %G|| 
m= Pr[0, Cnla, Ti, T3]] = Pr[0, Cn[Pr[q,, Cnl[s, T3]], Ti, T3]] 


f=Pr[1, Cn{m, Cn{s, mi], | = 
= Pr[Cn[s,0], Cn[Pr[0, Cn[Pr[m, Cn[s, m]], m, 311, Cn(s, m], m2] 


e = Pr[1, Cn[m, T, Ta] = 
= Pr[Cn[s, 0], Cn[Pr[0, Cn[Pr[T,, Cn{s, T3]1, Tu, 311, Tu, 7031] 


p= Pr[0, Tı] 
d = Prim, Cn[p, 131] = Pr[m, Cn[Pr[0, m], 7031] 


U suštini, može se dokazati da su primitivno rekurzivne funkcije upravo ona 
klasa funkcija čije se računanje u standardnim programskim jezicima može 
isprogramirati bez upotrebe rekurzije na način da se kao jedini tip petlje 
eventualno koristi for-petlja. Pri tome se misli na onu vrsta for-petlje kakva je u 
programskim jezicima kao što su Pascal ili BASIC, kod koje je broj prolazaka 
kroz petlju poznat unaprijed (za razliku od for-petlje u jezicima izvedenih iz 
jezika C, kod kojih je for-petlja samo sintaksna varijanta while-petlje i koja je, 
prema tome, jednako općenita kao i while-petlja). Dugo vremena se vjerovalo da 
klasa primitivno rekurzivnih funkcija obuhvata sve funkcije koje su izračunljive 
u ma kakvom intuitivnom smislu. Međutim, nađeni su primjeri funkcija koje su 
očigledno izračunljive (kako intuitivno, tako i pomoću nekih od spomenutih 
modela univerzalnih računskih mašina poput Turingove mašine), a koje dokazano 
nisu primitivno rekurzivne. Jedan od najstarijih i najpoznatijih primjera takve 
funkcije je Ackermannova' funkcija (tačnije Ackermann-Pćterova * funkcija s 
obzirom da postoji više međusobno sličnih funkcija koje sve nose Ackermannovo 
ime) koja se pojednostavljeno može prikazati sljedećom rekurzivnom definicijom: 


! Wilhelm Ackermann (1896-1962), njemački matematičar. Najviše se bavio aksiomatizacijom i dokazima 
neprotivrječnosti. 
Rózsa Péter (1905-1977), mađarski matematičar. Najpoznatiji po radovima u oblasti teorije izračunljivosti. 
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A(0,n) =n+1, A(m,0) = A(m— 1,1), 
A(m,n) = A(m—1, A(m,n—1)) za M£OAn£0O 


Ova definicija koristi znatno složeniji tip rekurzije (tzv. dvojnu rekurziju), 
za koju nije na prvi pogled očigledno da li uopće vodi ka rezultatu za proizvoljnu 
vrijednost argumenata (to još uvijek ne znači da Ackermannova funkcija nije 
primitivno rekurzivna, jer iz toga ne slijedi da možda ne postoji neka ekvivalentna 
definicija koja koristi samo primitivnu rekurziju). Međutim, lako se pokazuje da 
ova definicija zaista vodi uvijek ka rezultatu, mada broj rekurzivnih poziva može 
biti nevjerovatno veliki (vidjećemo uskoro šta to tačno znači). Posljedica je da je 
ovu funkciju prilično teško izračunati po prikazanoj definiciji čak i za posve 
male vrijednosti argumenata. Na primjer, pokažimo po definiciji da je A(2,3) =9: 


A(2,3) =A(1,A(2,2)) = A(1, A(1, A(2, 1))) =A(1,A(1,A(1,A(1,1)))) = 
=A(1A(1,A(1,A(0,A(1,0)))=A(1,A(1,A(1,A(1,0)+1))) = 
=A(1,A(1,A(1,A(0,1)+1))=A(1,A(1,A(1,2+1))) = 
= A(1, A(1, A(1,3))) = A(1, A(1, A(0, A(1, 2)))) = 
= A(1, A(1, A(1,2)+1) = A(1, A(1, A(0, A(1,1)+1)) = 
=A(1,A(1,A(1,1)+2)) = A(1, A(1, A(0, A(1,0))+2)) = 
= A(1, A(1, A(1,0)+3)) = A(1, A(1, A(0, 1)+3)) = 
= A(1, A(1,2+3)) =A(1,A(1,5) = A(1, A(0, A(1,4))) = 
=A(1,A(1,4)+1) = A(1, A(0, A(1,3))+ 1) = A(1, A(1,3)+2) = 
= A(1, A(0, A(1,2))+2) = A(1, A(1,2)+3) = A(1, A(0, A(1, 1))+3) = 
=A(1,A(1,1)+4) = A(1, A(0, A(1,0))+ 4) = A(1, A(1,0)+5) = 
= A(1, A(0, 1)+5)= A(1,2+5) = A(1,7) = A(0, A(1,6)) = A(1,6)+1 = 
= A(0, A(1,5))+1 = A(1,5)+2 = A(0, A(1,4))+2 = A(1,4)+3 = 
=A(0,A(1,3))+3=A(1,3)+4=A(0,A(1,2))+4=A(1,2)+5 = 
=A(0,A(1,1))+5=A(1,1)+6=A(0,A(1,0))+6=A(1,0)+7 = 
=A(0,1)+7=2+7=9 


Dvojna rekurzija koja je iskorištena u definiciji Ackermannove funkcije ima 
i kao posljedicu da vrijednosti funkcije A(m,n) nevjerovatno brzo rastu sa 
porastom m i n, pogotovo sa porastom m. Tako je, na primjer, A(4, 1) =65533, 
A(4, 2) = 26°% —3, što je broj od 19729 cifara, dok je A(4,3) broj koji ima oko 
6- 1077" cifara, što je neuporedivo više cifara nego što ima elementarnih čestica 
u svemiru (procjenjeni broj elementarnih čestica u svemiru je manji od 10'“). 
Upravo je ova činjenica iskorištena da se pokaže da Ackermannova funkcija 
zaista nije primitivno rekurzivna. Naime, dokazano je da se takva brzina rasta 
koju posjeduje Ackermannova funkcija ne može ostvariti pomoću ni jedne 
primitivno rekurzivne funkcije. Ako sad kažemo da je broj rekurzivnih poziva 
neophodan da se po definiciji izračuna A(m,n) znatno veći od A(m,n), biće 
jasno šta znači da broj rekurzivnih poziva pri računanju A(m,n) može biti 
“nevjerovatno veliki”. Također je interesantno da ova funkcija, koliko god 
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djelovala vještački uvedena, ima svoje primjene u praksi. Tako se, na primjer, 
procjene efikasnosti nekih algoritama za nalaženje unija struktura tipa stabla, 
kao i Chazelleovog algoritma za nalaženje minimalnog povezujućeg stabla (koji 
je najbrži do danas poznati algoritam za tu svrhu), izražavaju formulama u 
kojima se javlja Ackermannova funkcija (što je srušilo dugo prisutni mit da su 
sve “upotrebljive” funkcije primitivno rekurzivne). Preciznije, u ovim procjenama 
se javlja tzv. inverzna Ackermannova funkcija &(m,n) koja se definira 
indirektno preko Ackermannove funkcije prema formuli 


a(m,n) = min {i| A(i, Lm/n]) > logan} 


Za razliku od Ackermannove funkcije koja raste nevjerovatno brzo, inverzna 
Ackermannova funkcija, mada je rastuća, raste nevjerovatno sporo i predstavlja 
funkciju sa najsporijim rastom od svih funkcija koje su se ikada pojavile i u 
kakvim praktičnim razmatranjima. Tako, iako teoretski imamo da @(m,n)— co 
kada m > o ili n — o, teško je i zamisliti vrijednosti m ili n za koje bi vrijednost 
a(m, n) bila veća od 4. 


S obzirom da postoje izračunljive funkcije koje nisu primitivno rekurzivne, 
prirodno se pojavila potreba da se koncept primitivno rekurzivnih funkcija 
proširi. Pokazalo se da je dovoljno uvesti još jednu operaciju sa funkcijama, 
nazvanu minimizacija (odnosno -operacija ili u-rekurzija) pomoću koje je, uz 
dosada uvedene operacije, zaista moguće definirati sve funkcije koje su 
izračunljive u ma kojem do sada poznatom smislu. Ta operacija definirana je na 
sljedeći način. Neka je f neka funkcija sa NN“ u N. Za funkciju g :N*>N 
kažemo da je dobijena iz funkcije f pomoću minimizacije (odnosno u-operacije 
ili u-rekurzije) i pišemo f= Mnl[g] ukoliko je g(nı, m, ..., ng) najmanja vrijednost 
q takva da je f(n, n, ..., ng, q) =0 (ukoliko takva vrijednost q ne postoji, smatra 
se da vrijednost g(n,,m,.., ng) nije definirana, ali ukoliko zahtijevamo da 
funkcija zaista bude definirana na čitavom svom domenu, kao što bi trebalo da 
bude, ograničićemo se samo na slučaj kada ova vrijednost sigurno postoji). Ovu 


činjenicu često pišemo kao g(ny,n2,..., Nng) = Uglf(n,, M, ... Ng, q) =01. 


Na prvi pogled nije očigledno zbog čega se operacija minimizacije uopće 
naziva i u-rekurzijom, zbog činjenice da se u njenoj definiciji direktno ne javlja 
ništa što podsjeća na intuitivno poznati pojam rekurzije. S druge strane, ukoliko 


definiramo funkciju g : N*“*' > N sljedećom rekurzivnom definicijom 


sla o nee ik ukoliko je FCO, nass n, i)=0 
g(1,,14,...,N,,1+1), u suprotnom 
tada se lako vidi da je g(n,, n2, ..., Ng) = g(n1,12, ..., Nk, 0), što objašnjava zašto je i 
operacija minimizacije jedan vid rekurzije. Međutim, za razliku od primitivne 
rekurzije kod koje se argumenti u svakom od rekurzivnih poziva smanjuju (što 
garantira da broj rekurzivnih poziva neće biti veći od vrijednosti argumenta), 
kod ovog tipa rekurzije posljednji argument raste, zbog čega ne postoji nikakva 
garancija kada će se rekurzija završiti, niti da li će se uopće Završiti. 
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Funkcije koje se mogu dobiti pomoću istih operacija na osnovu istog 
polaznog skupa kao i primitivno rekurzivne funkcije, eventualno još uz dodatak 
primjene operacije minimizacije, nazivaju se rekurzivne funkcije. Dokazano je 
da se računanje ma kakve rekurzivne funkcije može realizirati na Turingovoj 
mašini, ili nekoj njoj ekvivalentnoj univerzalnoj računskoj mašini. S druge 
strane, također je dokazano da se ma kakvo računanje uz pomoć Turingove ili 
neke njoj ekvivalentne računske mašine može svesti na računanje neke rekurzivne 
funkcije. Slijedi da su, sa aspekta izračunljivosti, koncepti rekurzivnih funkcija i 
Turingovih mašina ekvivalentni, odnosno funkcija je izračunljiva ako i samo ako 
je rekurzivna (u opisanom smislu). 


Interesantno je napomenuti da se operacija minimizacije može realizirati u 
standardnim programskim jezicima pomoću petlji while-tipa. Slijedi da za 
programiranje računanja rekurzivnih funkcija koje nisu primitivno rekurzivne 
nisu dovoljne samo for-petlje, već je neophodno upotrijebiti i petlje while-tipa. S 
druge strane, kako su rekurzivne funkcije koje nisu primitivno rekurzivne Zaista 
vrlo egzotične (većina takvih funkcija rastu enormno brzo, poput Ackermannove 
Junkcije pa čak i brže), slijedi da se računanje gotovo svih “razumnih” funkcija 
može u standardnim programskim jezicima realizirati samo uz upotrebu 
Jor-petlji (bez obzira što u mnogim slučajevima realizacija postaje jednostavnija 
ukoliko se upotrijebe i while-petlje). 


Na kraju je još interesantno napomenuti porijeklo Ackermannove funkcije. 
Poznato je da se množenje može realizirati kao ponovljeno sabiranje, odnosno 
vrijedi m-n=m+m+..+m, pri čemu se sa desne strane javlja n sabiraka. Dalje, 
stepenovanje se može realizirati kao ponovljeno množenje, odnosno vrijedi 
m'"=m-m:...m, pri čemu se sa desne strane javlja n faktora. Analogno bismo 
mogli definirati i super-stepenovanje kao ponovljeno stepenovanje (takva 
operacija ponegdje se naziva fetracija), itd. Opisane operacije se često nazivaju 
hiper operacije, pri čemu je sabiranje hiper operacija prvog reda, množenje je 
hiper operacija drugog reda, stepenovanje trećeg reda, super-stepenovanje 
(odnosno tetracija) četvrtog reda, itd. Ackermann je razmatrao univerzalnu 
funkciju (nazovimo je H) za računanje hiper operacija, za koju bi vrijedilo 
H(l,m,n)=m+n, H2,m,n) =m-n, H(3,m,n) =m" itd. tako da, općenito, 
H(k, m,n) predstavlja vrijednost hiper operacije k-tog reda nad operandima min 
(ova funkcija se nekada naziva i izvorna Ackermannova funkcija). Kako se 
hiper operacija k-tog reda može izraziti kao ponovljena hiper operacija k-1-og 
reda (dakle, rekurzivno) i kako se ponavljanje također može iskazati u formi 
rekurzije, možemo dati sljedeću definiciju funkcije H, u kojoj se također javlja 
dvojna rekurzija: 


H(l,m,n)=m+n, H(k,m,1)=mzak?1, 
H(k,m,n)=H(k-1,m,H(k,m,n-1)zak>1aAm>1laAn>1 
Ova funkcija također nije primitivno rekurzivna, mada za svako fiksirano i 


funkcije f; : N{— N definirane sa f(m,n) = H(i,m,n) očigledno jesu primitivno 
rekurzivne (primijetimo također da su funkcije f; također vrlo brzog rasta za iole 
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veće i). Ovo je primjer rekurzivne funkcije sa tri argumenta koja nije primitivno 
rekurzivna. Ackermann je pokušao da nađe primjer takve funkcije sa manje 
argumenata. Tako je Ackermannova funkcija direktno izvedena iz funkcije E, 
jer se indukcijom može pokazati da vrijedi A(m,n)=H(m,2,n+3)—3. Ova 
formula otkriva pravi smisao Ackermannove funkcije i služi kao osnova za njeno 
efikasnije računanje. Interesantno je da do danas nije nađen primjer rekurzivne 
funkcije sa jednim argumentom koja ne bi bila primitivno rekurzivna, a koja bi 
se mogla neposredno definirati nekom vrstom formule, mada je takvu funkciju 
lako definirati posredno, recimo preko Ackermannove funkcije. Na primjer, 
funkcija f : N — N definirana sa f(n) = A(n,n) primjer je takve funkcije. 


10.9 Postovi sistemi zamjene 


Postovi sistemi zamjene (engl. rewriting systems) predstavljaju još jedan 
konceptualno različit način definiranja pojma izračunljivosti, bez pozivanja na 
koncept univerzalnih računskih mašina, niti algoritama uopće. U svojoj osnovi, 
Postovi sistemi zamjene predstavljaju generalizaciju ideja koje smo izložili kod 
razmatranja Thue problema riječi. Posmatrajmo neku zamjenu oblika A > B koja 
govori da u nekoj riječi skupinu susjednih slova A možemo zamijeniti skupinom 
slova B. Ovu zamjenu možemo prikazati i u obliku x A y> xB y, pri čemu xi y 
predstavljaju ma kakve skupine slova (nazovimo ih stringovne promjenljive), koje 
mogu biti i prazne. Recimo, ukoliko imamo pravilo oblika NAN > RBIK, njega 
možemo interpretirati kao pravilo oblika xNANy>xRBIKy, tako da se 
transformacija iz riječi "BANANA" u riječ “BARBIKA" izvodi uz pretpostavku 
da jex=BA i y=A. U Postovim sistemima zamjene posmatraju se složenija 
pravila zamjene koja, u najopštijem slučaju, mogu uzeti oblik 


A0x A12% A2... Xn An > Boxa, Bi ya,B; == Ja, Bm 


pri čemu A;,,i=0.n i B;,i=0..m predstavljaju neke unaprijed zadane riječi 
(nazvane aksiomi Postovog sistema zamjene), koje mogu biti i prazne (praznu 
riječ, tj. riječ koja ne sadrži niti jedan znak, označavaćemo sa €), x, i =1..n 
predstavljaju stringovne promjenljive, dok su 0;,i=1..m cijeli brojevi (indeksi) 
u opsegu od 1 do n (koji se mogu ponavljati). Na primjer, ispravno pravilo 
zamjene može izgledati poput pravila BRA x, LQE x2 BF x3 > xı xıFI x3 DW x2. 
Primjena ovog pravila na string “BRAFHLQEBBBFSEL " kao rezultat daje 
strng “FHFHFISELDWBB", s obzirom da je lako identificirati da je xy = FH, 
x=BB i x;= SEL. Bitno je napomenuti da pomenuta identifikacija nije uvijek 
jednoznačna, odnosno isto pravilo je na neki string ponekad moguće primijeniti 
na više različitih načina, pri čemu se kao rezultat primjene mogu dobiti različiti 
stringovi. 


Formalno, Postov sistem zamjene zadan je konačnim skupom aksioma i 
konačnim skupom pravila zamjene. Za neki string kažemo da je generiran datim 
Postovim sistemom zamjene ukoliko je taj string moguće izvesti primjenom 
konačno mnogo zamjena iz skupa pravila zamjene polazeći od aksioma tog 
sistema. Također, skup svih stringova koji su generirani nekim Postovim sistemom 
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nazivamo skup generiran datim Postovim sistemom (takvi skupovi često su 
beskonačni, bez obzira što su skupovi aksioma i pravila konačni). Za neki skup 
kažemo da se može generirati po Postu ukoliko postoji Postov sistem zamjene 
takav da je posmatrani skup generiran tim Postovim sistemom. 


Pojam izračunljivosti definira se sada indirektno preko generiranja po Postu. 
Za neku funkciju f kažemo da je izračunljiva po Postu ukoliko se njen graf (tj. 
skup svih uređenih parova oblika (n, f(n)) gdje n pripada domenu funkcije) može 
generirati po Postu. Pokazuje se da se skup može generirati po Postu ako i samo 
ako je rekurzivno nabrojiv. Kao neposrednu posljedicu ove činjenice dobijamo 
da je koncept izračunljivosti po Postu ekvivalentan svim drugim konceptima 
izračunljivosti koje smo do sada razmatrali. 


Postovi sistemi zamjene su imali veliki uticaj na razvoj teorijskog računarstva. 
Specijalan slučaj Postovih sistema zamjene predstavljaju gramatike Chomskog', 
koje postavljaju izvjesne restrikcije na pravila zamjene sa ciljem da ih učine uvijek 
jednoznačno primjenljivim. Gramatike Chomskog imaju neprocjenjiv značaj za 
razvoj formalne lingvistike (tj. matematski formalističkog pristupa proučavanju 
gramatika prirodnih jezika, što ima primjenu u razvoju programa za automatsko 
prevođenje), kao i za sistematično zasnivanje postupaka za sintaksnu analizu i 
prevođenje viših programskih jezika u mašinske jezike. 


10.10 Markovljevi normalni algoritmi 


Postovi sistemi zamjene ne mogu se neposredno iskoristiti za formalizaciju 
pojma algoritma, s obzirom da u njima postoje mnoge neodređenosti. Na prvom 
mjestu, nije definirano nikakvo pravilo kojim se redoslijedom trebaju primjenjivati 
zamjene na datu polaznu riječ, a ni sama pravila zamjene nisu uvijek jednoznačno 
primjenljiva. Uvođenjem znatnih restrikcija na Postove sisteme zamjene, A. A. 
Markov je razvio koncept normalnih algoritama. Tako, normalni algoritmi 
predstavljaju skup pravila zamjene oblika A—B (koja se, kao i kod općih 
Postovih sistema, interpretiraju kao xAy—xBy), ali uz neka dopunska 
ograničenja vezana za način njihove primjene. Prvo, zamjene kod normalnih 
algoritama su numerirane rednim brojevima, tako da se u svakom koraku uvijek 
primjenjuje pravilo sa najmanjim rednim brojem od svih pravila koji se mogu 
primijeniti u posmatranom koraku. Drugo, primjena pravila tipa A > B uvijek se 
odnosi na prvu grupu znakova koja je jednaka grupi znakova A (posmantrano 
slijeva nadesno), a ne na bilo koju pojavu grupe znakova A unutar stringa koji se 
transformira. UZ ova ograničenja, zamjene se mogu primjenljivati mehanički, 
bez ikakvih dvosmislica. Pored toga, izvjesna pravila zamjene mogu biti posebno 
označena kao završna pravila (recimo, tačkom iza strelice, što je konvencija 
koju je koristio Markov). Smisao završnih pravila biće uskoro razjašnjen. 


Ulazni podatak ma kakvog Markovljevog normalnog algoritma je neki niz 
znakova (string). Na taj string se primjenjuju pravila zamjene u skladu sa 


| Noam Chomsky (1928—), američki lingvista, filozof i društveni aktivista. Poznat po svojim radovima u 
lingvistici, ali i po svojim javno iznošenim i često kontraverznim stavovima o društvu, politici i ekonomiji. 
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prethodno opisanim postupkom, sve dok se ne desi jedna od dvije mogućnosti. 
Prva je da na string koji trenutno imamo ne možemo više primijeniti nijednu 
zamjenu. U tom slučaju govorimo o prirodnom završetku algoritma. Druga 
mogućnost je da smo primijenili neko od završnih pravila. Tada govorimo o 
prinudnom završetku algoritma. U oba slučaja, rezultat algoritma je string koji 
smo dobili nakon završetka rada algoritma. 


Markovljeve normalne algoritme demonstriraćemo na jednom jednostavnom, 
ali vrlo ilustrativnom primjeru. Sljedeći algoritam ima tri pravila zamjene, od 
kojih niti jedno nije završno: 


1. |0—0|| 
2. 1>0| 
3.0>€ 


Ovaj algoritam pretvara ulazni podatak koji je binarni broj (tj. niz cifara 01 1) u 
njegov unarni zapis (tj. string od onoliko znakova “|” koliko iznosi vrijednost 
broja). Na primjer, ukoliko se kao ulaz u algoritam zada string "110", kao 
rezultat ćemo dobiti string “||[|[|". Zaista, mada nije nimalo lako intuitivno 
uvidjeti kako ovaj algoritam radi, njegova primjena na string “110” daje, nakon 
svakog od primijenjenih koraka, sljedeći niz stringova, koji se zaista završava 
željenim rezultatom: 


“110”, “0 |10”, “01010, “0011107, “001[[0]]", “001011117, 
“000/1111117 *00[[[[117 “(11117 TM: 


Mada Markovljevi normalni algoritmi na prvi pogled izgledaju sasvim 
ograničeno, istina je sasvim drugačija. Oni su, naprotiv, vrlo moćni. Konkretnije, 
dokazano je da se pomoću Markovljevih normalnih algoritama može obaviti ma 
kakav algoritamski postupak koji se može obaviti na Turingovoj mašini, ili ma 
kojem drugom poznatom algoritamskom modelu. Recimo, sasvim je moguće 
sastaviti Markovljev normalni algoritam koji računa vrijednost aritmetičkih 
izraza, tj. koji za ulazni string poput “2 +3 - 5" daje kao rezultat string "17". S 
obzirom da se vrijedi i obrnuto, tj. da se Markovljevi normalni algoritmi mogu 
simulirati na Turingovoj mašini, slijedi da Markovljevi normalni algoritmi 
predstavljaju još jednu formalizaciju pojma algoritma koja je logički ekvivalentna 
svim drugim poznatim formalizacijama. Nevolja kod Markovljevih normalnih 
algoritama leži u činjenici da formiranje Markovljevog normalnog algoritma za 
obavljanje čak i najelementarnijih zadataka predstavlja veliki intelektualni izazov. 
Postoje, doduše, mehanički postupci za pretvaranje programa za Turingovu ili 
univerzalnu registarsku mašinu u Markovljev normalni algoritam, ali takvi 
postupci po pravilu daju Markovljev algoritam koji je “daleko od optimalnog" u 
smislu što koristi neuporedivo veći broj pravila zamjene nego normalni algoritmi 
koje bi čovjek mogao formirati koristeći inteligenciju 1 intuiciju. Napomenimo i 
da problem pronalaženja optimalnog Markovljevog algoritma (tj. onog koji 
obavlja isti zadatak uz minimalan broj pravila zamjene) predstavlja algoritamski 
nerješiv problem, kao uostalom i problem pronalaženja optimalnog algoritma za 
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bilo koji od poznatih algoritamskih modela (dakle, opći problem optimizacije je 
također algoritamski nerješiv). 


10.11* Churchov A-račun 


Izlaganja o izračunljivosti i modelima algoritama završićemo rudimentalnim 
osvrtom na A-račun (engl. X-calculus) koji je vjerovatno najapstraktniji od svih 
predloženih koncepata za formalno definiranje pojma izračunljivosti (i možda 
jedan od najapstraktnijih koncepata u matematici uopće). Činjenica da se i taj 
koncept pokazao logički ekvivalentnim sa svim drugim konceptima na kojima se 
pokušao formalno zasnovati pojam algoritma i izračunljivosti, daje dobru potvrdu 
za tačnost Church-Turingove teze. Očigledno, ukoliko Church-Turingova teza 
nije tačna, za njeno osporavanje potrebno je smisliti nešto zaista radikalno novo, 
radikalnije od bilo čega što je do sada bilo poznato (kako za sada stvari stoje, 
izgleda da jedino otkrivanje nekih novih do sada nepoznatih zakona fizike može 
eventualno osporiti Church-Turingovu tezu). 


U osnovi, A-račun je zasnovan na Zroperatoru, koji se naziva i operator 
apstrakcije. Ovaj operator od izraza pravi funkciju, o čemu smo već govorili 
ranije. Podsjetimo se da su u matematici ova dva pojma (izraz i funkcija) često 
nedovoljno razdvojena. Na primjer, neka je data funkcija f (zanemarimo za sada 
njen domen i kodomen) za koju vrijedi f(x) =x"+5. Jasno je da ne možemo reći 
da je sama funkcija f jednaka izrazu x“ +5, nego samo daj je vrijednost Junkcije f 
za vrijednost argumenta x jednaka vrijednosti izraza x*+5. To jasno govori i 
kae f(x) koju jasno čitamo kao “ ‘vrijednost funkcije f za vrijednost argumenta 

.S druge strane, samu funkciju f možemo zapisati pomoću À- -operatora kao 
ja Xx .x+5 (interesantno je da do uvođenja À- -operatora, matematika nije imala 
kompaktnog načina da to zapiše). Dakle, izraz Ax.x{+5 predstavlja funkciju 
koja primijenjena na neki argument, daje vrijednost tog argumenta dignutog na 
kvadrat i uvećanog za 5. X-operator je vezujući simbol, poput kvantifikatora, i 
vezuje promjenljivu na koju djeluje. Kao i sve vezane promjenljive, njihovo 
stvarno ime je nebitno, tako da Ax. X+51Xy.y\+5 predstavljaju posve isti izraz 
(tj. istu funkciju). Izrazi sa A-operatorom mogu se koristiti u bilo kojem kontekstu 
gdje se može koristiti ime ma kakve funkcije, tako da je, recimo, izraz poput 
(Ax.xX+5)(3) posve legalan. On je „zapravo identičan izrazu f(3) u kojem je 
funkcija f definirana izrazom f(x) =x" +5 (dakle, njegova je vrijednost 14), samo 
što u njemu nismo posebno imenovali funkciju koja se primjenjuje na argument 3. 


Interesantnu situaciju dobijamo ukoliko kaskadno primijenimo à-operator. 
Razmotrimo, na primjer, izraz f=Aa.Ab.a+b i ispitajmo šta je, recimo, f(3). 
Prema definiciji A-operatora direktno slijedi f(3)=2Ab.3+b. Dakle, primjena 
funkcije f na vrijednost argumenta 3 daje kao rezultat izraz Ab .3 +b koji je i sam 
funkcija. Imamo interesantnu situaciju: f je funkcija koja kao svoj rezultat daje 
drugu funkciju (što, naravno, matematika ne zabranjuje). Stoga, ima smisla pitati 
šta je rezultat izraza f(3)(2) i odgovor je, naravno, 3 +2, odnosno 5. Općenito je 
fO)(y)=x+y. Jasno je da možemo pisati i nešto poput g =f(3), tako da je 
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g(x)=3 +x, ili jednakost poput (àa. àb.a+ b)(3)(2) = 5 Pored toga, f se, u neku 
ruku može posmatrati kao funkcija od dva argumenta, ali koji se ne primjenjuju 
simultano (jednovremeno) nego sukcesivno (uzastopno). Takva situacija je posve 
uobičajena u A-računu, u kojem se smatra da je prirodna interpretacija izraza 
poput f(x, y) upravo f(x)(y). Inače, interpretaciju po kojoj se funkcije koje zavise 
od više argumenata poput f (x1, X2, ...,X,) interpretiraju kao kaskada f (x1) (x2)... (Xn) 
(za razliku od uobičajene interpretacije prema kojoj se radi o funkciji čiji je 
argument uređena n-torka (x1, X2, ...,X,)) popularizirao je logičar H. Curry! (mada 
je ona zapravo prvi put predložena od strane M. Schonfinkela?) tako da se 
opisana interpretacija često prema njegovom imenu naziva currying. Značajna 
prednost ovakve interpretacije leži u činjenici da se pomoću nje lako tretiraju 
funkcije kod kojih broj argumenata nije unaprijed određen, što je teško izvesti u 
klasičnoj interprretaciji. 


Pomoću A-operatora lako je kreirati ne samo funkcije koje kao rezultat daju 
druge funkcije, nego i funkcije koje kao svoje argumente primaju druge funkcije. 
Posmatrajmo, recimo, izraz poput g =Af.Ax.f(f(f(x))). Neka je h neka funkcija. 
Tada je g(h) =Ax. h(h(h(x))). Očigledno, g(h) je ponovo funkcija i to takva da 
vrijedi g(h)(x) = h(h(h(x))). Dakle, g(h) je funkcija koja primijenjena na argument 
x daje isti rezultat kao funkcija h primijenjena tri puta uzastopno (funkciju g 
mogli bismo čitati kao “triput"). Primijetimo da funkcija g kao svoj argument 
zahtijeva ponovo neku funkciju. 


Izrazi koji se sastoje isključivo od simboličkih imena (koja predstavljaju 
imena promjenljivih i funkcija), zatim primjena funkcija na argumente, te 
)-operatora, zovu se čisti A-izrazi. Na bazi čistih A-izraza formirana je vrlo 
apstraktna (i prilično konfuzna) formalna teorija nazvana Ž-račun. Doduše, u 
klasičnom A-računu koristi se donekle sažeta sintaksa sa ciljem kompaktnijeg 
zapisa izraza (prema kojoj se umjesto konstrukcija poput f(x), fœ@)0) i f(g(x)) 
piše prosto f x, fx y i f (g x), dok se umjesto kaskadne primjene X-operatora poput 
Ax.Ay.Az. piše prosto Axyz.), mi ćemo se, radi jasnoće, držati dosadašnje sintakse. 


Formalno se A-račun zasniva na tri pravila, koja se nazivaju arkonverzija, 
Bredukcija i 17-redukcija. Slobodno rečeno, a-konverzija je pravilo koje garantira 
da preimenovanje formalnog argumenta X-operatora uz prateće preimenovanje 
svih slobodnih pojava tog argumenta u zoni dejstva A-operatora ne mijenja 
značenje izraza, odnosno da su A-izrazi poput Ax.f(x) i Ay.f(y) ekvivalentni. 
Međutim, i tu treba biti na oprezu, s obzirom da su pravila kada je 
preimenovanje ispravno za slučaj složenijih A-izraza analogna kao u 
predikatskoj logici. Na primjer, ne smijemo u izrazu Ax.Ay.x tek tako 
preimenovati promjenljivu x u y, a da prije toga ne preimenujemo i promjenljivu 
y (uradimo li to, dobićemo izraz Ay.Xy.y koji ima posve drugo značenje). 
Također, kao rezultat preimenovanja argumenta prvog A-operatora u izrazu 


! Haskell Curry (1900-1982), američki matematičar. Poznat po svojim radovima u logici. Po njemu ime nose 
programski jezici Haskell i Curry. 


A Mojsej Isajevič Schönfinkel, ruski matematičar. Poznat po uvođenju kombinatorne logike. 
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Ax.Ax.x dobijamo izraz Ay.Ax.x a ne Ay.Ax.y (s obzirom da je posljednja pojava 
promjenljive x vezana). Drugo pravilo, poznato kao -redukcija tvrdi je rezultat 
primjene A-izraza oblika Ax.F gdje je x neka promjenljiva a F neki A-izraz na neki 
drugi A-izraz G novi A-izraz koji se dobija tako što se u izrazu F sve pojave 
promjenljive x na ispravan način zamijene izrazom G (ispravna zamjena se 
definira analogno kao u slučaju predikatske logike). Pojednostavljeno rečeno, 
možemo reći da je (Ax.FX(G) = F(x— G), gdje je F(x— G) rezultat (ispravne) 
zamjene x sa G u izrazu F. Ovdje ponovo treba voditi računa da zamjena bude 
ispravna. Recimo, kao rezultat primjene izraza Ay. Ax.y na izraz x kao rezultat ne 
možemo dobiti Ax.x, jer je x u ovom izrazu vezano, a y nije bilo vezano u izrazu 
Ax.y. Za ispravnu primjenu potrebno je prethodno preimenovati promjenljivu x u 
izrazu Ay. Ax.y (recimo u z), tako da se kao rezultat primjene izraza Ay.Ax.y na x 
dobija Az.x, odnosno (Ay.Ax.y)(x) =Az.x. Konačno, -redukcija tvrdi da je 
à-izraz oblika Ax.F(x) gdje je F neki A-izraz praktično ekvivalentan sa F, pod 
uvjetom da se x ne javlja kao slobodna promjenljiva u izrazu F. Posebno, izraz 
oblika Ax.f(x) gdje je fime neke promjenljive ili funkcije praktično se svodi na f. 
Ovo pravilo zapravo odražava ideju da su dvije funkcije identične ako i samo 
ako daju iste rezultate prilikom primjene na iste argumente. 


Kako A-račun zapravo ne poznaje ništa drugo osim funkcija, slijedi da u 
A-računu sve funkcije primaju kao argumente druge funkcije i da sve funkcije 
kao rezultate daju druge funkcije. Kako je bilo koja teorija koja ne poznaje 
pojam broja prilično ograničena, Church je u A-račun uveo pojam broja, ali tako 
da i brojevi budu funkcije (u skladu sa ciljem A-računa da svi objekti budu 
isključivo funkcije). Konkretno, Church je definirao sve prirodne brojeve 
(uključujući i nulu), konstrukcijama poput 


O=Af.Ax.x 
L= Afar 
2=Af. dx. F) 
3=Af. dx. FEC) 
4=Af dx. FEES 


itd. Ovako definirani “brojevi” zovu se Churchovi cijeli brojevi (primijetimo da 
je funkcija g definirana neznatno ranije zapravo Churchov cijeli broj 3). 
Dopustimo li oznaku f“ za n-ti stepen funkcije n, možemo generalno reći da se 
po Churchovoj definiciji broj n izražava kao Af.Ax. f(x), odnosno uzima se da 
je, po definiciji, n=Af.4x.f (x). Nije teško primijetiti da je Churchov cijeli 
broj n zapravo funkcija koja primijenjena na neku funkciju daje kao rezultat 
funkciju koja primijenjena na neki argument x daje isti rezultat kao i izvorna 
funkcija primijenjena n puta uzastopno na argument x. Tako, recimo, imamo 
2( f)(x) =f(f(x)). Stoga se Churchovi cijeli brojevi mogu čitati redom kao 


2, «4: 


"nijednom", "jedanput", "dvaput", itd. 


Nad Churchovim cijelim brojevima mogu se definirati "aritmetički operatori" 
koristeći isključivo čiste A-izraze. Na primjer, funkciju s koja računa sljedbenik 
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svog argumenta (za koji pretpostavljamo da je Churchov cijeli broj), možemo 
lako definirati na osnovu očigledne relacije prema kojoj je f (x) = fF O): 


s =Àn. Af. Ax. fF) 
Pokažimo, recimo, da je s(3) = 4 u skladu sa ovom definicijom: 


5(3) = An AF. dx FEO) =A F. Ax FOO) = 
=Af. x. FAFO =4 


Nije teško napraviti i čiste A-izraze koji definiraju operacije sabiranja, 
množenja i stepenovanja. Na primjer, sljedeće definicije definiraju funkcije a, m 
i e takve da je a(nı)\(m) =n; +n, m(n)(n,) =n; m i e(ny)(n2) =n”? za ma koja 
dva Churchova cijela broja p i q (primijetimo da je definicija stepenovanja 
prostija od definicije množenja, koja je opet prostija od definicije sabiranja): 


a = àn; An. Af. Ax. FENAN) 
m= àn. àm. Af.ninAf)) 


e = àn; . àm. m(n) 


Definicije sabiranja i množenja neposredno slijede iz očiglednih relacija po kojima 
je FHD =f) i FG) = fA), a definicija stepenovanja 
direktno slijedi iz same definicije Churchovih cijelih brojeva. Pokažimo, recimo, 
da u skladu sa predloženim definicijama vrijedi m2)(3) = 2-3 = 6: 


m(2)(3) = Ap . dq NF. p(g(f)))ODG) = Aq . AF. Ua f)))B) = 
= (Aq AF. AF- AX. FEOEO) = Aq. AF. Ax . a ANAO) = 
= Af- Ax. 3PC = Mf Ax. Z(F)F(FCF)))) = 
=Nf.M FUJI) = 6 


Znatno je teže definirati u čistom A-računu operacije poput oduzimanja ili 
dijeljenja. Zapravo, problem je već definirati funkciju koja računa prethodnik 
Churchovog cijelog broja, tj. funkciju p za koju vrijedi p(n) =n— 1 (uz p(0) = 0). 
Dugo vremena se smatralo da to nije ni moguće. Ipak, Kleene je 1930. godine 
uspio izraziti funkciju prethodnika te operaciju oduzimanja u A-računu. Ideja je 
da se konstruira pogodna funkcija čiji n-ti stepen primijenjen na neki pogodan 
argument daje sličan efekat kao n—1-vi stepen neke funkcije f primijenjene na 
argument x. Takvom se pokazala funkcija T = àg . àh . h(g(f )). Indukcijom se može 
pokazati da je T(Au.x) =Mh.h(f""(x)). Stoga, ako primijenimo T"Ou.x) na 
identičnu funkciju i=2Au.u, rezultat će biti upravo f"P"(x), odnosno imamo 
identitet T"Ou. Xu. u) =f"P(x). Na osnovu svega navedenog, slijedi da 
funkciju p možemo definirati pomoću sljedećeg čistog A-izraza: 


p=ùàn.Af.àx.nÀg. Ah. h(gF)))Ou.x)(Mu. u) 


Demonstrirajmo, na primjer, kako teče izračunavanje p(3) prema ovoj definiciji: 
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p(3) = An. Af. Ax. nAg . Ah . helf Au . Au . w3) = 
=Àf. Ax. 3g . Ah. hefu.) Au . u) = 
=Af. Ax. Ag Ah. h(EFIJOAg Ah. (gg MM. KEEF DAU Au . u) = 
= Af. Ax . Ag Ah. AEEY Ah. MEEDA. (MU HF) ))OU . u) = 
=Af. Ax. Ag KM. MEENAAZ Ah. KESMAR . hu.) = 
= Af. x . (Àg Ah . h(g(P))) AR . NOR. AAF Ru. u) = 
=Af. Ax. Og Ah. he DOAR. KFO Au. u) = 
= Af. Ax. Ah. h fO Au. u) = Af. Ax . Au FE) = 
=f. x. f(f@))=2 


Navedeni primjer ilustrira da funkcija p zapravo kreira n-tostruku kompoziciju 
funkcija od kojih svaka primjenjuje svoj argument g na funkciju f, pri čemu se 
na kraju lanca (tj. na samom početku evaluacije) jedna kopija od f odbacuje i 
zamjenjuje sa x. 


Nakon što je kreirana funkcija p, sasvim je lako kreirati čisti A-izraz koji 
realizira operaciju oduzimanja. Naime, da bismo oduzeli broj 12 od nı, dovoljno 
je m puta primijeniti funkciju p na nı, tj. primijeniti n,(p) na nı. To dovodi do 
sljedeće definicije funkcije d za koju vrijedi d(n;)(n,) = nı — m za nı 2 n odnosno 
d(nı)(m2) = 0 za nı < nz: 


d= àn; . àm. nàn .Af.Ax.nAg M. he fY Au . x). u(n) 


Dugo vremena je osnovni problem A-računa ležao u činjenici da na prvi 
pogled izgleda da se pomoću čistih -izraza ne može napraviti nikakva rekurzivna 
definicija, što je iznimno ograničenje. Ilustrirajmo u čemu je problem. Uzmimo 
kao primjer rekurzivnu definiciju funkcije koja računa faktorijel svog argumenta, tj. 
funkcije f(n) =n! prema kojoj je f(n) =n: f(n—1) za n £0 uz početni uvjet f(0) = 1 
(ova funkcija je ubjedljivo najpoznatiji i najviše korišteni primjer rekurzivno 
definirane funkcije). Uvedemo li oznaku ?(n,P,O) kao skraćeni zapis za P 
ukoliko je n£0 i O ukoliko je n=0, definiciju funkcije f možemo kompaktno 
zapisati u obliku f(n) = %Y(n,n: f(n—1),1). Izrazi oblika ?(n,P,O) se sasvim lako 
definiraju u A-računu. Naime, izraz An. n(Ax.P)(O) pri čemu je x proizvoljna 
promjenljiva koja se ne javlja kao slobodna u izrazu P primijenjen na Churchov 
cijeli broj n daje kao rezultat P ukoliko je #0 odnosno O ukoliko je n=0. 
Zaista, s obzirom da se x ne javlja kao slobodna promjenljiva u izrazu P, za n#0 
možemo pisati 


An . nar. P)(O))(n) = nac. PQ) = Ax . PIG. PAX. P)(O)))...) = 
= (Ax . P)(...(Ax . P)(P))...) =... = Ax . P)(P) =P 


gdje tri tačkice na početku označavaju da se funkcija (Ax. P) kaskadno primjenjuje 
n puta (što se može kompaktnije zapisati i kao (Ax. P)“"(Q)), dok za n = 0 imamo: 


An . n(Ax. P)(O))(0) = 0x . PXQ) = Af. dx . x)(x . P)(O) = Ax. 2)(Q) = Q 
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Stoga izgleda da bismo definiciju funkcije f za računanje faktorijela u A-računu 
mogli principijelno napisati ovako: 


f=Mn.n(Ax.n-f(n—1))(1) 

Ovdje smo upotrijebili riječ "principijelno", jer je posve jasno da se ovdje ne radi 
o čistom A-izrazu, s obzirom da se u njemu javlja operacija množenja, konstanta 
1, te konstrukcija n— 1, što nije dopušteno u čistim A-izrazima. Međutim, sve to 
nije problem, s obzirom da smo vidjeli kako se množenje, konstanta 1 te odbijanje 
jedinice mogu realizirati pomoću čistih A-izraza. Pravi problem je činjenica da se 
u A-izrazu kojim se definira funkcija f javlja ona sama, tj. pokušavamo funkciju f 
definirati pomoću nje same, što je očito kretanje u krugu. Mada na prvi pogled 
izgleda da su sve rekurzivne definicije zapravo takve, istina je donekle drugačija. 
Postoji bitna razlika između korektne rekurzivne definicije poput f(n) = n- f(n-1) 
i nekorektne “definicije? poput f=An.n(Ax.n- f(n—1))(1). Naime, u definiciji 
f(n) =n: f(n—1) vrijednost funkcije f za jednu vrijednost argumenta izražava se 
preko vrijednosti funkcije f za drugu vrijednost argumenta u čemu, naravno, nema 
ništa loše. S druge strane, definicije funkcija pomoću A-izraza ne posmatraju 
individualne vrijednosti funkcija za pojedine argumente, nego funkcije kao cjeline. 
Stoga se u “definiciji” f=An.n(Ax.n- f(n—1))(1) čitava funkcija f izražava preko 
nje same, što je očito apsurdno. Ova "definicija" se jedino može protumačiti kao 
jednačina sa nepoznatom funkcijom f (koju treba odrediti tako da jednakost bude 
zadovoljena), a nikako kao definicija funkcije f. 


Izlaz iz ove situacije nađen je u činjenici da mada očigledno nije moguće da 
se definicija neke funkcije poziva na samu sebe, može se izvesti da se nekoj 
funkciji proslijedi ona sama kao argument. Naime, ukoliko neki A-izraz definira 
neku funkciju, pravila A-računa ne zabranjuju da se ta funkcija pozove nad tim 
istim A-izrazom, čime se ta funkcija efektivno izvršava nad samom sobom kao 
argumentom. Upravo tu činjenicu ćemo iskoristiti da rekurziju realiziramo tako 
što ćemo umjesto da funkciju definiramo preko nje same (što nije dozvoljeno), 
funkciju prosljeđivati njoj samoj kao argument. Ovo ćemo izvesti postupno. 
Prvo ćemo umjesto sporne definicije f=An.n(Ax.n- f(n—1))(1) definirati pomoćnu 
funkciju fı koja se od "definicije" funkcije f razlikuje po tome što sa desne strane 
jednakosti ne poziva funkciju f nego neku drugu funkciju g, koja se zadaje kao 
prvi argument funkcije fı (tako da je fı funkcija od dva argumenta). Pored toga, 
funkciji g se kao prvi argument prosljeđuje ona sama (dok se n—1 prenosi kao 
drugi argument). Drugim riječima, definicija funkcije f; izgleda ovako: 


fi=\g.M.nXx.n:g(g)(n—1)a) 


Analizirajmo sada šta se događa ukoliko se funkciji fı proslijedi ona sama 
kao prvi argument, tj. čemu je jednak izraz fi(f1). Lako dobijamo da je: 


FD = Ag.An.n(Ax. n- g(g)(n— DODD = àn. n(Ax.n:f(f)(n— Da) 


Dakle, zaključujemo da vrijedi fi(fi) = An. n(Ax.n-f(fD(n— DG). Međutim, na 
osnovu ove jednakosti vidimo da upravo izraz fı(fı) predstavlja rješenje po f 
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jednačine f=An.n(Ax.n-f(n—D))(1) koju funkcija f mora zadovoljavati. Drugim 
riječima, korektna definicija funkcije f glasi f = fi( f1), odnosno 


f= Ag An. n(Ax.n-g(g)(n— IDOD Ag An .nAx. n: g(g)(n— Da) 


Sad postaje jasnije zbog čega smo funkciji g prosljeđivali nju samu kao prvi 
argument. Naime, na taj način se garantira da će se primjena funkcije f; na nju 
samu nastaviti kroz čitav lanac rekurzivnih poziva. Ilustrirajmo na primjeru kako 
teče tok izvršavanja funkcije f recimo pri računanju f(3). Da ne bismo morali 
prikazivati sređivanja koja su nebitna za ono što je suština ovog izlaganja, 
preformuliraćemo definiciju funkcije f; tako da koristi intuitivno jasnu konstrukciju 
?X(n, P, Q), odnosno uzećemo da je fı =Ag. An. Xn, n- g(g)(n— 1), 1). Na taj način 
ćemo izbjeći prikaz sređivanja koja bi morali vršiti kada bismo koristili raspisani 
prikaz ove konstrukcije, tj. An. n(Ax. P)(O). Sada izračunavanje f(3) teče ovako: 


FO) =f1(10(3) = Ag An . Xn, n- g(g)(n—1), DD) = 
= (Àn . ?(n,n:f(f)(n—1), D)B) = ?8,.3 AME- D, D =3- 02) = 
=3:- (Àg àn. Xn, n: g(g)(n—1), DMO) = 
=3: Àn. Xn, n FAN- 1), DO) =3:12,2 AMEC- 1I, 1) = 
=3.2: FADA) =3:2-Ag An. Xn, ngn -1), DMO) = 
=3:2- An. Xn, nAn- 1, 10) =3-220, 1 AAA- 1), D= 
=3.2: 100) =3-2-1-Ag A. Xn, n-g8)n-1), DO) = 
=3:2-1: An. Xn, n f fXn-1), DO) =3-2-1+10,0-ACA)(0—1), 1) = 
=3.2-1-1=6 


Na sličan način se u -računu mogu izvesti i praktično sve druge rekurzivne 
definicije. Moguć je i nešto drugačiji, donekle apstraktniji ali i univerzalniji 
pristup kreiranju rekurzivnih funkcija u A-računu. Naime, razmotrimo -izraz 
Y=2f.(2g.f(2(2))2g2 .f(g(g))), koji se obično naziva Y-kombinator odnosno 
paradoksalni kombinator. Primijetimo prvo da se u ovom izrazu također javlja 
primjena funkcija na sebe same, s obzirom da se, na prvom mjestu, funkcija g 
primjenjuje sama na sebe u podizrazu g(g), a pored toga, podizraz Ag .f(g(g)) se 
također primjenjuje sam na sebe. Analizirajmo sada šta se dešava kada se Y 
primijeni na neku funkciju f: 


YU) =(f.(28.f(8(8))28.f(8(B))U) = Ag S(g( Ag Fee = 
=f (Ag f(g(g)))Og f(g(g)))) = (YU) 


Vidimo da za proizvoljnu funkciju f važi interesantna relacija Y(f)=f(Y(f)). 
To zapravo znači da Y( f) predstavlja rješenje po x jednačine x=f(x), odnosno 
Y(f) je fiksna tačka funkcije f (primijetimo da je ovo rješenje odnosno fiksna 
tačka također funkcija, s obzirom da su u čistom A-računu svi objekti funkcije). 
Ovu činjenicu lako možemo iskoristiti za definiranje rekurzivnih funkcija tako 
što ćemo pomoću Y-kombinatora riješiti jednačinu koju tražena rekurzivna 
funkcija mora zadovoljavati. Na primjer, vidjeli smo da funkcija f za računanje 
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faktorijela mora zadovoljavati jednačinu f=An.n(Ax.n- f(n—1))(1). Ovu jednačinu 
lako možemo napisati u obliku f= f,( f), gdje je f2 funkcija definirana izrazom 


f$=XfAn.nOx.nf(n DI 


Drugim riječima, funkcija fx se razlikuje od sporne "definicije" funkcije f po 
tome što ona ne poziva samu sebe, nego neku funkciju koja joj se prosljeđuje 
kao prvi argument. Međutim, iz provedenog razmatranja slijedi da je rješenje 
jednačine f=f(f) dato kao f= Y(f2), što predstavlja još jedan način na koji se 
može korektno definirati funkcija f. Raspisano, ova definicija za f glasi 


F= AS. Ag FEOS S(E(DDAf AN. nAx.n:f(n—D))(1)) 


Pokažimo, na primjer, kako ova definicija daje korektnu vrijednost za f(3). Pri 
tome ćemo ponovo, radi jednostavnosti, funkciju fọ) prikazati u kompaktnijem 
obliku kao f = Àf. àn . Xn,n-f(n-1), 1): 


FD = YAD) =/f(Y(9)3) = AF àn. Xn, n-fin-1), DYO) = 
= (àn. Xn, n Y( fn- 1), DB) = 23,3-Y(f£)B—1), 1) = 
=3 YND) = 3 PAAD =3-AF. àn. ?(n,n:f(n—1), DYD = 
=3- (Àn. (n,n Y(fXn-1), 1D) =3:-2(2,2-Y(f$)2—1),1)=3-2-Y(f)(1) = 
=3-2 AYDA =3:2-AFf. àn. Xn, n-fan-1), DAAA) = 
=3-2-(An. Ynn Y(n -1), 190) =3:220, 1 YUD, = 
=3:2-1-Y(f)(O) =3-2-1 L(Y(L))(0) = 
=3-2-1-Af. àn. Xn, n-fn-1), DOO = 
=3-2-1- (Àn. n,n- Y(f)n—1), DXO =3-2-1-X0,0-Y(AX0-1), 1) = 
=3:2:1:1=6 


Na osnovu provedenih razmatranja, vidimo da se uz pomoć Y-kombinatora 
može lako izraziti ma kakva rekurzivna definicija. Nakon otkrića ove činjenice, 
nije trebalo proći dugo vremena da se pokaže da se pomoću čistih A-izraza može 
definirati svaka rekurzivna funkcija u smislu Kleenea, odnosno svaka izračunljiva 
funkcija (naravno, pretpostavljajući da su njeni argumenti i rezultat Churchovi 
cijeli brojevi), što su 1937. godine dokazali Church i Turing neovisno jedan od 
drugog. Odavde slijedi da izrazi A-računa imaju punu moć da se pomoću njih 
iskaže ma kakav proces mehaničkog izračunavanja koji se može iskazati ma 
kakvim drugim formalnim algoritamskim modelom. Drugim riječima, A-račun 
je, koliko god apstraktno djelovao, potpuno ravnopravan algoritamski model 
kao i bilo koji drugi razmotreni model. Intersantno je još napomenuti da je 
problem utvrđivanja da li su dva izraza A-računa ekvivalentna (tj. da li definiraju 
istu funkciju) prvi problem za koji je dokazana njegova algoritamska nerješivost 
(prije nego što je to učinjeno za Halting problem). 


Dugo vremena je glavna misterija vezana za A-račun bila vezana za pitanje 


da li se čistim A-izrazima može dati ikakvo smisleno tumačenje, odnosno da li je 
A-račun samo puka formalna igrarija sa simbolima ili iza njega stoji neka smislena 
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interpretacija. Konkretnije, osnovno pitanje je da li se ono što se u A-računu 
naziva funkcijom uopće može interpretirati kao funkcija u uobičajenom značenju 
te riječi. Problem nastaje zbog činjenice da u A-računu funkcije mogu imati same 
sebe kao svoje argumente (zapravo, ne samo da mogu, nego je ta osobina od 
ključne važnosti za mogućnost definiranja rekurzivnih funkcija) i što su njihovi 
rezultati ponovo funkcije. Stoga se vrlo nejasno kakav je zapravo domen funkcija 
o kojima govori A-račun. Naime, ako njihov domen označimo sa D (iz izloženog 
slijedi da D mora ujedno biti i njihov kodomen), tada ako se neka funkcija sa 
domenom D može primijeniti sama na sebe, onda skup D mora u nekom smislu 
kao svoje elemente sadržavati i funkcije sa domenom D i kodomenom D (tj. 
funkcije sa D u D), što djeluje kao besmisleno "kretanje u krug". Vrlo je nejasno 
kakav bi to trebao biti skup D da se među njegovim elementima nalaze funkcije 
sa D u D. Štaviše, izgleda da je problem nalaženja takvog skupa nerješiv, s 
obzirom da je lako pokazati da je za ma kakav skup D kardinalni broj skupa svih 
funkcija sa D u D uvijek veći od kardinalnog broja skupa D, tako da sve funkcije 
sa D u D nikako ne mogu biti elementi od D. Međutim, 1970. godine D. Scott je 
pokazao da ukoliko se umjesto svih funkcija sa D na D ograničimo samo na 
neprekidne funkcije sa D na D (pri čemu se neprekidnost posmatra relativno u 
odnosu na prikladno konstruisanu topologiju), tada je zaista moguće konstruisati 
takav skup D koji na izvjestan način (putem prikladnog izomorfizma) kao svoje 
elemente sadrži sve neprekidne funkcije sa D u D. Slijedi da je, uz pogodnu 
interpretaciju, izraze A-računa zaista moguće interpretirati kao funkcije definirane 
na tako konstruisanim domenom D. Ovim je dat precizan smisao A-računu, što je 
značajno pomoglo da se A-račun svrsta u legitimne i smislene matematičke teorije. 


Bez obzira što na prvi pogled djeluje veoma apstraktan, A-račun je imao 
značajan uticaj na razvoj posve nove metodologije programiranja poznate kao 
Junkcionalno programiranje i pojave programskih jezika (nazvani funkcionalni 
jezici) koji su zasnovani na ovoj metodologiji, u koje spadaju, recimo, LISP, ML 
i Haskell. Pored toga, radovi D. Scotta na otkrivanju smislene interpretacije 
A-računa imali su veliki uticaj na strogo matematsko zasnivanje opće teorije 
programskih jezika (posebno na pitanja vezana za semantiku programskih jezika). 
Matematski orjentirani programski jezici, kao što su Mathematica i Maple, u 
dobroj mjeri podržavaju ideje funkcionalnog programiranja i A-računa općenito. 
Neki elementi A-računa, kao što je A-operator, kao i mogućnost da funkcije 
primaju druge funkcije kao argumente i da vraćaju druge funkcije kao rezultat, u 
dobroj mjeri nedostaju "klasičnim" programskim jezicima (na primjer, mnoge 
funkcije iz biblioteke “algorithm” programskog jezika C++ znatno bi se lakše 
koristile da programski jezik C++ posjeduje takve mogućnosti). Stoga je vrlo 
vjerovatno da će neki elementi A-računa u bliskoj budućnosti ući u sastav 
klasičnih programskih jezika (C++ je najozbiljniji kandidat da u njega u 
sljedećoj reviziji jezika uđe dosta elemenata A-računa). 
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Zadaci uz Poglavlje 10. 


Da li sljedeći niz koraka predstavlja algoritam za nalaženje prirodnog broja g čiji je 
kvadrat jednak zadanom prirodnom broju g (i da li je ovaj niz koraka uopće algoritam)? 

1. Zadati prirodan broj p; 

2. Postaviti q= 1; 

3. Ukoliko je ď =p, prikazati q i završiti sa radom; 

4. Uvećati q za l i vratiti se nazad na korak 3. 

Obrazložite odgovor (bio on pozitivan ili negativan). Ukoliko je odgovor negativan, predložite 
odgovarajuće modifikacije pomoću kojih bi se dobio korektan algoritam. 


Objasnite šta je sporno u sljedećem “algoritmu”: 

1. Zadati dva sintaksno korektna matematička izraza A i B u kojima se javljaju samo 
brojevi, promjenljiva x, aritmetičke operacije i elementarne funkcije; 

2. Ukoliko A i B imaju istu vrijednost za sve realne vrijednosti x za koje su izrazi A i B 
definirani, prikazati 1 kao rezultat i završiti sa radom; 

3. Prikazati 2 kao rezultat i završiti sa radom. 


Pokažite da su kvantificirane varijante Halting problema u kojima se postavlja pitanje da li 
neki mehanički izvodljiv niz koraka nad nekim ulaznim podacima završava sa radom za 
makar neke ulazne podate, odnosno da li on završava sa radom za sve ulazne podatke 
također nisu algoritamski rješivi. 


Pokažite da je problem utvrđivanja da li dva zadana programa (u proizvoljnom programskom 
jeziku) za iste ulazne podatke proizvode identične rezultate (tzv. problem ekvivalencije) 
algoritamski nerješiv tako što ćete pokazati da bi iz njegove rješivosti sljedila rješivost 
Halting problema. 


Pokažite da ne postoji algoritam koji bi kao svoj ulaz primao opis nekog programa i 
specifikaciju šta bi taj program trebao da radi i koji bi kao rezultat dao informaciju da li se 
taj program zaista ponaša u skladu sa specifikacijama ili ne (drugim riječima, problem 
automatske verifikacije programa nije algoritamski rješiv). 


Neka je H neki algoritam koji djelimično rješava Halting problem, tj. daje potvrdan 
odgovor kad god neki zadani mehanički postupak terminira kada mu se kao ulaz ponudi 
neki ulazni podatak, dok u suprotnom ponekad daje negativan odgovor, a ponekad daje 
odgovor da ne zna da li postupak terminira ili ne. Formirajmo sada niz koraka T koji se 
izvodi nad nekim drugim nizom koraka S na sljedeći način. Niz koraka T prvo poziva 
algoritam H sa ciljem da utvrdi da li niz koraka S terminira kada mu se kao ulaz ponudi 
sam niz koraka S. Ukoliko H ponudi potvrdan ili neodređen odgovor, niz koraka T upada u 
beskonačnu petlju, inače se završava. Pokažite da niz koraka T sigurno nikada ne završava 
sa radom ukoliko se primijeni nad samim sobom, ali da algoritam H ne može to da 
ustanovi (drugim riječima, kakav god bio algoritam H, konstruisali smo niz koraka za koji 
znamo da se ne zaustavlja, ali takav da algoritam H to ne može detektirati). 


Pokažite da je skup svih Turingovih mašina prebrojiv. 


Pokažite da je neki podskup A skupa N rekurzivan ako i samo ako su i skup A i njegov 
komplement u odnosu na skup N rekurzivno nabrojivi. 


Pokažite da je skup H= {n | n-ta Turingova mašina terminira) rekurzivno nabrojiv ali nije 
rekurzivan tako što ćete opisati kako bi načelno mogao izgledati algoritam koji generira 
njegove elemente, a da skup H’ = {n | n-ta Turingova mašina ne terminira) nije čak ni 
rekurzivno nabrojiv (ovo tvrđenje poznato je i kao Postova teorema). 


Pokažite da je problem ispitivanja da li zadani element pripada ili ne pripada nekom 
rekurzivno nabrojivom skupu sigurno algoritamski barem polurješiv u smislu da je moguće 
osmisliti niz koraka koji će sigurno nakon konačno mnogo primijenjenih koraka dati potvrdan 
odgovor ukoliko posmatrani element pripada skupu, a koji u slučaju da posmatrani element 
ne pripada skupu može ponuditi odrečan odgovor, ali i ne mora ponuditi nikakav odgovor. 
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10.14 


10.15 


Stritno posmatrano, iz Matijasevičeve teoreme neposredno slijedi da ne može postojati 
algoritam za utvrđivanje da li proizvoljna Diofantova jednačina ima rješenja u skupu N, dok 
10. Hilbertov problem ne postavlja ovo ograničenje (dopuštena su sva cjelobrojna rješenja). 
Međutim, da postoji algoritam koji utvrđuje da li proizvoljna Diofantova jednačina ima 
ikakva cjelobrojna rješenja (tj. koji rješava 10. Hilbertov problem), na osnovu njega bi se 
mogao konstruisati algoritam koji utvrđuje da li proizvoljna Diofantova jednačina ima 
rješenja u skupu N, odakle direktno slijedi algoritamska nerješivost 10. Hilbertovog problema. 
Pokažite bi se mogao konstruisati takav algoritam (iskoristite Lagrangeov rezultat po kojem 
se svaki nenegativan cijeli broj može predstaviti kao zbir kvadrata četiri cijela broja). 


Pokažite da iz Matijasevičeve teoreme slijedi da je moguće formirati jednu konkretnu 
Diofantovu jednačinu sa jednim cjelobrojnim parametrom a da problem određivanja da li 
za zadanu vrijednost a ona ima rješenja ili ne bude algoritamski nerješiv (iako se radi o 
samo jednoj konkretnoj jednačini). Posebno pokažite da je moguće formirati Diofantovu 
jednačinu sa jednim cjelobrojnim parametrom a takvu da bi eventualni algoritmam koji 
testira da li za zadanu vrijednost a ona ima rješenja ili ne omogućio rješavanje Halting 
problema. 


Pokažite da se svaka Diofantova jednačina može svesti na Diofantovu jednačinu čiji red 
nije veći od 4, odakle slijedi da bi bilo dovoljno da postoji algoritam za testiranje rješivosti 
Diofantovih jednačina četvrtog reda pa da 10. Hilbertov problem bude rješiv. Učinite to 
tako što ćete pokazati kako polaznu jednačinu transformirati u sistem jednačina uvođenjem 
novih promjenljivih, tako da se u novom sistemu ne pojavljuju članovi stepena većeg od 2 
(to uključuje kvadrate individualnih promjenljivih ili produkte dvije promjenljive), a zatim 
iskoristite činjenicu da je sistem oblika P=0, Q=0,R =0, ... ekvivalentan jednoj jednačini 
oblika P?+Q*+R*+..=0. 


Mada je Postov problem korespodencije algoritamski nerješiv u općem slučaju, mnogi 
konkretni slučajevi Postovog problema korespodencije mogu se riješiti. Ispod su navedeni 
tipovi kartica za nekoliko konkretnih slučajeva ovog problema. Za svaki od navedenih 
slučajeva ispitajte da li je moguće sastaviti takav niz kartica (bez njihovog prevrtanja) da i 
u gornjem i u donjem redu bude ispisana ista riječ (od svakog tipa kartica možemo uzeti 
koliko god želimo kartica). Ukoliko takav niz postoji, pronađite ga. Ukoliko ne postoji, 
argumentirano pokažite da zaista ne postoji. 


a) aa bb abb b) 
aab ba b 
c) aab aa d) aab a 
a baa a baa 
GPU FIFIFITRSFTIFUFI 
aaa ba ca abac bb ab 


Jedna naizgled jednostavnija varijanta problema popločavanja također se pokazala kao 
algoritamski nerješiva. Naime, neka je na raspolaganju konačno mnogo tipova kvadratnih 
pločica istih dimenzija, čije su strane označene bojama. Postavlja se pitanje da li je 
moguće popločati čitavu ravan takvim pločicama zadržavajući orjentaciju pločica (tj. bez 
ikakvog rotiranja pločica) tako da su stranice ma koje dvije pločice koje se dodiruju uvijek 
obojene istom bojom (slično zahtjevu koji se postavlja u igri domina). Mada je ovaj 
problem algoritamski nerješiv u općem slučaju, to ne znači da se on ne može riješiti u 
pojedinim specijalnim slučajevima. Ispitajte da li je opisano popločavanje moguće za dva 
konkretna slučajeva navedena ispod. Ukoliko je takvo popločavanje moguće, opišite kako 
ga izvršiti. Ukoliko nije, argumentirano objasnite zašto nije. 


a) I 2 3 b) I 2 3 
2 di ala 1 2 di Alh 1 
2 3 1 2 1 3 
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Pokažite da je za varijantu problema popločavanja koja je opisana u prethodnom zadatku 
popločavanje čitave ravni moguće ako i samo ako je za svaki prirodan broj n moguće 
popločati kvadrat dimenzija nxn (pretpostavljamo da su pločice dimenzije 1X 1). Oprez: 
implikacija u jednom smjeru je gotovo očigledna, ali u drugom smjeru je znatno složenija 
nego što na prvi pogled izgleda. 


Pokažite da iz zaključka prethodnog zadatka i činjenice da je problem poopločavanja 
algoritamski nerješiv slijedi da moraju postojati situacije u kojima je popločavanje ravni 
moguće izvršiti samo na neperiodičan način (tj. bez ponavljanja iste konačne skupine 
pločica u svim pravcima). 


Dat je Thue problem riječi sa pravilima transformacija 
ADFBG & AHI BDF&>DF CDJeCKAAHI  DFBoD EDGC & LB 


Ispitajte da li je moguće transformirati riječ “ADC” u riječ “ABDC”, kao i riječ “DGHGD" u 
riječ “DCCAB”. Ukoliko je to moguće, nađite sekvencu transformacija koja prvu riječ 
prevodi u drugu. Ukoliko to nije moguće, dokažite da nije moguće. 


Pokažite da je algoritamski izračunljiva funkcija f : N— N definirana sa f(n) =1 ako Bog 
postoji, a f(n)=0 ako Bog ne postoji (ovo može djelovati posve neočekivano onima koji 
ne shvataju ispravno šta tačno znači algoritamska izračunljivost). 


Pokažite da je busy beaver funkcija dobro definirana, odnosno da zaista postoji granica za 
maksimalan broj simbola koji proizvoljna Turingova mašina sa n stanja može upisati na 
praznu traku prije nego što završi sa radom. 


Opišite kako bi se mogao napraviti algoritam za računanje busy beaver funkcije kada bi 
postojao algoritam koji rješava Halting problem. 


Definirajmo funkciju MS(n) koja za kao rezultat daje maksimalan broj instrukcija koji 
proizvoljna Turingova mašina sa n stanja može izvršiti kada se pokrene nad praznom 
trakom prije nego što završi sa radom, pod uvjetom da uopće završava sa radom (ovo je 
tzv. max-step funkcija). Pokažite da je funkcija MS(n) dobro definirana i da vrijedi 
nejednakost MS(n)2BB(n) (drugim riječima, max-step funkcija raste još brže od busy 
beaver funkcije), na osnovu čega slijedi da je ova funkcija također neizračunljiva. 


Može se dokazati da vrijedi MS(n) <BB(3n+6). Pokažite na osnovu ove nejednakosti 
kako bi se eventualni (nepostojeći) algoritam za računanje busy beaver funkcije u načelu 
mogao iskoristiti za rješavanje halting problema. 


Pretpostavimo da je funkcija Kolmogorova izračunljiva, odnosno da postoji algoritam koji 
računa K(x). Razmotrimo sada sljedeći algoritam, pri čemu je c neka konstanta: 


1. Postavi y =0; 

2. Ukoliko je K(y) < c, povećaj y za 1 i vrati se na korak 2. 

3. Rezultat je y. 

Ovaj algoritam kao rezultat daje neki broj y (koji zavisi od odabrane konstante c). Ukoliko 
kodirani zapis ovog algoritma ima manje bita nego što je broj bita u takvom broju y, tada 
takav kodirani zapis možemo shvatiti kao kompresovani zapis broja y (jer je iz njega moguće 
jednoznačno rekonstruisati broj y). Pokažite da za dovoljno veliko c takav kodirani zapis ima 
manje od K(y) bita, odnosno da predstavlja kompresovani zapis broja y sa manje od K(y) 
bita, što protivrječi samoj definiciji funkcije K(y). 


Pokažite da je moguće sastaviti algoritam koji generira brojeve koji postaju sve bliži i bliži 
broju mudrosti Q i koji efektivno konvergiraju ka Q (nažalost, ni u jednom trenutku nije 
moguće znati koliko je trenutno generirani broj zaista blizu broja Q). 


Može se pokazati da prvih n bita iza decimalnog zareza broja Q daju broj Turingovih 
mašina sa k stanja i alfabetom od 2 simbola koje završavaju sa radom nakon konačno 
mnogo koraka. Na osnovu ovoga, pokažite kako bi poznavanje broja Q omogućilo 
rješavanje Halting problema. 
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Pretpostavimo da imamo uređaj koji je u stanju da mjeri masu nekog tijela sa onolikom 
tačnošću koliko god se to zahtijeva. Pokažite da bi takav uređaj i kuglica mase Q grama 
omogućili da se napravi računar koji je u stanju rješavati probleme koje niti jedan današnji 
računar nije u stanju riješiti (tj. hiperračunar). 


Pokažite da bi tzv. ubrzavajuća Turingova mašina koja svaki naredni korak izvrši za 
dvostruko kraće vrijeme nego prethodni korak bila u stanju za konačno mnogo vremena 
riješiti algoritamski nerješive probleme. 


Objasnite zbog čega se za Turingovu mašinu postavlja ograničenje da se u svakom trenutku 
na traci smije nalaziti samo konačno mnogo simbola različitih od praznine. Posebno 
objasnite na koji način bi narušavanje ovog uvjeta omogućilo Turingovoj mašini da rješava 
algoritamski nerješive probleme. Da li je takva mogućnost fizički ostvarljiva? 


Data je Turingova mašina sa alfabetom T = (1, |), skupom stanja O={40,41,42} pri čemu 
je qo početno stanje i tablicom prelaza koja se sastoji od sljedećih instrukcija: 


(40, ,40,|) (qo; |; qi, >) (41, Ib) (qi l; 42, >) (42, ,42,|) 


Pokažite da ukoliko se ova mašina pokrene nad praznom trakom, ona na kraju završava rad 
u konfiguraciji u kojoj se na traci nalaze tri uzastopna simbola “|”, pri čemu se glava 
nalazi na krajnjem lijevom simbolu "|". 


Koristeći zaključke prethodnog zadatka, pokažite kako se može konstruisati Turingova 
mašina sa n stanja koja na praznu traku upisuje n uzastopnih simbola “|”, pri čemu se po 
završetku rada glava nalazi na krajnjem lijevom simbolu "|". 


Data je Turingova mašina sa alfabetom = { 0, |), skupom stanja Q = (qo, 41, 42, .-, 411} Pri 
čemu je gg početno stanje i tablicom prelaza koja se sastoji od sljedećih instrukcija: 


(40,|, 41, >) (qı, 42, >) (CIARA <) (42, sqa |) (qa, |, 43, e) 

(q3, > 43» D (q3, | 144 —>) (qa > 45 —>) (Ta | > d4, —>) (qs, > d6» >) 

(45, | » 45, >) (q6, 141 >) (46, | 146 ) (47, >» dio» >) (47, | 148; >) 

(48, > 49, >) (48, | »48& >) (qo, 41 —>) (qo, | >» 49, >) (qio, (411 >) 

(qio |; 410, &>) 

Ispitajte šta će se desiti ukoliko se ova mašina pokrene nad trakom koja sadrži samo tri 
uzastopna simbola “|” (a inače je prazna), pri čemu se glava nalazi na krajnjem lijevom 
simbolu “|”. Nakon toga, izvucite opći zaključak šta će biti rezultat rada mašine ukoliko se 
uz iste pretpostavke umjesto tri uzastopna simbola “ |” nalazi n uzastopnih simbola n. 


Koristeći zaključke prethodnih zadataka, pokažite kako se može konstruisati Turingova 
mašina koja na praznu traku upisuje 2n uzastopnih simbola “|” pri čemu se po završetku rada 
glava nalazi na krajnjem lijevom simbolu “ |", ali koja umjesto 2n stanja koristi svega n+ 11 
stanja. Pokažite da iz ovoga slijedi da za busy beaver funkciju za Turingovu mašinu vrijedi 
nejednakost BB(n +11) >2n (u realnosti je BB(n+ 11) zapravo neuporedivo veće od 2n). 


Koristeći zaključke prethodnog zadatka, pokažite da se Turingova mašina koja na praznu 
traku upisuje 2" uzastopnih simbola “|” (pri čemu se po završetku rada glava nalazi na 
krajnjem lijevom simbolu “|") za n>5 može konstruisati sa 111—28 stanja (umjesto 2"), 
odnosno da se mašina koja na praznu traku upisuje n uzastopnih simbola “ |” sigurno može 
konstruisati tako da koristi približno 11 log, n—28 stanja (tačno toliko u slučaju ako je n 
stepen dvojke veći ili jednak od 32). Pokažite da odatle slijedi da busy beaver funkcija za 
Turingovu mašinu sigurno raste brže od neke eksponencijalne funkcije, tačnije da sigurno 
vrijedi BB(n)> C-2"! gdje je C neka konstanta (u realnosti, busy beaver funkcija raste 
brže ne samo od eksponencijalne funkcije, nego i od svake druge izračunljive funkcije za 
dovoljno veliko n). 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom T'=(n,|) i skupom stanja Q= (qo, 41, q2} 
koja uvećava broj zapisan u unarnoj notaciji za 1. Na početku rada, traka sadrži samo 
sekvencu od n uzastopnih simbola “|”, pri čemu se glava mašine nalazi na krajnjem 
lijevom simbolu “|”. Po završetku rada, na traci se treba nalaziti n+1 uzastopnih simbola 
“|”, pri čemu se glava mašine također nalazi na krajnjem lijevom simbolu "|". 
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Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom T= {o,|} koja umanjuje broj zapisan u 
unarnoj notaciji za 1. Na početku rada, traka sadrži samo sekvencu od n uzastopnih 


simbola “|”, pri čemu se glava mašine nalazi na krajnjem lijevom simbolu “|”. Po 
završetku rada, na traci se treba nalaziti n—1 uzastopnih simbola “|”, pri čemu se glava 
mašine također nalazi na krajnjem lijevom simbolu “|” (ukoliko je n= 1, traka po završetku 


ostaje prazna). 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom [= {o, |) i skupom stanja Q= {40, 41, 42, 43} 
za sabiranje brojeva u unarnoj notaciji. Na početku rada, traka sadrži samo dvije sekvence 
uzastopnih simbola “|” razdvojene jednom prazninom, od kojih prva sadrži m a druga n 
simbola “|” (ove sekvence predstavljaju unarne reprezentacije brojeva m i n respektivno). 
Na početku, glava mašine se nalazi na krajnjem lijevim simbolu “|” prve sekvence. Po 
završetku rada, na traci treba da se nalazi samo jedna sekvenca koja sadrži m+n uzastopnih 
simbola “|”, pri čemu je glava mašine na krajnjem lijevom simbolu. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom [= (nr, | } za oduzimanje brojeva u unarnoj 
notaciji. Na početku rada, traka sadrži samo dvije sekvence uzastopnih simbola “|? 
razdvojene jednom prazninom, od kojih prva sadrži m a druga n simbola “ |", pri čemu je 
m > n. Na početku, glava mašine se nalazi na krajnjem lijevim simbolu “ |" prve sekvence. 
Po završetku rada, na traci treba da se nalazi samo jedna sekvenca koja sadrži m—n 
uzastopnih simbola “|”, pri čemu je glava mašine na krajnjem lijevom simbolu. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom T = (nr, | ) koja testira parnost broja zadanog 
u unarnoj notaciji. Na početku rada, traka sadrži samo sekvencu uzastopnih simbola "|", 
pri čemu se glava mašine na početku nalazi na krajnjem lijevom simbolu. Po završetku 
rada, traka treba da sadrži samo simbol “ |" ukoliko je broj jedinica u ulaznoj sekvenci bio 
neparan, a sekvencu “||” ukoliko je broj jedinica u ulaznoj sekvenci bio neparan. U oba 
slučaja, glava mašine po završetku rada treba da bude krajnjem lijevom simbolu "|". 
Turing mašinu predstavite grafom koji opisuje njen rad. Prikažite rad mašine na primjeru 
sekvence “|| ||”. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom I'= (1, 0, 1) za sabiranje brojeva u binarnoj 
notaciji. Na početku rada, traka sadrži binarne cifarske zapise dva prirodna broja n i m 
razdvojene jednom prazninom, pri čemu se na početku glava nalazi na krajnjoj lijevoj cifri 
prvog broja. Po završetku rada, na traci treba da se nalazi binarni cifarski zapis broja n+m, 
pri čemu se glava mašine nalazi na krajnjoj lijevoj cifri rezultata. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa radnim alfabetom I'= {o, 1, 2, 3}, ulaznim alfabetom 
X={10,1,2} i skupom stanja Q= (qo, 41, 42, 43, q4, 45} koja radi sljedeću stvar. Na početku 
rada, na traci se nalazi string sastavljen od uzastopnih simbola od kojih svaki simbol može 
biti ili “1” ili “2”, dok je ostatak trake prazan. Glava se nalazi na krajnjem lijevom simbolu 
stringa. Po završetku rada, traka treba da ostane potpuno prazna ako i samo ako string 
sadrži jednak broj simbola “1” i simbola “2” (primijetimo da je simbol “3” dio radnog ali 
ne i ulaznog alfabeta, odnosno ovaj simbol se može interno koristiti tokom rada mašine 
iako se ne javlja u ulaznim podacima). 


Riješite ponovo problem iz prethodnog zadatka, ali uz pretpostavku da je radni alfabet 
jednak ulaznom alfabetu (tj. da se simbol “3” ne smije koristiti). Napomena: takva mašina 
će morati imati više od 6 stanja (tj. skup Q će se morati proširiti), što je cijena koja se plaća 
za reduciranje radnog alfabeta. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom T = (1,0, 1,2,...,9) koja uvećava broj zapisan 
u dekadnoj notaciji za 1. Na početku rada, traka sadrži dekadni cifarski zapis nekog 
prirodnog broja n (ostatak trake je prazan), dok se glava mašine nalazi na krajnoj lijevoj 
cifri. Nakon završetka rada mašine, na traci se treba nalaziti dekadni cifarski zapis broja 
n+1, pri čemu se glava mašine također nalazi na krajnjoj lijevoj cifri rezultata. 


Konstruirajte Turingovu mašinu analognu Turingovoj mašini iz prethodnog zadatka, ali 
koja udvostručava broj zapisan u dekadnoj notaciji. 
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10.45" Data je Turingova mašina sa radnim alfabetom = (nr, |, *), ulaznim alfabetom ž= {o, | }, 
skupom stanja Q= (qo, 41, q2, ..-, 413} pri čemu je go početno stanje i tablicom prelaza koja 
se sastoji od sljedećih instrukcija: 


(qo 2,41, >) — (qo |; qo >) (41: 2,410, >) (41|, q2, *) (qi, *, qi, &>) 
(42, > 43» >) (42, +; 42. —>) (q3, > d4, >) (43, | > Q3, —>) (qa > dg» —>) 
(qa, | » 45, *) (qa, +, q4, >) (qs, »46> —>) (qs, +, qs, —>) (q6, > q7, D 
(q6, | + 46 —>) (41, > q4, <) (q7, | > q7, >) (qs, > q9, >) (qs, +, 48. —>) 
(49, D, 41, &) (To, |, qo, >) (o, *, o, |) (qio O, qi >) (410,41, 2) 
(qio, qio >) (120,419 >) (qiz |; 413, D) (413, D, 412, >) 


Nacrtajte graf koji opisuje rad ove mašine, a zatim pokažite da ova mašina računa produkt 
brojeva u unarnoj notaciji, odnosno da ukoliko se na početku na traci nalaze dvije 
sekvence uzastopnih simbola “|” razdvojene jednom prazninom, od kojih prva sadrži m a 
druga n simbola “|”, pri čemu se glava mašine nalazi na krajnjem lijevim simbolu “|? 
prve sekvence, da će tada na završetku rada traka sadržavati samo jednu sekvencu koja 
sadrži m n uzastopnih simbola “|”, pri čemu će se glava mašine nalaziti na krajnjem 
lijevom simbolu. Analizirajte prvo rad mašine na primjeru kada traka na početku sadrži 
sekvencu “||o||”, a zatim uopćite razmatranje na proizvoljne vrijednosti m i n. Obratite 
posebnu pažnju na ulogu simbola “*”. 


10.46" Konstruirajte Turingovu mašinu za množenje brojeva u unarnoj notaciji koja radi identičnu 
stvar kao i mašina iz prethodnog zadatka, ali koja koristi radni alfabet T= {o, | ), odnosno 
koja osim praznine i simbola “|” ne koristi nikakve druge simbole. Napomena: tipična 
rješenja ovog problema imaju dvadesetak ili više stanja. 


10.47" Konstruirajte Turingovu mašinu sa ulaznim alfabetom X = (1), |} za računanje Fibonaccijevih 
brojeva. Na početku rada, na traci se nalazi n uzastopnih simbola “|”, dok se na kraju rada 
na traci treba nalaziti F, uzastopnih simbola “|” gdje je F, n-ti Fibonaccijev broj. I na 
početku i na kraju rada, glava mašine treba da se nalazi na krajnjem lijevom simbolu "|". 
Radni alfabet odaberite po volji (upotreba drugih simbola osim “|” može osjetno olakšati 
konstrukciju mašine). 


10.48" Data je Turingova mašina sa alfabetom T= {o,]|} i skupom stanja Q= (qo, 41, 42, -.-, 413} 
pri čemu je gg početno stanje i tablicom prelaza koja se sastoji od sljedećih instrukcija: 


(To|>4 >) (qı, a1) (411,45 >) CARE >) (43, 1413, >) 
(q3, | > d4, ) (qa, > q5, >) (45, + 46 —>) (qs, | >» Q5, —>) (46; > d6, >) 
(q6, | 141 ) (q7, 148, >) (qsg, 1410; e) (qs, | >» 49 e) (49, 149, e) 
(do |; qi, =) (qio 2,40 —) (qol qi) (410,42) (qir l qi >) 
(412, 2,43, >) (qiz |; q, >) 


Nacrtajte graf koji opisuje rad ove mašine, a zatim pokažite da ova mašina računa najveći 
zajednički djelilac dva broja u unarnoj notaciji koristeći Euklidov algoritam. Na početku 
rada na traci se nalaze unarne reprezentacije dva broja m i n razdvojene jednom prazninom, 
pri čemu se glava mašine nalazi na krajnjem lijevim simbolu “|” prvog broja. Na 
završetku rada, traka sadrži unarnu reprezentaciju broja NZD(m, n), pri čemu se glava 
mašine nalaziti na krajnjem lijevom simbolu rezultata. Analizirajte prvo rad mašine na 
primjeru kada traka na početku sadrži sekvencu "|{|{|||u{||{|{||||\', a zatim uopćite 
razmatranje na proizvoljne vrijednosti m i n. Napomena: interesantno je da ova prilično 
jednostavna mašina sa krajnje siromašnim alfabetom obavlja relativno složen zadatak. U 
načelu, objašnjenje kako ova mašina radi znatno je komplikovanije od same mašine (što 
inače nije rijetka pojava u svijetu računarskih programa). 


10.49 Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom I'= {0, a, b} i skupom stanja Q= (qo, qu, 42, 43} 
koja razmjenjuje simbole “a” i “b” u proizvoljnom stringu koji se sastoji samo od simbola 
“a” i “b”. Na početku rada, glava mašine nalazi se na prvom simbolu stringa (sekvence 
uzastopnih simbola). Po završetku rada, string treba biti tako transformiran da se svaki 
simbol “a” zamijeni simbolom “b” i obrnuto, dok se glava mašine treba nalaziti na prvom 
simbolu transformiranog stringa. 
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Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom I'={0, a,b} koja pravi kopiju proizvoljnog 
stringa koji se sastoji od simbola “a” i “b”. Na početku rada, glava mašine nalazi se na 
prvom simbolu stringa. Po završetku rada, na traci se trebaju nalaziti dvije identične kopije 
ulaznog stringa razdvojene jednom prazninom, pri čemu se glava mašine nalazi na prvom 
simbolu prvog stringa. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom I'=(n,a,b) koja izvrće proizvoljni string 
koji se sastoji od simbola “a” i “b”. Na početku rada, glava mašine nalazi se na prvom 
simbolu stringa. Po završetku rada, na traci se treba nalaziti string identičan ulaznom 
stringu, samo izvrnut naopačke (tj. redoslijed znakova u izlaznom stringu tačno je obrnut 
od redoslijeda znakova u ulaznom stringu). Po završetku rada, glava mašine treba da se 
nalazi na prvom simbolu izlaznog stringa. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom I'=(m,a,b) koja nadovezuje dva stringa 
koji se sastoje od simbola “a” i “b”. Na početku rada, na traci se nalaze dva stringa 
razdvojena jednom prazninom, pri čemu se glava mašine nalazi na prvom simbolu prvog 
stringa. Po završetku rada, dva ulazna stringa trebaju biti spojeni u jedan jedinstveni string, 
pri čemu se glava mašine treba nalaziti na prvom simbolu tako formiranog stringa. 


Data je Turingova mašina sa alfabetom I'= (1, a,b}, skupom stanja Q= (qo, 41, 42, .--, 410} 
pri čemu je gg početno stanje i tablicom prelaza koja se sastoji od sljedećih instrukcija: 


(40, 4,41, ) (40, b, 45, ) (qu, 142 >) (42, 143, e) (42, 4,42, >) 
(42, b, 42, >) (q3, 4, 44, ) (43, b, dio >) (44, 149, e) (45, 146, >) 
(q6, 14% e) (46, 4,46 —>) (46, b, 46. >) (47, 4, 410, —>) (47, b, qs}, ) 
(48, 149 e) (q9, > qo» >) (q9, a, q9, e) (49, b, qy, e) (410, 1410; >) 

Nacrtajte graf koji opisuje rad ove mašine, a zatim pokažite da ova mašina prihvata (engl. 
accept) isključivo palindrome sastavljene od simbola “a” i “b”. Konkretnije, pokažite da 
mašina završava sa radom samo ukoliko se pokrene tako da se na početku glava mašine 
nalazi na prvom simbolu sekvence simbola “a” i “b” koja se isto čita sa obje strane (takve 
sekvence nazivamo palindromima), inače nastavlja rad bez zaustavljanja unedogled. 


Prepravite Turingovu mašinu iz prethodnog zadatka tako da prepoznaje (engl. recognize) 
palindrome sastavljene od sibmola “a” i “b” umjesto da ih samo prihvata. Konkretnije, 
mašina na završetku rada treba da na traci ostavi simbol “ T” (od “true”) ili “F” (od “false”) 
na mjestu gdje se nalazi glava ovisno od toga da li se na početku rada glava mašine nalazi 
na prvom simbolu nekog palindroma sastavljenog od simbola “a” i “b” ili ne. 


Konstruirajte Turingovu mašinu sa alfabetom I'=(nr,a,b) koja prepoznaje stringove u 
kojima je veći broj simbola “a” nego simbola “b”. Na početku rada, glava mašine se nalazi 
na prvom simbolu stringa. Po završetku rada, mašina treba da na traci ostavi simbol "T" ili 
“F” na mjestu gdje se nalazi glava ovisno od toga da li ulazni string zadovoljava postavljeni 
uvjet ili ne. 


Pokažite kako se jednostavno može Turingova mašina koja prepoznaje stringove iz nekog 
jezika (skupa stringova) prepraviti u mašinu koja prihvata samo stringove iz tog jezika. Da 
li je obrnuta prepravka uvijek moguća (tj. da li je uvijek moguće mašinu koja prihvata 
samo stringove iz nekog jezika prepraviti u mašinu koja prepoznaje stringove iz tog jezika)? 
Obrazložite odgovor. 


Jedan od načina da se dokaže da busy beaver funkcija BB(n) za Turingovu mašinu nije 
izračunljiva je sljedeći. Pretpostavimo da postoji Turingova mašina koja računa funkciju 
BB(n) i neka ona ima k stanja. Tada kaskadna veza dvije takve Turingove mašine računa 
funkciju BB(BB(n)) a ima 2k stanja. Ako na početak takve kaskadne veze dodamo mašinu 
sa n stanja koja na traku upisuje n simbola “|”, dobijamo mašinu sa 2k+n stanja koja na 
traku upisuje BB(BB(n)). Iz ovoga jasno slijedi (uz pretpostavku da postoji Turing mašina 
koja računa funkciju BB) da je BB(2k+n) > BB(BB(n)). Pokažite da iz ove nejednakosti i 
činjenice da je funkcija BB očigledno monotono rastuća slijedi da funkcija BB raste 
najviše brzinom linearne funkcije (tj. daje BB(n) <an+b gdje su a i b neke konstante), što 
je u direktnoj kontradikciji sa činjenicama koje smo ranije zaključili o funkciji BB. 
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Napišite program za univerzalnu registarsku mašinu koja poznaje instrukcije “CLR”, 
“INC”, “TR” i “JNE” (ovaj skup instrukcija ćemo podrazumijevati i u svim narednim 
zadacima ukoliko nije drugačije rečeno) koji dijeli sadržaj registra R;, sa 5 i smješta 
rezultat dijeljenja u registar R,. Nema nikakvih ograničenja kakav će biti sadržaj ostalih 
registara po završetku programa. Šta se dešava sa ostatkom pri dijeljenju ukoliko sadržaj 
registra R, nije tačno djeljiv sa 5? 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji izvodi cjelobrojno dijeljenje 
sarržaja registra R, sa sadržajem registra Rv, pri čemu se količnik smješta u registar R3. 
Nema nikakvih ograničenja kakav će biti sadržaj ostalih registara po završetku programa. 
Demonstrirajte tok programa za ulazne podatke R; =7 i R,=3. Šta se dešava ako je 
sadržaj registra R, nula? 


Riješite ponovo prethodni zadatak, ali uz dodatna ograničenja da se ostatak dijeljenja 
smješta u registar R, i da sadržaj registara R, i R, na kraju ostaje nepromijenjen. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji računa sumu 1+2+...+n pri 
čemu je n sadržaj registra R, i smješta rezultat u registar R>, ne koristeći pri tome eksplicitnu 
formulu prema kojoj je ova suma jednaka n (n+1)/2. Nema nikakvih ograničenja kakav će 
biti sadržaj ostalih registara po završetku programa. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji računa vrijednost n! pri čemu je 
n sadržaj registra R; i smješta rezultat u registar Rə. Nema nikakvih ograničenja kakav će 
biti sadržaj ostalih registara po završetku programa. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji računa n-ti Fibonaccijev broj pri 
čemu je n sadržaj registra R, i smješta rezultat u registar Rə. Nema nikakvih ograničenja 
kakav će biti sadržaj ostalih registara po završetku programa. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji računa vrijednost m" gdje su mi 
n sadržaji registara R, i R, respektivno i smješta rezultat u registar Rə. Nema nikakvih 
ograničenja kakav će biti sadržaj ostalih registara po završetku programa. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji u registar R smješta vrijednost 
1 ukoliko je sadržaj registra R; manji od sadržaja registra R2, inače smješta vrijednost 0. 
Sadržaj registara R, i R, treba da ostane neizmijenjen. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji u registar R smješta vrijednost 
1 ukoliko je sadržaj registra R, manji ili jednak od sadržaja registra R>, inače smješta 
vrijednost 0. Sadržaj registara R, i R3 treba da ostane neizmijenjen. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji u registar R smješta vrijednost 
min {m,n} gdje su m i n sadržaji registara R, i Rə respektivno. Sadržaj registara R; i R2 
treba da ostane neizmijenjen. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji u registar Rə smješta vrijednost 
1 ukoliko je sadržaj registra R, paran a 0 ukoliko je sadržaj registra R; neparan. Sadržaj 
registra R, treba da ostane neizmijenjen. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji u registar R smješta vrijednost 
1 ukoliko su oba sadržaja registara R,; i R različita od nule, inače smješta vrijednost 0 (tako 
da će sadržaj registra Rz na izvjestan način biti konjunkcija sadržaja registara R, i R3). 
Sadržaj registara R, i R3 treba da ostane neizmijenjen. 


Napravite program za univerzalnu registarsku mašinu koji u registar Rz smješta vrijednost 
1 ukoliko je barem jedan od sadržaja registara R, i R, različit od nule, inače smješta 
vrijednost O (tako da će sadržaj registra Rz na izvjestan način biti disjunkcija sadržaja 
registara R; i R2). Sadržaj registara R, i R> treba da ostane neizmijenjen. 


Napravite program za brojačku mašinu dužine tri instrukcije koji premješta sadržaj registra 
R; u registar R2, pri čemu se sadržaj registra R, gubi (destruktivno kopiranje). 
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Pokažite da je za brojačku mašinu (procesor Minskog) moguće napraviti program dug 
svega dvije instrukcije koji sabira sadržaje registara R, i R i smješta rezultat u registar Ri, 
ukoliko ne postavimo nikakva ograničenja na sadržaj bilo kojeg registra osim R; po 
završetku programa. 


Napravite program za brojačku mašinu koji sabira sadržaje registara R; i Rọ i smješta 
rezultat u registar R3. Nema nikakvih ograničenja kakav će biti sadržaj ostalih registara po 
završetku programa. Demonstrirajte tok programa za ulazne podatke R; =6 i R,=4. Zatim 
ponovo riješite isti problem uz ograničenje da po završetku rada sadržaj registara R; i R2 
treba da ostane nepromijenjen. 


Napravite program za brojačku mašinu dug dvije instrukcije koji oduzima sadržaj registra 
R3 od registra R,, pri čemu rezultat ostaje u registru R;. Nema nikakvih ograničenja na 
sadržaj ostalih registara po završetku programa. 


Napravite program za brojačku mašinu koji oduzima sadržaj registra R> od registra R,, pri 
čemu rezultat ostaje u registru R,, ali tako da sadržaj registra Rə po završetku programa 
ostane nepromijenjen. 


Napravite program za brojačku mašinu koji oduzima sadržaj registra R od registra R, i 
smješta rezultat u registar R3, bez ograničenja kakav će biti sadržaj ostalih registara po 
završetku programa. Zatim ponovo riješite isti problem uz ograničenje da po završetku 
rada sadržaj registara R, i R, treba da ostane nepromijenjen. 


Napravite program za brojačku mašinu koji će udvostručiti sadržaj registra Rı (npr. 
ukoliko je sadržaj ovog registra bio 7, nakon završetka programa njegov sadržaj treba da 
bude 14). Nema nikakvih ograničenja kakav će biti sadržaj ostalih registara po završetku 
programa. 


Napravite program za brojačku mašinu koji će pomnožiti sadržaj registra R, sa 3 i smjestiti 
rezultat u registar R). Sadržaj registra R, po završetku rada treba da ostane nepromijenjen. 


Napravite program za brojačku mašinu koji množi sadržaje registara R,; i R2, i smješta 
rezultat u registar R3. Nema nikakvih ograničenja kakav će biti sadržaj ostalih registara po 
završetku programa. Demonstrirajte tok programa za ulazne podatke R; = 4 i R = 3. Zatim 
ponovo riješite isti problem uz ograničenje da po završetku rada sadržaj registara R; i R2 
treba da ostane nepromijenjen. 


Napravite program za brojačku mašinu koji dijeli sadržaj registara R, sa 2 i smješta cijeli 
dio količnika ponovo u isti registar. Nema nikakvih ograničenja kakav će biti sadržaj 
ostalih registara po završetku programa. Demonstrirajte tok programa za ulazni podatak 
R; = 5. 


Napravite program za brojačku mašinu koji će smjestiti broj 93 u registar Ri, ali tako da se 
pri tome upotrijebi mnogo manje od 93 instrukcije. Pokušajte pronaći najkraći program 
koji obavlja ovaj zadatak. 


Napravite program za brojačku mašinu koji računa cjelobrojnu vrijednost količnika 
sadržaja registara R; i R2. Po volji odredite gdje će biti smješten rezultat. Šta se dešava sa 
ostatkom pri dijeljenju? 


Napravite program za brojačku mašinu koji računa vrijednost n! gdje je n sadržaj registra 
Ri. Po volji odredite gdje će biti smješten rezultat. 


Napravite program za brojačku mašinu koji računa n-ti Fibonaccijev broj, gdje je n sadržaj 
registra R. Po volji odredite gdje će biti smješten rezultat. 


Napravite program za brojačku mašinu koji računa vrijednost m" gdje su m i n sadržaji 
registara R; i R, respektivno. Po volji odredite gdje će biti smješten rezultat. 


Pokažite kako se čisto mehaničkim putem može transformirati proizvoljan program za 
univerzalnu registarsku mašinu koja poznaje instrukcije “CLR”, “INC”, “TR” i “JNE” u 
ekvivalentni program za brojačku mašinu i obrnuto. 
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Pokažite da OISC mašina može obaviti bilo koji zadatak kao i brojačka mašina (ili bilo 
koja druga univerzalna registarska mašina) uz pretpostavku da na početku rada postoje dva 
registra čiji je sadržaj 1 odnosno —1. 

Realizirajte programe za obavljanje kopiranja, sabiranja, oduzimanja i množenja za OISC 
mašinu. 


URISC mašina posjeduje jedan specijalan registar nazvan A, koji se ne nalazi među 
radnim registrima R,, R2, itd. Njegova jedina instrukcija RSSB(n) ima sljedeće dejstvo: 
oduzmi sadržaj registra A od sadržaja registra R,, smjesti rezultat i u registar A i u registar 
R, i preskoči sljedeću instrukciju ukoliko je pri oduzimanju vršeno oduzimanje većeg 
broja od manjeg. Ukoliko je n=0, ulogu nepostojećeg registra Rọ preuzima programski 
brojač p. Pokažite da ova mašina može obaviti bilo koji zadatak kao i brojačka mašina (ili 
bilo koja druga univerzalna registarska mašina) uz pretpostavku da na početku rada postoje 
dva registra čiji je sadržaj 1 odnosno —1. 


Napišite u jeziku BF programe koji rješavaju probleme čija je postavka analogna postavkama 
zadataka 10.75 — 10.85 za brojačku mašinu 


Odredite šta predstavljaju funkcije Cn[s, s] i Cn[s, Cn[s, sl] gdje je s sljedbenička funkcija. 


Pokažite da su sljedeće funkcije primitivno rekurzivne. Za svaku od navedenih funkcija 
pokažite kako se ona može formirati pomoću kompozicije i primitivne rekurzije počev od 
bazičnih funkcija (konstante 0, sljedbeničke funkcije i projekcijskih funkcija): 

a) h(m)=0zan=0,1zan=#0 

b) hn)=1zan=0,0zan=#0 

c) h(m,n) =|m—n| 

d) h(m,n) = mod(m, n) 

e) h(m,n)=1zam=n,0Ozam?žn 

f h(mn)=1zam=nO0zamen 

g) h(m,n) =1zZ7zam £01n 40,0 zam=0ilin=0 

h) h(m,n)=1 za m £0 ilin £0,0 zam=01n=0 


Neka je g(n,, n, ..., m) neka primitivno rekurzivna funkcija. Pokažite da su tada sljedeće 


funkcije također primitivno rekurzivne: 
Ny Ny 


a) h(n, na se M) = XL 8 (Mo Moses Mod) b) hny na m) = [80 moma 


i=0 i=0 


Neka su g;(n1, 12, ..., Ng), i= 1..p neke funkcije, neka su P;(n1, m, ..., ng), i= 1..p neki logički 
uvjeti (predikati) i neka su E;(n1, 12, ..., 1), i=1..p njihove karakteristične funkcije (tj. 
PN, 12... Ng) = 1 ako je P;(n1, M, ..., ny) tačno, a E;(11, nz, ..., ng) = 0 ako je Pi(ny, n, +. Nng) 
netačno). Pokažite da ako su funkcije g; i=1..p i Q, i=1..p primitivno rekurzivne, da je 
tada primitivno rekurzivna i funkcija h definirana kao 
81(Np>N2>>N1,) ako je P|(n;,n,,...,N;) 
h(ny,n2, + ng) = i ž 
8p nz, ng) ako je P,(m, No, Ng) 


Neka su P(n, n, ... n) i Q(npm,... ng) dva predikata. Pokažite da ukoliko su njihove 
karakteristične funkcije primitivno rekurzivne, da su tada također primitivno rekurzivne i 
karakteristične funkcije predikata —P(n,, n2, ..., Ng), P(n,, 72, + NK) A Q(X1, X2, +++, Xn) Odnosno 
PX, X2, +++ Xn) V Qi, X2, +, Xn). 

Neka je P(n,, m, ..., ny) neki predikat čija je karakteristična funkcija primitivno rekurzivna. 
Pokažite da su tada primitivno rekurzivne i karakteristične funkcije sljedećih predikata: 

a) Qn, 12, +, ng) = (Vi Sng) P(n, 12, ee, ngi, È) 

b) Qn, ns, ng) = (di < ng) P(n, 12, + Ng- È) 
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10.97" Neka je g(n,, n ..., np na) neka primitivno rekurzivna funkcija i neka je h(ny,12,...,1,) 
funkcija koja je iz nje izvedena minimizacijom odnosno u-rekurzijom (tj. h = Mn{g|). U 
općem slučaju, funkcija h nije primitivno rekurzivna. Pokažite da će funkcija h ipak biti 
primitivno rekurzivna ukoliko je poznato da je ona ograničena odozgo nekom primitivno 
rekurzivnom funkcijom, tj. ukoliko postoji primitivno rekurzivna funkcija wW(n,, n2, ..., Nng) 
takva da vrijedi A(n, n2, ..., ng) £W(n,, M2, ..., Ng) Za sve vrijednosti argumenata. 


10.98" Neka je g(n;, n ..., ng) neka primitivno rekurzivna funkcija. Pokažite da je tada primitivno 
rekurzivna i funkcija h(n,, n2, ..., ną) definirana tako da je A(n, n2, ..., ng) jednaka najmanjem 
broju q iz opsega od 0 do n; za koji je g(ni,m2,..., Nai» q) =0, odnosno h(n, m, ..., np) =0 
ukoliko takav broj g ne postoji (drugim riječima, ograničena varijanta minimizacije ne 
može proizvesti funkciju koja nije primitivno rekurzivna iz primitivno rekurzivne funkcije). 


10.99". Neka je g(ny, m, ..., nx) neka primitivno rekurzivna funkcija. Pokažite da je tada primitivno 
rekurzivna i funkcija A(n, nz, ..., 1x) definirana tako da je h(n, m, ..., Ny) jednaka najvećem 
broju q iz opsega od 0 do n, za koji je g(n,, nz, ..., ngi, q) =0, odnosno h(n,,12,... np) =0 
ukoliko takav broj q ne postoji. 


10.100 Pokažite kako se pomoću operacija kompozicije, primitivne rekurzije i minimizacije mogu 
od polazeći od bazičnih funkcija definirati funkcije r(n) =LVnli a(n,m)=Ln/m] (pri tome 
se možete pozivati na druge funkcije za koje je ranije pokazano kako se mogu formirati uz 
iste pretpostavke). Da li je moguće izbjeći operaciju minimizacije? 


10.101 Pokažite da su primitivno rekurzivne funkcije koje za argument n kao rezultat daju 
a) sumu svih djelilaca broja n (funkcija o(n)); 
b) broj svih prostih brojeva koji su manji ili jednaki od n (funkcija n(n)); 
c) n-ti prost broj. 


10.102 Pokažite da rekurzivna formula kojom je definirana Ackermannova funkcija zaista terminira 
nakon konačno mnogo koraka, tj. da se rekurzija u definiciji Ackermannove funkcije 
uvijek završava. 


10.103 Pokažite kako se računanje Ackermanove funkcije može izvesti znatno brže nego doslovnom 
primjenom njene definicije tako što se postupno računaju njene vrijednosti počev od manjih 
argumenata ka većim. Izračunajte na taj način vrijednost A(3,2) i A(3,3). 


10.104 Pokažite matematičkom indukcijom da za Ackermannovu funkciju vrijedi A(1,n)=n+2, 
A(2,n)=2n+3 i AQ,n)=2"_3. Provjerite pomoću eksplicitne formule za A(3, n) da su 
vrijednosti A(3,2) i A(3,3) izračunate u prethodnom zadatku korektne. Kako glasi eksplicitna 
formula za A(4, n)? 


10.105 Da li iz činjenice da Ackermannova funkcija raste brže od svake primitivno rekurzivne 
funkcije slijedi činjenica da inverzna Ackermannova funkcija raste sporije od svake primitivno 
rekurzivne funkcije? Obrazložite odgovor. 


10.106 Pokažite da su za svaku fiksiranu vrijednost k funkcije g,(n) = A(k, n) primitivno rekurzivne 
iako funkcija A(m, n) nije primitivno rekurzivna (interesantno je da je primitivno rekurzivna 
čak i funkcija (m, n, p) čija je vrijednost 1 ako je A(m,n) =p a 0 inače, ali je to prilično 
teško pokazati). 


10.107" Pokažite matematičkom indukcijom da su Ackermannova funkcija A(n, n) i univerzalna 
funkcija za računanje hiper operacija (izvorna Ackermannova funkcija) H(k, m, n) povezane 
relacijom A(m,n)=H(m,2,n+3)—3. 


10.108 U literaturi se nekada navodi i nešto drugačija definicija Ackermannove funkcije koja se od 
klasične definicije razlikuje po tome što je A(0, n) =2" umjesto A(0, n) =n+1. Šta možete reći 
o osobinama ovako modificirane Ackermannove funkcije? Posebno utvrdite čemu su jednake 
vrijednosti A(1, 7) i A(2, n) za ovako modificiranu funkciju. 


10.109 Objasnite kako kod Markovljevih normalnih algoritama treba interpretirati pravilo oblika 
€ >A gdje je A neka riječ. 
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10.110 Sastavite Markovljev algoritam koji primijenjen na neki string briše sve pojave znakova 
“a”, “b” i “c” unutar tog stringa. 


10.111 Sastavite Markovljev algoritam koji primijenjen na neki string koji se sastoji samo od 
znakova “a”, “b” i “c” briše prvi znak tog stringa. Napomena: u opisu algoritma moguće je 
koristiti i pomoćne simbole koji se ne nalaze u ulaznom stringu. 


10.112 Sastavite Markovljev algoritam koji primijenjen na neki string koji se sastoji samo od 
znakova “a”, “b” i “c” dopisuje na kraj tog stringa neku zadanu riječ A. 


10.113 Sastavite Markovljev algoritam koji uvećava broj zapisan u unarnoj notaciji za 1, tako da 
ukoliko se on primijeni npr. na string “ |||” kao rezultat treba da se dobije string “||| |”. 


10.114" Sastavite Markovljev algoritam koji uvećava broj zapisan u binarnoj notaciji za 1, tako da 
ukoliko se on primijeni npr. na string “1011” kao rezultat treba da se dobije string “1100”. 


10.115 Sastavite Markovljev algoritam koji umanjuje broj zapisan u unarnoj notaciji za 1, tako da 
ukoliko se on primijeni npr. na string “|||” kao rezultat treba da se dobije string “||” (u 
slučaju kada ulazni string predstavlja unarni zapis broja 1, kao rezultat treba da se dobije 
prazan string). 


10.116 Sastavite Markovljev algoritam koji sabira dva broja u unarnoj notaciji. Ulazni string 
sadrži dva unarna broja razdvojena znakom “+” (npr. “||||+117). Kao rezultat treba da se 
dobije unarna reprezentacija njihovog zbira (“||||||? u navedenom primjeru). Napomena: 
rješenje je neočekivano jednostavno. 


10.117 Sastavite Markovljev algoritam koji oduzima dva broja u unarnoj notaciji. Ulazni string 


sadrži dva unarna broja razdvojena znakom “—" (npr. “|||[|—I|"). Kao rezultat treba da se 
dobije unarna reprezentacija njihovog zbira (“|||" u navedenom primjeru). Ukoliko je 
rezultat negativan, na početku stringa treba da stoji znak “—" (npr. “—||"). Rezultat 0 treba 


predstaviti praznim stringom. 


10.118 Pojednostavite koliko je god moguće sljedeće čiste X-izraze: 


a) (Ax. Ay. Az. x) (Az.2) b) Ay. z) (Ax. x) Ax . x(x))) 

o) Ay. Ax. Ay. y) Az. y) d) Ax. Ay. x CAY IOD Ay. yO) 
e) Ax. x) Ax. Ay. x)) D Ay yAx. x) Ax. Ay. yA) 

g) x.y. x(Àz. y(Au . z(u))) h)  (Au.àz. Ax. u(z(x))) (Ay. y) 


i) Ax. Ay. x) Az. yu . z(u))) 


10.119 U čistom A-računu, uređeni par (a,b) dva objekta a i b najčešće se modelira kao funkcija 
Ax. x(a(b)). Tako se funkcija C=Ay. àz . Ax. x(y(z)) tipično koristi za konstrukciju uređenih 
parova, u smislu da je C(a)(b) jednako uređenom paru (a, b). Kreirajte A-funkcije H i T (od 
engl. head i tail) koje iz uređenog para (a,b) izdvajaju prvu odnosno drugu kordinatu. 
Drugim riječima, za ove funkcije treba vrijediti H(C(a)(b)) = a i T(C(a)(b) =D. 


10.120 Izračunajte po definiciji a(4)(3), m(3)(4) i e(2)(3) gdje su a, m i e A-funkcije koje u čistom 
A-računu modeliraju sabiranje, množenje i stepenovanje respektivno, dok su brojevi poput 4 
itd. modelirani kao Churchovi cijeli brojevi. 


10.121" Definirajte u čistom A-računu rekurzivnu funkciju koja primijenjena na argument n (kodiran 
kao Churchov cijeli broj) računa n-ti Fibonaccijev broj. Izvedite ovu definiciju na dva načina: 
prvo bez pomoći Y-kombinatora, a zatim koristeći Y-kombinator. 
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Dodatak A: Veitchovi dijagrami 


U Poglavlju 1. je detaljno opisan Ouineov metod minimizacije logičkih 
izraza. Međutim, ovaj metod je prilično nepraktičan za ručni rad. Stoga je E. W. 
Veitch predložio njegovu modifikaciju za slučaj manjeg broja promjenljivih, 
koja omogućava da pronalaženje minimalnog skupa što prostijih članova 
(prostih implikanti) čija disjunkcija tvori traženi logički izraz bude gotovo 
očigledno. Veitchov metod je grafoanalitičkog tipa i zasniva se na primjeni 
specijalnih tablica nazvanih Veitchovi dijagrami. U gotovo isto vrijeme, M. 
Karnaugh je predložio skoro identičan metod, baziran na tablicama nazvanim 
Karnaughove mape. Zapravo, Veitchov i Karnaughov metod su praktično isti 
metodi, a Veitchovi dijagrami i Karnaughove mape razlikuju se samo po 
rasporedu pojedinih elemenata unutar tablica, dok je princip rada sa njima 
potpuno isti. Tablice koje ćemo mi koristiti su Veitchovi dijagrami, iako se one u 
literaturi također često pogrešno imenuju kao Karnaughove mape (pošto je 
Karnaughov rad bio mnogo bolje publikovan, često se njegovim imenom 
pogrešno naziva i metod koji je potekao od Veitcha). 


Mana pomenutih metoda je u tome što ih je veoma teško formalizirati tako 
da nisu pogodni za programiranje na računaru i što su praktično upotrebljivi 
samo za mali broj promjenljivih (recimo do šest, mada su u doba prije masovne 
upotrebe računara pojedinci ove metode uz pomoć raznih mehaničkih pomagala 
primjenjivali čak i za slučajeve 10 do 12 promjenljivih, što zaista graniči sa 
mazohizmom). Mi ćemo se ograničiti na slučaj primjene Veitchovog metoda za 
izraze sa dvije, tri i četiri promjenljive. 


Osnovna ideja Veitchovog metoda za izraze sa n promjenljivih sastoji se u 
tome da se njihova tablica istine reorganizira na takav način da članovi koji se 
mogu sažimati budu uočljivi na prvi pogled. Da bi se to postiglo, formira se 
tablica sa 2" polja, koja je organizirana tako da svakoj promjenljivoj odgovara 
tačno jedna polovina tablice, po mogućnosti sastavljena od međusobno susjednih 
polja, a njenoj negaciji preostala polovina. Pri tome, podjele za različite 
promjenljive trebaju da budu tako organizirane da svakom polju odgovara u 
presjeku različita minterma od n promjenljivih. Tako organizirane tablice nazivaju 
se Veitchovi dijagrami. Na primjer, Veitchov dijagram za dvije promjenljive 
organiziran je tako da jednoj promjenljivoj (recimo A) odgovara gornja polovina 
tablice, a njenoj negaciji donja polovina, dok drugoj promjenljivoj (recimo B) 
odgovara lijeva polovina, a njenoj negaciji desna polovina. Ovo je prikazano na 
sljedećoj slici, pri čemu crta sa strane i iznad označava zonu koju "pokrivaju" 
promjenljive A i B. Vidimo da svaka minterma formirana od promjenljivih A i B 
ima tačno određenu poziciju u dijagramu. 
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Sličnim rezonovanjem moguće je formirati Veitchove dijagrame za tri i 
četiri promjenljive. Ovi dijagrami prikazani su na sljedećoj slici: 


B 


A ABC | ABC | ABC | ABC 


ABC | ABC | ABC | ABC 


C 


Principijelno je moguće formirati i Veitchove dijagrame sa više od 4 
promjenljive, ali su oni jako nepregledni. Naime, u Veitchovim dijagramima sa 
2, 3 i 4 promjenljive, zone koje pokriva svaka od promjenljivih sastoje se od 
međusobno susjednih polja. Pokazuje se da u dvije dimenzije to nije moguće 
učiniti za slučaj 5 ili više promjenljivih, tako da neka od promjenljivih (npr. E) 
mora pokrivati više manjih cjelina koje, mada čine polovicu tablice, nisu 
sastavljene od međusobno susjednih polja što, kao što ćemo kasnije vidjeti, 
znatno otežava primjenu metoda. Alternativno se Veitchovi dijagrami sa 5 i 6 
promjenljivih mogu formirati kao prostorne strukture oblika kvadra, što je također 
nepregledno. Zbog toga, Veitchov metod nije prikladan za veći broj promjenljivih. 


Prvi korak u primjeni Veitchovog metoda sastoji se u tome da se izraz čiju 
minimalnu formu tražimo predstavi u formi Veitchovih dijagrama. To je 
najlakše uraditi za slučaj kada je izraz predstavljen svojom tablicom istine. Da 
bismo neki tabelarno zadani izraz predstavili Veitchovim dijagramom, dovoljno 
je sve vrijednosti koje izraz uzima u pojedinim redovima tabele upisati u Veitchov 
dijagram umjesto odgovarajućih mintermi koje odgovaraju pojedinim redovima 
(pri čemu minterme formiramo na isti način kao pri predstavljanju izraza 
savršenom disjunktivnom normalnom formom). 


> Primjer: Predstaviti izraz sa sljedećom tablicom istine pomoću Veitchovog 
dijagrama. 


S SEEENE 


A 
HA 
L 
HE 
HE 
T 
T 
T 
T 
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Ako numeriramo redove ove tablice redom od O do 7, tada vidimo da izraz 
uzima vrijednost “T” u redovima 1, 2,3,61 7, a vrijednost "1" 4 u redovima 0, 4 
ABC, ABC, ABC i ABC, tako da lako možemo formirati traženi Veitchov 


dijagram: 
Jag B 


AM TE Te) E 


TETA ETA Sal 


C 
Ovaj primjer možemo lako uopćiti. Neka u k-tom redu tablice istine izraz I 
uzima vrijednost ix (pri čemu smo redove numerirali brojevima od 0 do 7). Tada 
će prikaz izraza Veitchovim dijagramom izgledati ovako: 


i | is |i | io 


Ovaj raspored vrijedi zapamtiti, jer nam omogućava da brzo formiramo 
Veitchov dijagram za svaki izraz sa tri promjenljive koji je predstavljen tablicom 
istine. Primijetimo da se vrijednosti od iọ do i; popunjavaju u karakterističnom 
poretku, od “uglova” ka “sredini” dijagrama. Analogno bismo za izraz sa četiri 
promjenljive dobili sljedeći raspored: 


Ovaj raspored također treba upamtiti. Primijetimo da se i ovdje popunjavanje 
vrši od “uglova” ka "sredini" dijagrama. 


Osnovna korist od predstavljanja izraza Veitchovim dijagramima je u tome 
što se iz njih može, uz malo vještine, neposredno očitati MDNF ili MKNF 
polaznog izraza. Da bismo objasnili taj postupak, moramo prethodno uvesti neke 
pojmove. Na prvom mjestu ćemo definirati par, kao skupinu od dva polja u 
Veitchovom dijagramu koja odgovaraju mintermama koje se razlikuju samo u 
stanju jedne promjenljive. Na primjer, na sljedećoj slici zaokružena su četiri 
tipična para u Veitchovom dijagramu za izraze sa četiri promjenljive (analogni 
zaključci vrijede i za dijagrame Za izraze sa tri promjenljive): 
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Ako pažljivije proučimo Veitchove dijagrame za tri i četiri promjenljive, 
vidjećemo da par mogu sačinjavati dva polja koja su susjedna po horizontali ili 
po vertikali (ali ne i dijagonalno). Međutim, par mogu sačinjavati i dva polja 
koja se nalaze na krajnje suprotnim pozicijama bilo po horizontali (poput ioi i4 
na gornjoj slici), bilo po vertikali (poput ig i ia na gornjoj slici). Ova polja 
također možemo smatrati susjednim ukoliko zamislimo da se Veitchov dijagram 
periodički ponavlja u sva četiri smjera, što je naznačeno isprekidanim linijama na 
gornjoj slici. Alternativno, ova polja možemo također smatrati susjednim ukoliko 
smatramo da je dijagram namotan na torus, tako da su lijevi i desni kraj dijagrama 
međusobno spojeni, kao i gornji i donji kraj (zbog toga se kaže da Veitchovi 
dijagrami formiraju topologiju torusa). Ako rezimiramo ova razmatranja, možemo 
načiniti spisak svih mogućih parova koji se mogu javiti u Veitchovom dijagramu 
za izraze sa četiri promjenljive: 


e Parovi sačinjeni od susjeda po horizontali: (7,2, 14), (113, 15), (15,17), (i4, i6), 
(iio, i14), (i11, 115), (13, i7), (12, 16), (is, i10), (io, i11), (i1, 13) 1 (do, 12); 

e Parovi sačinjeni od susjeda po vertikali: (i12, i13), (114, i15), (iio, i11), (is, i9), 
(is, i13), (i7, i15), (i3, i11), (da, 19), (da, 15), (16, i7), (i2, iz) 1 (do, i1); 

e Parovi sačinjeni od polja na suprotnim krajevima dijagrama po horizontali: 
(is, i12), (do, 113), (11, 15) 1 (do, i4); 

e Parovi sačinjeni od polja na suprotnim krajevima dijagrama po vertikali: 
(ča, i12), (16, i14), (i2, do) 1 (io, is). 


Iz definicije para neposredno slijedi da par zapravo obrazuju polja koja 
odgovaraju mintermama koje se mogu međusobno sažimati. Zbog toga, možemo 
uzeti da svaki par predstavlja jednu elementarnu konjunkciju koja se dobija 
sažimanjem odgovarajućih mintermi. Na primjer, par (iv, i11) sa prethodne slike 
predstavlja elementarnu konjunkciju ABD, jer polje i» predstavlja mintermu 
ABCD, a polje ii, mintermu ABCD, čijim se sažimanjem dobija upravo ABD. 
Koju elementarnu konjunkciju predstavlja neki par možemo lako očitati direktno 
iz dijagrama. Na primjer, par (io,i,,) u potpunosti leži u zoni koju pokriva 
promjenljiva A, u potpunosti leži izvan zone koju pokriva promjenljiva B i u 
potpunosti leži u zoni koju pokriva promjenljiva D. Što se tiče promjenljive C, 
ovaj par napola leži u zoni koja je pokrivena promjenljivom C, a napola ne leži, 
zbog toga promjenljiva C ne ulazi u elementarnu konjunkciju koju predstavlja 
ovaj par (po njoj se, zapravo, vrši sažimanje). Na sličan način direktno očitavamo 
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da parovima (i2, i3), (16,114) 1 (lo, i4) odgovaraju elementarne konjunkcije ABC, 
BCD i ACD respektivno. 


Dva para u Veitchovom dijagramu koji predstavljaju elementarne konjunkcije 


koje se razlikuju samo u stanju jedne promjenljive čine skupinu koja se naziva 
četvorka. Na primjer, na sljedećoj slici zaokružene su tri tipične četvorke u 
Veitchovom dijagramu Za izraze sa četiri promjenljive. 


Odavde vidimo da se četvorke mogu formirati od dva para koji su susjedni 


bilo po vertikali bilo po horizontali, čime nastaju karakteristične figure oblika 
kvadrata ili horizontalnog odnosno vertikalnog štapića. U Veitchovim dijagramima 
za izraze sa četiri promjenljive na ovaj način je moguće formirati sljedeće četvorke: 


Četvorke oblika horizontalnih štapića, koje nastaju spajanjem dva horizontalna 
para koji su susjedni po horizontali: (ig, i10, i12, 114), (do, i11, i13, i15), (11, 13, 15, i7) 1 
(do, i2, 14, 16); 

Četvorke oblika vertikalnih štapića, koje nastaju spajanjem dva vertikalna 
para koji su susjedni po vertikali: (i4, is, i12, i13), (i6, i7, i14, i15), (12, 13, 10, Zu) 1 
(do, i1, 18, 19); 

Četvorke oblika kvadrata, koje nastaju spajanjem dva horizontalna para koji 
su susjedni po vertikali, ili dva vertikalna para koji su susjedni po horizontali: 
(112, 113, 114, 115), (110, 111, 114, 115), (is, 19, 10, dn), (is, 17, 113, 115), (3,17, i11, 115), 
(i1, 13, d9, i11), (i4, 15, 16, i7), (12, 13, 16, 17) 1 (do, i1, 12, 13). 


Pored navedenih očiglednih četvorki, moguće je formirati i manje očigledne 


četvorke, koje su sastavljene od dva para koji se nalaze na krajnje suprotnim 
stranama dijagrama, a koji se nalaze unutar istog sloja dijagrama, bilo po 
horizontali, bilo po vertikali. Na sljedećoj slici su prikazane dvije takve četvorke: 


Za ove četvorke možemo također smatrati da su sastavljene od susjednih parova, 
ukoliko zamislimo da se dijagram periodički produžuje na sve strane. Ovakve 
četvorke se ne javljaju u dijagramima za izraze sa tri promjenljive, dok je u 
dijagramu za izraze sa četiri promjenljive moguće formirati sljedeće četvorke 
ovog tipa: 


e Četvorke sastavljene od parova na krajnje suprotnim stranama unutar istog 
sloja po horizontali: (ig, io, 112, 113), (11, 15, 19,113) 1 (do, di, la, 15); 

e Četvorke sastavljene od parova na krajnje suprotnim stranama unutar istog 
sloja po vertikali: (14, 16, i12, i14), (12, 16, 110, 114) 1 (io, i2, is, 110). 


U Veitchovom dijagramu za četiri promjenljive moguće je formirati još 
jednu četvorku (ig, ia, ig, i12), koja se sastoji od četiri rubna polja: 


B 


E 


Ovim smo ilustrirali sve četvorke koje se mogu javiti u dijagramima sa četiri 
promjenljive. Možemo primijetiti da ukoliko zamislimo da se dijagram periodično 
produžuje (ili da je namotan na torus), sve četvorke zapravo imaju oblik štapića 
ili oblik kvadrata. 


Analogno kao u slučaju parova, četvorke zapravo sačinjavaju parovi koji 
predstavljaju elementarne konjunkcije koje se mogu dalje sažimati u prostije 
elementarne konjunkcije. Zbog toga za svaku četvorku također možemo smatrati 
da predstavlja jednu elementarnu konjunkciju, dobijenu sažimanjem odgovarajućih 
elementarnih konjunkcija koje predstavljaju parove od kojih je četvorka 
sastavljena. Stoga se elementarna konjunkcija koju predstavlja četvorka sastoji 
od onih članova koji su zajednički za obje elementarne konjunkcije koje opisuju 
parove od kojih je četvorka sastavljena. Na primjer, četvorka (14, i6, i12, 114) sa 
jedne od prethodnih slika predstavlja elementarnu konjunkciju BD, jer se sastoji 
od parova (i4, i6) 1 (i12, i14) koji predstavljaju elementarne konjunkcije ABD i 
ABD respektivno. 


Elementarnu konjunkciju koju predstavlja neka četvorka također možemo 
očitati direktno iz dijagrama, na analogan način kao u slučaju parova. Tako, na 
primjer, četvorka o kojoj je riječ u potpunosti leži u zoni koju pokriva 
promjenljiva B, i u potpunosti leži izvan zone koju pokriva promjenljiva D, dok 
za promjenljive A i C imamo polovično prekrivanje, stoga ove promjenljive ne 
ulaze u elementarnu konjunkciju koja predstavlja ovu četvorku. 
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Dvije četvorke u Veitchovom dijagramu koje predstavljaju elementarne 
konjunkcije koje se razlikuju samo u stanju jedne promjenljive čine skupinu koja 
se naziva osmica. Za slučaj izraza sa tri promjenljive, postoji samo jedna 
osmica, koja prekriva cijeli dijagram. U dijagramima za izraze sa četiri 
promjenljive, mogu se formirati osmice koje imaju jedan od četiri moguća oblika, 
koji su prikazani na sljedećim slikama: 


—B =B — 

bio || dia | iio || is li2 || da | iio || ig 
A A 
413 || iis | in || io ii3 || iis | i || do 
D D 

15 4 13 li i5 i | dz i 
i4 (is | da || do i4 || de | i2 [io 

E C 


Preciznije, sve osmice koje se mogu formirati u dijagramu za izraze sa četiri 
promjenljive su: 


e Tri horizontalno postavljene pravougaone osmice: (ig, i9, i10, £11, 112, 113, 1149 115), 
(11, i3, 15, 17, 19, 111, 113, 115) 1 (do, li, 12, 13, 14, 15, 16, 19); 

e Tri vertikalno postavljene pravougaone osmice: (i4, 15, 16, 17, 112, 113, 114, 15), 
(iz, 13, 16, 17, 110, i11, 114, 115) 1 (lo, i1, i2, 13, İg, 19, 110, i11); 

e Dvije rasječene osmice: (io, i1, 14, 15, ig, 19, 112, 113) 1 (do, i2, 14, 16, ig, i10, 112, 14). 


Elementarne konjunkcije koje odgovaraju osmicama definiraju se na analogan 
način kao za parove i četvorke. Za slučaj izraza sa četiri promjenljive sve osmice 
predstavljaju elementarne konjunkcije koje se svode samo na usamljenu 
promjenljivu ili njenu negaciju. 


Analogno se može definirati i šesnaestica, ali za slučaj dijagrama za izraze 
sa četiri promjenljive postoji samo jedna jedina šesnaestica, koja obuhvata sva 
polja dijagrama (i njoj odgovara konstanta “T”). Parove, četvorke, osmice itd. 
zajedničkim imenom nazivamo konture. Za slučaj Veitchovih dijagrama za 
izraze sa pet ili više promjenljivih, moguće je definirati i veće konture od 
šesnaestica. Međutim, Veitchovi dijagrami za izraze sa više od 4 promjenljive su 
veoma nepraktični, jer parove, četvorke itd. mogu tvoriti i polja koja uopće nisu 
susjedna u dijagramu, čak ni uz periodično produženje dijagrama ili namatanje 
na torus (što je još gore, polja koja jesu susjedna ne moraju činiti par), tako da je 
takve konture teško uočiti, a Veitchov metod određivanja MDNF i MKNF 
zasniva se upravo na prepoznavanju karakterističnih kontura unutar Veitchovih 
dijagrama. 


Nakon što smo definirali pojam kontura, sasvim je jednostavno objasniti 
suštinu Veitchovog metoda za određivanje MDNF. Naime, potrebno je prekriti 
sva polja u kojima se nalazi vrijednost “T” sa što je god moguće manjim brojem 
što je god moguće većih kontura (pri tome, isto polje smije biti prekriveno sa 
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više kontura). Nije teško vidjeti da konture maksimalne veličine koje prekrivaju 
samo vrijednost “T” zapravo odgovaraju članovima koji se dobijaju po 
završetku prve etape Ouineovog algoritma. Stoga, ovaj postupak odgovara 
traženju minimalnog skupa članova iz prve etape Ouinovog algoritma čija 
disjunkcija formira dati izraz, što nije ništa drugo nego druga etapa Ouineovog 
algoritma. Tražena MDNF se tada formira kao disjunkcija članova koje 
odgovaraju svakoj od upotrebljenih kontura. Odavde vidimo da je Veitchov 
metod zaista samo prerušeni Ouineov algoritam u kojem je mučno višestruko 
sažimanje svedeno na prepoznavanje karakterističnih kontura u dijagramu, što je 
postignuto veoma oštroumnim raspoređivanjem polja unutar dijagrama, tako da 
članovi koji se mogu sažimati odgovaraju međusobno susjednim poljima. 


> Primjer: Odrediti MDNF izraza koji je predstavljen sljedećom tablicom istine: 


-|-|-|- FEEE FESE EE = 


Prvi korak u određivanju MDNE je predstavljanje ovog izraza Veitchovim 
dijagramom, što je prema već opisanom postupku urađeno na sljedećoj slici: 


—B_ 


a je IH 3 
H lalala 
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Sada je potrebno sve vrijednosti “T” u dijagramu prekriti na što bolji način 
(radi bolje preglednosti, samo ćemo prikazati vrijednosti “T” upisane, dok se za 
prazna polja podrazumijeva da sadrže vrijednost “L*). Lako možemo uočiti da 
optimalno prekrivanje možemo postići korištenjem jedne osmice i tri četvorke, 
kao što je prikazano na sljedećoj slici: 


Na kraju je potrebno utvrditi koje elementarne konjunkcije odgovaraju 
pojedinim konturama, što je posve lako izvesti posmatranjem zona u dijagramu 
koje prekrivaju pojedine promjenljive. Tražena MDNE glasi: 


CvBDvADvBD 


Dobra strana Veitchovog metoda je što on uvijek daje ispravnu DNF izraza 
čak i ukoliko nismo izvršili optimalno prekrivanje, pod uvjetom da smo ispravno 
očitali elementarne konjunkcije koje odgovaraju upotrebljenim konturama. 
Međutim, u tom slučaju pronađena DNF (mada ispravna) neće biti optimalna, tj. 
neće biti MDNEF. U slučaju da postoji nekoliko jednako dobrih pokrivanja, to 
znači da imamo više različitih MDNE, koje su u suštini podjednako dobre. 


Pri traženju optimalnog prekrivanja nije pametno poći od najvećih kontura 
(koje su obično najuočljivije), nego od onih kontura koje prekrivaju polja sa 
vrijednostima “T” koja se mogu grupirati na samo jedan način (tj. koje imaju 
samo jedno polje sa vrijednosti “T” u susjedstvu). Takve konture nazivamo 
esencijalne konture, a njima odgovaraju esencijalni članovi u Quineovoj 
metodi. Tipičnu grešku koja se može napraviti ukoliko se ne pridržavamo ovog 
pravila ilustrira sljedeći primjer. 


> Primjer: Odrediti MDNF za izraz predstavljen sljedećim Veitchovim 
dijagramom: 
B 
T 
A 
ENET T 
D 
Ta SUNETE 
T 
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U ovom Veitchovom dijagramu se na prvi pogled uočava jedna četvorka. 
Ukoliko zaokružimo ovu četvorku, preostaju nepokrivena četiri polja sa 
vrijednostima “T” koja se mogu povezati u par sa susjednim poljima. Na taj 
način dobijamo sljedeće prekrivanje: 


Na osnovu ovakvog prekrivanja, mogli bismo očitati sljedeći izraz: 


BDv ABCv ABC v ACD v ACD 


Međutim, ukoliko pažljivo razmotrimo dijagram, primijetićemo da je četvorka 
koju smo prvu ugledali zapravo suvišna, jer su sva polja sa vrijednostima “T” 
koja ona pokriva već prekrivena sa preostala četiri para. Stoga, očitana DNF nije 
nesvodljiva, jer se prva elementarna konjunkcija može odstraniti. Slijedi da 
traženi MDNE oblik glasi: 


ABC v ABC v ACD v ACD 


Da smo prilikom prekrivanja krenuli od polja sa vrijednostima “T” koja se 
mogu prekriti na jedinstven način, ovakvu grešku ne bismo napravili. 


Nakon što iscrpimo sve esencijalne konture, za optimalno prekrivanje 
preostalih polja sa vrijednostima “T” pomaže samo intuicija (upravo zbog toga 
Veitchov metod nema striktnu formu algoritma). Srećom, kako se Veitchov 
metod koristi samo za mali broj promjenljivih, optimalno prekrivanje se veoma 
brzo uoči, pogotovo kada se korisnik metoda malo izvježba. Dobra je strategija 
svakom novom konturom pokušati prekriti što je god moguće više do tada 
nepokrivenih polja sa vrijednostima “T”, kao što je ilustrirano u sljedećem 
primjeru. 


> Primjer: Logički izraz ABC v ABC v ABC V ABC v ABC v ABC svesti 
na MDNF pomoću Veitchovih dijagrama. 


Ovaj izraz možemo predstaviti Veitchovim dijagramom na sljedeći način: 


U ovom primjeru ne postoji niti jedna esencijalna kontura, jer se svako polje 
sa vrijednosti “T” može prekriti na više različitih načina. Postoji mnogo načina 
kako možemo prekriti sva polja sa vrijednostima “T” u ovom dijagramu. Nas 
zanimaju samo nesvodljiva prekrivanja, tj. prekrivanja u kojima niti jedna 
kontura nije suvišna u smislu da prekriva polja sa vrijednostima “T” koja su već 
prekrivena drugim konturama. Sljedeća slika prikazuje tri od ukupno pet mogućih 
nesvodljivih prekrivanja: 


A 


Mada su sva tri prikazana prekrivanja očigledno nesvodljiva, prvo prekrivanje 
sadrži jednu konturu više nego drugo i treće prekrivanje, stoga ono nije 
optimalno. Primijetimo da se u prvom slučaju nismo držali pravila da svakom 
novom konturom pokrivamo što je god moguće više do tada nepokrivenih polja 
sa vrijednostima “T”, dok smo se u drugom i trećem slučaju tog pravila 
pridržavali. Također, primijetimo da smo u drugom i trećem slučaju svako od 
polja sa vrijednostima “T” prekrili samo jednom konturom. Ukoliko se to desi 
(što je rijetko moguće postići), to je siguran znak da je pronađeno rješenje 
optimalno. Stoga, možemo očitati dva MDNEF oblika za zadani izraz: 


ABVACvBC i ACvBCvAB 
Lako je provjeriti da su ovo ujedno i jedine dvije MDNEF za zadani izraz. 


Mada Veitchov metod (kao i svi drugi metodi minimizacije) određuje MDNF 
za zadani logički izraz, to ne znači da se dobijeni izraz ne može dodatno skratiti 
ručno pomoću pravila iskazne algebre. Međutim, ono što eventualno dobijemo 
daljim skraćivanjem neće više biti disjunktivna normalna forma. Na primjer, 
razmotrimo sljedeći izraz sa 7 promjenljivih: 


ADF v AEF v BDF v BEF v CDF v CEF v G 


Nije teško pokazati da je ovaj izraz ima oblik MDNEF. Ipak, on se relativno lako 
može dodatno pojednostaviti primjenom pravila logičke algebre: 


ADF v AEF v BDF v BEF v CDF v CEF vG = 
=(ADv AEvBDvBEvCDvCE)FvG= 
=(A(DVE)VB(DvVE)VC(DvVE))FVG=(AVBvC)(DvE)FvYG 


Dobijeni izraz je znatno jednostavniji od polaznog, mada se očito ne radi o 
disjunktivnoj (niti o konjunktivnoj) normalnoj formi. Također, često se dodatna 
optimizacija može izvršiti ako dozvolimo upotrebu i drugih logičkih operacija 
osim konjunkcije, disjunkcije i negacije. Tako se, na primjer, ukoliko dozvolimo 
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upotrebu ekskluzivne disjunkcije i ekvivalencije, izraz u obliku MDNF iz jednog 
od ranijih primjera može dodatno optimizirati na sljedeći način: 


ABCvABCvACDvACD= B(ACvAC)v D(AC v AC) = 
=BAS&C)vD(AvC) 


Veitchov metod može se koristiti i za određivanje MKNEF. Pri određivanju 
MKNEF, umjesto polja sa vrijednostima “T” prekrivamo polja sa vrijednostima 
“1” u dijagramu (na isti način kao kod određivanja MDNF). Svakoj konturi u 
izvršenom prekrivanju tada odgovara po jedna elementarna disjunkcija u 
MKNE, pri čemu su promjenljive koje formiraju svaku elementarnu disjunkciju 
negirane u odnosu na slučaj kada ista kontura predstavlja elementarnu 
konjunkciju. Na primjer, ukoliko neka kontura predstavlja elementarnu konjunkciju 
ABD, tada ta ista kontura predstavlja elementarnu disjunkciju AvB vD. 
Valjanost ovog postupka neposredno slijedi iz činjenice da je MKNF nekog 
izraza jednak negaciji MDNEF negacije tog izraza. 


> Primjer: Odredii MKNF za logički izraz sa četiri promjenljive zadan 
tabelom istine za koji je u jednom od ranijih primjera nađena MDNE. 


Da bismo odredili MKNF za zadani izraz, možemo se poslužiti istim 
Veitchovim dijagramom koji smo već imali, ali ćemo ovaj put prekrivati polja sa 
vrijednostima "L" (radi preglednosti, samo ćemo takva polja i prikazivati, dok 
ćemo za ostala polja podrazumijevati da sadrže vrijednost "T"'). Kako u čitavom 
dijagramu imaju samo tri polja sa vrijednošću "L", lako je odrediti optimalno 
prekrivanje. Pri tome, polje u donjem desnom uglu ne možemo ni sa čim upariti, 
tako da ono samo za sebe predstavlja konturu: 


Par sa lijeve strane u potpunosti leži unutar zona koje prekrivaju promjenljive 
B i D, a izvan zone koju prekriva promjenljiva C. Usamljeno polje u donjem 
desnom uglu u potpunosti leži izvan zona koje prekriva svaka od četiri 
promjenljive A, B, C i D. Na osnovu ovoga, slijedi da tražena MKNF glasi: 


(BVCVD/(AvVBvCvD) 


Za ovaj izraz, nađena MKNEF je potpuno iste dužine (tj. sadrži isti broj 
literala) kao i MDNE, što ne mora uvijek biti slučaj (nekada je MDNF kraća od 
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MKNE za isti izraz, a nekada je obrnuto). Nije teško vidjeti da je broj logičkih 
izraza kod kojih je MDNF kraća od MKNF jednak broju logičkih izraza kod 
kojih je MKNF kraća u odnosu na MDNF. Naime, ukoliko je za neki izraz 
MDNE kraća (u odnosu na MKNF), međusobnom zamjenom simbola “T” 1 “1” 
u Veitchovom dijagramu dobijamo izraz kod kojeg je MKNF kraća! 


> Primjer: Odrediti MDNF i MKNF za logički izraz predstavljen sljedećim 
Veitchovim dijagramom. 


—B 


e [aje r 


e |H|4|H 
alala 
Jalala 


C 


Za određivanje MDNF i MKNF izvršićemo optimalno prekrivanje polja sa 
vrijednostima “T” odnosno “L”, kao što je prikazano na sljedećoj slici: 


nm A 


Optimalno prekrivanje u oba slučaja može se izvršiti na jedinstven način, 
odakle slijede jedinstveni oblici MDNF i MKNF: 


ABvBCvACDv ACD /MDNE/ 
(AVBVO(AVBVO(AVCVD)(BYD) /MKNF/ 


Veitchovi dijagrami mogu poslužiti i za minimizaciju izraza koji su 
predstavljeni u obliku proizvoljne DNF ili KNF, bez potrebe da se prvo formira 
tablica istine pa da se iz nje formira Veitchov dijagram (što je još jedna velika 
prednost u odnosu na Ouineov algoritam, koji uvijek polazi od SDNF). Za tu 
svrhu, prvo je potrebno u prazan Veitchov dijagram upisati konture koje 
odgovaraju elementarnim konjunkcijama zadane DNF ili elementarnim 
disjunkcijama zadane KNF. Nakon toga, popunimo upisane konture vrijednostima 
“T” (za slučaj DNF) ili “L” (za slučaj KNF), i, nakon toga, izvršimo prekrivanje 
tablice novim konturama na optimalan način. 
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> Primjer: Pojednostaviti izraz ABCvACvBDvACDvC 


Kako se radi o izrazu koji ima oblik DNF, upisaćemo u Veitchov dijagram 
konture koje odgovaraju svim elementarnim konjunkcijama ovog izraza, a 
njihovu unutrašnjost ispunićemo vrijednostima “T”. Time dobijamo dijagram 
kao na sljedećoj slici: 


C 
Preostaje još samo da izvršimo optimalno prekrivanje, što je izvršeno na 
sljedećoj slici: 


HFIFIEFI 
o 


4 [313] =] 


C 
Odavde vidimo da MDNF zadanog izraza glasi: 
ADvBDv C 
Lako je provjeriti da MKNEF za ovaj primjer glasi 
(BVCVD)(AvCVvD) 
tako da je, u ovom slučaju, MDNF kraća od MKNEF (jedan literal manje). 


Uz malo prakse, izraze koji su zadani u proizvoljnom DNF ili KNF obliku 
moguće je lako upisati u Veitchov dijagram bez potrebe za crtanjem kontura 
koje odgovaraju pojedinim elementarnim konjunkcijama odnosno disjunkcijama. 
Ukoliko izraz koji želimo minimizirati nije zadan niti u konjunktivnoj niti u 
disjunktivnoj normalnoj formi, tada ga je neophodno prvo svesti na DNF ili na 
KNF (ne nužno na SDNEF ili SKNF), nakon čega se može primijeniti Veitchov 
metod. 
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Mada smo rekli da su Veitchovi dijagrami za izraze sa 5 promjenljivih 
nezgrapni i nepraktični za upotrebu, minimizacija izraza sa 5 promjenljivih može 
se, uz malo dosjetki, lako izvršiti pomoću dva_Veitchova dijagrama za izraze sa 
4 promjenljive. Kako se to može uraditi, najlakše je objasniti kroz konkretan 
primjer. 


> Pomoću Veitchovih dijagrama za 4 promjenljive, naći MDNF logičkog izraza 


I= ACE v ABDEv ABCDE v ABCE v ABDE v ACEv ABCDE v ABCDE. 


Ovaj izraz zavisi od 5 promjenljivih. Izabraćemo jednu od promjenljivih, 
recimo E, i grupirati zajedno sve članove koje sadrže nju ili njenu negaciju: 


I= (AC v ABDv ABC v AC)E v (ABCD v ABD v ABCD v A BCD)E 


Kako oba izraza koji se nalaze u zagradi zavise samo od po 4 promjenljive, 
možemo izvršiti njihovu minimizaciju pomoću Veitchovih dijagrama za izraze 
sa 4 promjenljive. Taj postupak je prikazan na sljedećoj slici (lijevi dijagram 
odgovara prvom izrazu u zagradi, a desni dijagram drugom izrazu): 


B 


Iz ovih dijagrama neposredno vidimo da MDNF za izraze u zagradama glase 
respektivno AD v AB v C i ABD v ABD v ABCD. Stoga možemo pisati: 


I= (ADv ABv OE v (ABDv ABDv ABCD)E = 
= ADEv ARBE v CE v ABIÆ v ABDE v ABCDE 


Dobijeni izraz zaista ima oblik DNF i znatno je kraći od polaznog izraza (za 
12 literala). Međutim, ovo nije MDNF zadanog izraza! Razloge za to nije teško 
otkriti. Naime, kako smo oba izraza koji se javljaju u zagradama optimizirali 
neovisno jedan od drugog, potpuno smo isključili svaku mogućnost sažimanja 
po preostaloj promjenljivoj E. S druge strane, pretpostavimo da smo Veitchov 
dijagram za prvi izraz u zagradi prekrili neoptimalno, na način prikazan na 
sljedećoj slici, u kojem je očigledno prisustvo “neoptimalne” konture ABD , kao 
i potpuno suvišnih kontura ABD i ABCD: 
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Iz ovakvog prekrivanja možemo izvršiti sljedeće očitanje: 


I= (ABDvABvCvABDVvABCD)Ev (ABDvABDvABCDJE = 
= ABDEv ABE v CE v ABDE v A BCDE v ABDE v ABDE v A BCDE = 
= ABD (Ev E)v ABE v CE v ABD (Œ v E)v ABCD (Œv E)= 
= ABD v ABE v CE v ABD v A BCD 


Vidimo da smo dobili DNF koja ima čak 6 literala manje nego prethodna 
DNF (i ona je, zapravo, MDNF traženog izraza). Nije teško utvrditi šta se 
zapravo desilo: neoptimalne i suvišne konture u lijevom dijagramu poklapaju se 
sa konturama u desnom dijagramu, tako da su odgovarajuće elementarne 
konjunkcije u obje zagrade identične, što omogućava sažimanje po preostaloj 
promjenljivoj E. Uz malo prakse, nije nikakav problem direktno očitati krajnji 
rezultat posmatrajući uporedo oba dijagrama, bez ručnog sažimanja po 
preostaloj promjenljivoj E. 


Ukoliko pažljivije razmotrimo opisani primjer, možemo izvesti sljedeće 
opće zaključke o minimizaciji izraza sa 5 promjenljivih pomoću dva spregnuta 
Veitchova dijagrama za izraze sa 4 promjenljive: 


e Isplati se zaokružiti konturu koja u jednom od spregnutih dijagrama nije 
optimalna, ukoliko identična kontura postoji u drugom dijagramu; 

e Isplati se u jedan od spregnutih dijagrama uvesti suvišne konture, ukoliko 
identične konture postoje u drugom dijagramu. 


Očigledno je da je potrebna nešto veća količina iskustva i domišljatosti za 
dobivanje minimalne forme izraza sa 5 promjenljivih korištenjem dva Veitchova 
dijagrama za izraze sa 4 promjenljive. Međutim, čak i ukoliko se ne dobije posve 
minimalna forma, uloženi trud se isplati, jer je bilo kakva optimizacija svakako 
bolja od nikakve. Postupak sličan izloženom postupku može se primijeniti i na 
minimizaciju izraza sa 6 promjenljivih, samo se u tom slučaju koriste 4 
spregnuta dijagrama od po 4 promjenljive. Ovaj postupak čitatelji i čitateljke 
lako mogu izvesti sami, ukoliko su dobro razumjeli gore izloženi postupak za 
izraze sa 5 promjenljivih. 
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Dodatak C: Indeks pojmova 


U indeksu koji slijedi, pojmovi koji se pojavljuju izuzetno često ili koji su 
općepoznati indeksirsni su samo na mjestima na kojima se pojavljuju u nekom 
značajnijem kontekstu. Dalje, ukoliko se neki pojam pojavljuje na nekoliko uzastopnih 
stranica, indeksirana je samo prva od njih, osim u slučaju kada se isti pojam na 
susjednim stranicama pojavljuje u bitno drugačijem kontekstu (u tom slučaju se 
indeksira svaka pojava). Također, treba obratiti pažnju da neki pojmovi posjeduju 
sinonime, tako da kada se tokom pretrage uoči da neki pojam ima sinonime, korisno je 


potražiti i mjesta gdje se isti pojam javlja pod alternativnim imenom. 
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Aksiomi iskazne algebre 17,119 RNA a “Pasa 
Aksiomi naivne teorije skupova 61 pen apo MOGU 127.170 
Aksiomi Postovog sistema zamjene 648 Ar i E kcij 87 6 41 
Aktivna pravila (fuzzy rezonovanje) 165 sument ( uneei e) k 
Akumulator (diskretni sistem) 511 Artikulacioni čvor grafa 402, 413,432, 492 
Alef 0 (Xo) 103.118 Asimetrični kriptosistemi 287 
Alfi X 107211 Asimptotski redovi 592 
Ar b GR) 72 614 617.629.663 Asocijativnost 16,66, 119, 142 
A. a APT AEAT o ao Atom (aritmetički izrazi) 486 
gepars a teorija orojeva Atom (predikatska logika) 182 
Algebarske strukture 1,119,615 P g 
SGDATSKE SUMU : R Atom (teorija skupova) 60,110 
Algebarski proizvod (fuzzy logika) 143 she pa 
Aleebarski proizvod f k a 148 Atributi relacija 78 
A EL P ba e zy Zb upova 143 Autonomne diferentne jednačine 562 
Algebarski Eta ej a 148 Autonomni disretni sistemi 516 
Algebra događaja 364,384 
Algebra iskaza 1,7,11 B,B 
Algebra predikata 1,8,174 
Algebra skupova 66 B-redukcija 652 
Algoritam 1,59,191,233,611, Baazov delta operator 138 
615, 641,660 Bajt 406 
Algoritam kvadratnog sita 279 Balansirano stablo 405,484 


Balansirane ternarne logike 
Banach-Tarskijev paradoks 
BASIC (programski jezik) 
Bayesova teorema 
Bayesovska interpretacija 
vjerovatnoće 
Baze iskazne algebre 
Befunge (programski jezik) 
Bellman-Fordov algoritam 


Bellovi brojevi 
Bergeova teorema 
Berlekamp algoritam 


Bernoullijev zakon velikih brojeva 


Berryjev paradoks 
Bertrandov problem glasanja 
Beskonačna sekvenca 
Beskonačni abakus 
Beskonačni geometrijski red 
Beskonačni grafovi 
Beskonačni niz 

Beskonačni skupovi 


Bezinercijalni sistemi 
Bezizražajna tačnost 
Bezuvjetna vjerovatnoća 
BF (programski jezik) 
BFS pretraga 


Bijekcija (bijektivna funkcija) 


Bihromatski graf 
Bikompletni graf 
Bilateralna sekvenca 
Bilateralna z-transformacija 
Binarna relacija 

Biname cifre 

Binarni brojni sistem 
Binarni stringovi 

Binarno stablo 

Binarno stablo pretrage 
Binet-Cauchyjeva teorema 
Binomna konvolucija 
Binomni koeficijenti 


Binomni obrazac 


Binomni red 
Biparticija grafa 
Bipartitivni graf 


Bit 

Blizanci prostih brojeva 

Blokovi grafa 

Blokovi particije 

Blumovi brojevi 

Boja čvora (Kruskalov algoritam) 
Bojenje čvorova 

Bojenje grana 


Booleov proizvod relacionih matrica 


Booleov prsten 

Booleov stepen relacionih matrica 
Booleov zbir 

Booleova algebra 


Booleova derivacija (izvod) 

Booleova kvaternarna logika (sa 
četiri stanja) 

Booleovo diferenciranje 


136 
111 
644 
383 


388 

49,56 

638 

431,455, 460,492, 
496 

339, 355, 358 

467 

282 

387 

628 

576 

89 

613,638 

104,326, 535 

395 

89 

57, 102,110, 194, 
208,217, 649 
510,602 

10, 186 

378 

638, 669 

405,427, 431,451, 
459,463, 468, 473, 
477,491 

88,95, 116, 122,301, 
360, 408 

423 

400,475, 488 

501 

533 

72,218,394 

7,121 

7,121,630, 650, 664 
72 

405, 484, 500 

485, 500 

426 

561 

298,305, 336, 345, 
552, 600 

298,305, 316,326, 
349, 551,561 
326,574 

400, 431,467 
400,414, 423,425, 
431,467,475 
7,406,631 

220 

402 

93,336 

286, 293 

438 

422 

422,426 

74,114 

129 

75,405 

129 

1,7,8,67, 119, 129, 
133, 142, 169,366 
129, 170 


121,133, 169 
129 


Booleovo sabiranje 

Borelova regularizacija 
divergentnih redova 

Borelova sumacija 

Brainf**k (programski jezik) 

Bridno hromatski broj grafa 

Broj elemenata skupa (formalno) 

Broj mudrosti (Q) 

Brojačka mašina 

Brooksova teorema 

Brza Fourierova transformacija 

Burali-Forti paradoks 

Busy beaver funkcije 


C 


C/C++ (programski jezik) 


Cantor-Zassenhaus (CZ) algoritam 


Cantorov dijagonalni postupak 
Cantorov paradoks 

Cantorova teorema 
Carmichaelovi brojevi 
Cassinijev identitet 

Catalanovi brojevi 

Cauchyjeva glavna vrijednost 
Cauchyjeva teorema o ostacima 
Cayleyeva teorema 

Cijeli brojevi 


Cijeli dio broja 


Ciklovi (ciklusi) 

Ciklus (teorija grafova) 
Cipolla algoritam 
Cjelobrojni količnik 
Chaittinova konstanta (Q) 
Chazelleov algoritam 
Church-Turingova teza 
Churchov A-operator 
Churchovi cijeli brojevi 
Chvatalova teorema 
COA metod 

Collatzov proces 
Collatzova hipoteza 
Comtetova formula 
COS metod 
Cramerovo pravilo 
Currying 


s 


C 


Četvorka (Veitchovi dijagrami) 
Četvorke prostih brojeva 
Četvorostruki faktorijel 

Čista teorija skupova 

Čisti A-izrazi 

Član (predikatska logika) 
Čvorovi grafova (dijagrama) 


D, ô 


8-funkcija 

5-sekvenca 

Dag (teorija grafova) 
Dantzigov algoritam 
De Morganove teoreme 


129 


537 

537 

640 

423 

102 

627,662 
636, 638, 668 
423 

509 

109 
627,634, 662, 666 


91,406,618,624, 
639, 644, 659 
282 

104, 106,617 
109 

106 

253 

227,230 

575 

538 

54 

426 
1,3,57,103,214,232, 
501 

225,227, 504, 535, 
601 

340 

401,459 
274,275 

219 

627,662 

450, 646 
616,651 

90, 180, 502, 651 
653,671 

420 

166 

612,618 

613 

339 

166 

266 

652 


676 

220 

575 

60 
652,671 
182 
72,394 


503 

503 

401,433,460 
451,455 

16, 18, 20, 30, 52, 66, 
120, 142, 195,215, 
226,380 


Definicija uređenog para po 
Kuratowskom 

Defuzzyfikacija 

Definiranost funkcije 

Dekonvolucija 

Delta funkcija 

Delta sekvenca 

Deranžmani 

Descartesov proizvod fuzzy 
skupova 

Descartesov proizvod grafova 

Descartesov proizvod relacija 

Descartesov proizvod skupova 

Descartesov stepen skupa 

Deseti Hilbertov problem 

Desno dijete čvora 

Desno podstablo 

Determinante 

DES (teorija diskretnih signala) 

DES pretraga 


Diferencija skupova 
Diferencija unaprijed (A) 
Diferencija unazad (V) 
Diferencijalni račun 
Diferencijalne jednačine 
Diferenciranje 
Diferentne jednačine 


Diffie-Hellmanov protokol 
Digitalizacija 

Digitalna obrada podataka 
Digitalna obrada signala 
Digitalni računari 

Digitalne veličine 

Digitalni filter 

Digitalni potpis 

Digitalno računanje 
Digitalno/analogna konverzija 
Digraf 

Dijete čvora (teorija grafova) 
Dijkstrin algoritam 


Dilatacija fuzzy skupa 
Dimenzionalnost skupa 
Dinamički diskretni sistemi 
Diofantove jednačine 


Diracova delta funkcija 
Diracova teorema 
Dirichletov princip 
Disjunkcija (općenito) 


Disjunkcija (u fuzzy logici) 
Disjunkcija (u ternarnoj logici) 
Disjunkcija po bitima 
Disjunkcija relacionih matrica 
Disjunktivna forma 
Disjunktivna normalna forma 
Disjunktivni silogizam 
Disjunktni skupovi 
Diskrepancija skupova 
Diskretizacija 

Diskretna dekonvolucija 
Diskretna frekvencija 
Diskretna konvolucija 


69,71,87 
165,173 


503 
345,371,592 


148,172 

411 

78,79 

71 

71 

233,622, 661 

484 

484 

266,427, 608 

508 
427,431,459,469, 
485,491 

63 

510,515, 601 
510,515, 601 
2,583 

512,583 

536 
511,513,518,528, 
532,544, 555, 556, 
562,567,581,601, 
607 

283,293 

5 

4,123,528 
509,528 

4 

4 

528 

288,293 

123,169 

3 

395,456 

432,483 
451,455,460,492, 
496 

148 

105 

515,518, 532, 604 
232,245,255, 290, 
350, 578, 610, 622, 
661 

503 

420,490 

295 

9, 16,35, 47,49, 64, 
119,120, 123,177, 
667 

141 

134 

122, 169 

76 

30 

30,54, 680 

171 

64,296, 328 

65 

5,601 

523,606 

504,527, 601 

520, 542, 556, 560, 
573,602 


Diskretna matematika 


Diskretna relacija poretka 

Diskretna teorija vjerovatnoće 

Diskretne operacije 

Diskretne veličine 

Diskretni diferencijator 

Diskretni dinamički sistemi 

Diskretni filter 

Diskretni Fourierov red 

Diskretni integrator 

Diskretni kvadratni korijen po 
modulu m 

Diskretni logaritam 

Diskretni objekti 

Diskretni signali 

Diskretni sistemi 

Diskretni sistemi sa konačnom 
memorijom 

Diskretni skupovi 

Diskretni trenuci 

Diskretno uređen skup 

Diskretno vrijeme 

Distributivnost 

Divergentni redovi 


Djelilac broja 

Djelimični graf 

Djelimični podgraf 
Djelimično uređenje (poredak) 
Djelioci nule 

Djeljivost (općenito) 

Dobro uređen skup 

Dobro usmjerena grana 
Dobro zasnovane teorije 
Događaj (teorija vjerovatnoće) 
Dokazivanje pomoću rezolucije 
Dokaz po kontrapoziciji 
Dokazi bez otkrivanja znanja 
Dombijev proizvod (f-norma) 
Dombijev zbir (s-norma) 
Domen interpretacije 

Domen funkcije 

Domen predikata 

Domeni atributa 

Donja granica skupa 

Drastični proizvod (produkt) 
Drastični zbir 

Duboisov proizvod (f-norma) 
Duboisov zbir (s-norma) 
Dužina grane 

Dužina puta u grafu 
Dvanaestorostruki način 
Dvojna rekurzija 

Dvomjesni predikat 
Dvopodjela grafa 

Dvostrana sekvenca 
Dvostrana z-transformacija 
Dvostruka suma 

Dvostruka (dvojna) negacija 
Dvostruki (dvojni) komplement 
Dyckovi stringovi 


E 


Edmonds-Karpova modifikacija 
Ford-Fulkersonovog algoritma 
Edmondsov algoritam 
Egzistencijalna instantacija 
Egzistencijalni kvantifikator 


1, 107,325,364, 501, 
511,536 

97 

364 

4 

3,501 

511 
515,518,532 
528 

508,601 

511 


268, 285, 289 
246, 284, 291 
1 

501 

509, 601 


515 

97, 107,364, 501 
501 
97,107,117 
3,501 

16,66, 119, 135, 142 
324, 521, 524, 537, 
591 

96, 121,218 
398, 460, 488 
398,488 
94,365 

245 
218,228,290 
97,628 

462 

29 

364 

26 

25 

289 

144 

144 

184 

87,326, 651, 659 
174,213 

79 

98 

144 

144 

144 

144 

398 

401 

355 

645 
9,174,177 
400 

501 

533, 604 
589, 599 
16,32, 33 

66 

576 


463 
467 
201 
175,618 


Einsteinov proizvod (f-norma) 
Einsteinov zbir (s-norma) 
Ekskluzivna disjunkcija 


Eksperiment (teorija vjerovatnoće) 
Eksponencijalna funkcija izvodnica 


(generatrisa) 
Eksponencijalni integral (Ei) 
Ekstenzija funkcije 


Ekvipotentni (ekvipolentni) skupovi 


Ekvivalencija (u logici iskaza) 
Ekvivalencija (u ternarnoj logici) 
Ekvivalentni elementi 
Ekvivalentni skupovi 

Električne mreže 


Element skupa 

Elementarna baza iskazne algebre 

Elementarna logička kola 

Elementarna teorija brojeva 

Elementarna teorija vjerovatnoće 

Elementarne disjunkcije 

Elementarne invarijante funkcije 

Elementarne konjunkcije 

Elementarni ciklus 

Elementarni događaj 

Elementarni izraz (predikatska 
logika) 

Elementarni put 


Eliminacija ekskluzivne disjunkcije 


Eliminacija ekvivalencije 
Eliminacija implikacije 
Enumerativna kombinatorika 
Eratostenovo sito 
Esencijalne konture 
Esencijalni članovi 

Espresso algoritam 

Euklidov algoritam 


Euklidovo načelo 
Euler-Hierholzerova teorema 
Euler-Mascheronijeva konstanta 
Euler-Moivreov obrazac 
Eulerov kriterij 


144 
9,49, 65, 123, 129, 
683 
364 


323,339, 567,578 
538, 590 

89 

102 

9,56, 683 

138 

91 

60 

394, 407,413,427, 
461,564 

57,60 

49,56 

133 

1,218 

364 

27,30, 683 

117 

30,675 

401 

364 


182 

400, 460 

16,30 

16,30 

16,30 

294,364, 394, 575 
220 

680 

39, 680 

46 

225,228, 230,233, 
245,267, 286, 290, 
665 

102 

416 

590 

526, 535, 548 

268 


Eulerov pseudoprosti broj po bazi b 272 


Eulerov ciklus 

Eulerov graf 

Eulerov put (staza) 

Eulerova pentagonalna formula 

Eulerova teorema (teorija brojeva) 

Eulerova teorema za grafove 

Eulerova totientna () funkcija 

Eulerovi dijagrami 

Evidencijska interpretacija 
vjerovatnoće 

Ezoterični programski jezici 


F 


Faktor-skup 
Faktori nule 


Faktorijel 
Faza diskretnog signala 


Fazni spektar 
Fazno-frekventna (FF) 


416,490 
416,492 
416,419, 490 
353 

242 

413 
241,246, 286 
62,67 


388 
638 


92,99, 117,244 
245,261,266, 282, 
291 

298,344, 409, 625, 
643,655 

504, 601 

508, 601, 604 


karakteristika diskretnog sistema 527, 604 


Fermat-Eulerova teorema 


242,250,255, 291 


Fermatov test 

Fermatova mala teorema 
Fermatova velika teorema 
Fermatovi brojevi 
Fermatovi prosti brojevi 
Ferrersovi dijagrami 


Fibonaccijevi brojevi 


Fiksna tačka funkcije 

Filtriranje 

Fizička interpretacija vjerovatnoće 

Fleuryjev algoritam 

Fodorova implikacija 

For-petlja 

Ford-Fulkersonov algoritam 

Fordov algoritam 

Formalna lingvistika 

Formalne teorije 

Formalne gramatike 

Formalne promjenljive 

Formalni jezici 

Formula Koteljnikova 

Fourierov red 

Fourirerova analiza 

Frankov proizvod (f-norma) 

Frankov zbir (s-norma) 

Frekvencija događaja 

Frekvencijska interpretacija 
vjerovatnoće 

Frekventno selektivni proces 

Funkcija (općenito) 


Funkcija dekripcije 

Funkcija Ei 

Funkcija enkripcije 

Funkcija incidencije 

Funkcija izvodnica (generatrisa) 


Funkcija Kolmogorova 
Funkcija p (particije) 
Funkcija ọ (Eulerova) 
Funkcija prethodnik 
Funkcija pripadnosti 
Funkcija nr 

Funkcija II 

Funkcija q (particije) 
Funkcija raspršenja 
Funkcija o 

Funkcija sistema 


Funkcija sljedbenik 

Funkcija T 

Funkcija sa više (n) argumenata 

Funkcijska notacija 

Funkcijska relacija 

Funkcijske promjenljive 

Funkcijski simboli (predikatska 
logika) 

Funkcijsko određenje skupa 

Funkcionalne zavisnosti relacija 

Funkcionalni programski jezici 

Funkcionalno potpun skup 
instrukcija 

Funkcionalno programiranje 

Fuzzy broj 

Fuzzy disjunkcija 

Fuzzy implikacije 

Fuzzy interval 


253,291 

222, 242,250 
61,191,618 
221,252 
221,252,290 
351 

509 

226, 290, 333,563, 
566, 572, 665, 671 
89, 116,657 
508 

388 

417,490 

145 

644,647 
461,468, 497 
456 

649 

29,50, 610 
72,649 

178 

72 

6 

508 

6,508 

144 

144 

386 


388 

528 

87,90, 116,209,301, 
651 

282 

538, 590 

282 

397 
318,323,333,339, 
351,354, 525,533, 
554, 567,576 
628,662 

349 
241,246,286,291 
643,654 

146 

670 

223 

350 

288 

223,290, 354, 670 
525,528, 532,543, 
555, 556, 603 

99, 642, 653, 669 
223,290 

88, 652 

487 

75 

209 


182, 203, 209 
80 

80, 86 
91,659 


633 
659 
149 
141, 150, 153 
145, 158,171 
149 


Fuzzy komplement 
Fuzzy konjunkcija 


Fuzzy negacija 

Fuzzy logičko rezonovanje 
Fuzzy logika 

Fuzzy logika drugog reda 
Fuzzy podskup 

Fuzzy presjek 

Fuzzy relacije 

Fuzzy rezonovanje 
Fuzzy skupovi 

Fuzzy unija 

Fuzzy upravljanje 

Fuzzy zaključivanje 
Fuzzyfikacija 


G 


Y-operatori (fuzzy logika) 

Galileov paradoks 

Gama (T) funkcija 

Gejtovi 

Generalizacija modus ponensa 

Generalizacija modus tolensa 

Generalizacija pravila rezolucije 

Generalizirana inverzna funkcija 

Generiranje Postovim sistemom 

Godelova implikacija 

Godelova teorema o 
nekompletnosti aritmetike 

Goguenova implikacija 

Gornja granica skupa 

Gosper-Zeilbergerov algoritam 

Graf (općenito) 


Graf funkcije 
Graf K23 
Graf K33 
Graf K4 
Graf Ks 

Graf K, 


Graf Knn 

Graf parova 

Gramatike Chomskog 
Grane grafa 

Granična frekvencija 

Grupa (algebarska struktura) 
Gubitak informacija 

Gusti grafovi 

Gusti skupovi 


H 


Hallova ženidbena teorema 

Halting problem 

Hamacherov proizvod (t-norma) 

Hamacherov zbir (s-norma) 

Hamiltonov ciklus (kontura) 

Hamiltonov graf 

Hamiltonov put 

Hardy-Ramanujan-Rademacherova 
formula 

Harmonici 

Harmonijski brojevi 

Harmonijski diskretni signal 

Haskell (programski jezik) 

Hasseovi dijagrami 

Heavisideova sekvenca 


147 

141, 150, 152, 159, 
171 

141 

159, 173 

139, 150, 171,533 
140, 150 

149 

147,159, 171 
151,172 

150,172 

140, 146,171 
147,150, 161,171 
165,173 

150, 172 

163 


144 

102 

537 

133 

158, 171 

168 

207 

88,116 

648 

136, 145,171 


211,611 

145 

98 

538 

72,94,98, 114,394, 
406, 488, 571,630 
87,649 

400 

414 

413 

400, 413,414 
400,413, 423,426, 
445,448 

400,475 

400 

649 

394 

528 

119,245, 302 

5,6 

406, 443, 448, 454 
104 


467 
617,621,627, 660 
144 

144 

419,490 
419,490 
419,460 


504, 508, 527, 601 
91,659 
94,97,117 
503,518, 519,601 


Henselova lema 

Herbrandova teorema 

Heš funkcija 

Hibridne veličine 
Hierholzerov algoritam 

Hiper operacije 

Hiperračunari (hiperkompjuteri) 
Hipotetski silogizam 

Hipoteza kontinuuma 
Hipoteza o četiri boje 
Hipoteze (matematička logika) 
Hopcroft-Karpov algoritam 
Hromatski broj grafa 
Hromatska klasa grafa 
Hromatski indeks grafa 


Ln 


n-redukcija 

Idealni niskopropusni filter 
Idempotentnost 

Identička funkcija 
Identička relacija 

Identički istinit izraz 
Identički netačan izraz 
Identifikator grane 
legalno uvrštavanje 
Implikacija (općenito) 


Implikacija (u ternarnoj logici) 
Implikacija (u fuzzy logici) 
Implikacioni operatori 
Implikanta 

Impulsna sekvenca 

Impulsni odziv 


Incidentnost 

Indeks klase ostataka 

Indirektno dokazivanje 
Indukovani (inducirani) podgraf 
Infiksni zapis (predikatska logika) 
Infimum skupa 

Injekcija (injektivna funkcija) 


Inkluzija 

Inorder obilazak 

Instrukcije brojačke mašine 
Instrukcije registarske mašine 
Instrukcije Turingove mašine 
Integracija 


Integralni račun 
INTERCAL (programski jezik) 
Interpolacija 


Interpretacija izraza iskazne algebre 


Interpretacija izraza predikatske 
logike 

Interpretacije prekidačke algebre 

Interval (relacije poretka) 

Intuicionizam 

Invarijanta funkcije 


276,280 
202,211 
288 

4 
417,490 
647 
629,663 
171 
107,211 
424 

23 

469 
422,489 
422 

423 


652 

528, 604 
16,66, 135 
89,209 
74,188 

22 

26 

397 

181 

9,49,56, 64, 176, 
186, 190,201 
134, 136,171 
145, 158 

158 

38 

503 

519,521, 523,532, 
555, 556, 602 
398 

246 

27 

398,467 

183 

98,117 


88, 116,217, 295, 359, 


360 

94,95, 120, 149 
484, 500 

636, 638 
633,636, 667 
614,629, 632, 663 
141,166, 180,511, 
536, 544, 584, 623 
2,583 

638 

6 


11 


184, 192,213 
130 

96, 105, 117 
28 

89,116 


Invarijantnost na pomak (translaciju) 516 


Inverzija funkcije 

Inverzna Ackermannova funkcija 
Inverzna funkcija 

Inverzna permutacija 

Inverzna relacija 


Inverzna slika fuzzy skupa pomoću 


fuzzy relacije 
Invertibilni elementi 


88,116 
646,670 
88,116 
301,360 
74 


157 
245 


Inverzna z-transformacija 


Inverzni element za množenje 
Inverzni element za sabiranje 
Inverzni sistem 


Inverzno topološko sortiranje 
Ishod (teorija vjerovatnoće) 
Iskaz (općenito) 

Iskazna algebra 

Isklopljeni kontakt 
Isključiva disjunkcija 


Ispravno bojenje čvorova ili grana 


Ispravno uvrštavanje (zamjena) 
Ispred (poredak) 

Istoznačni izrazi 

Iteracija funkcije 

Iterirani skup 

Ivično hromatski broj grafa 

Iza (poredak) 

Izlaz iz sistema 


Izlazni stepen čvora 

Između (poredak) 

Izolirani čvorovi 

Izomorfizam Booleovih algebri 
Izomorfizam grafova 
Izomorfizam uređenih skupova 
Izračunljive funkcije 


Izračunljivost po Postu 
Izrazi iskazne algebre 
Izrazi logike iskaza 


Izrazi predikatske logike prvog reda 


Izvjestan događaj 
Izvod 
Izvod polinoma 


Izvodni popis (predikatska logika) 


Izvor transportne mreže 

Izvorna Ackermannova funkcija 
Izvorna poruka 

Izvorni skup funkcije 


J 


Jacobijev algoritam 
Jacobijev simbol 
Jaka disjunkcija 


Jaka forma Dirichletovog principa 


Jaka konjunkcija 

Jaka vještačka inteligencija 

Jaki proizvod grafova 

Jaki pseudoprosti broj po bazi b 

Jako antisimetrična relacija 

Jako povezani čvorovi 

Jako povezani graf 

Jasne promjenljive 

Javni ključ 

Jedinična sekvenca 

Jedinični odziv 

Jedinični pomak 

Jednakost racionalnih brojeva 

Jednakost skupova 

Jednomjesni predikat 

Jednosmjerne funkcije 

Jednosmjerne funkcije sa tajnim 
prolazom 

Jednosmjerno povezani graf 

Jednostrana sekvenca 

Jednostrana z-transformacija 

Jezik (formalno) 


543, 555, 556, 560, 
567,576, 584, 605 
245,250,275 

245 
510,515,521,543, 
606 

434 

364 

8,175 

1,7,11 

130 

9 

422 

181, 198, 214,653 


509, 543, 566, 582, 
602 

398,416 

93 

394 

122 

408, 410, 419, 488 
95 

617,641,646, 658, 
662 

649 

11 

11 

182 

365 

280,511, 544, 546 
280 

201 

461,497 

647 

282 

87 


271 

270 

135, 144, 170 
295 

135, 144, 170 
616 

411,489 

253 

75,93 

403 

402 

157 

287 
503,518,519 
602 

510 

92 

60,92 
9,174,177 
283,285 


285 
402 
501 
533, 604 
666 


K 


k-obojiv graf 
Kamatna stopa 


Kanonska rastava na proste faktore 


Kanonski oblik rješenja linearne 
Diofantove jednačine 

Kap (operacija) 

Kapacitet grane 


Karakteristična funkcija operacija 


iskazne algebre 


Karakteristična funkcija predikata 


Kardinalni brojevi 


Karnaughove mape 


Kartezijev proizvod fuzzy skupova 


Kartezijev proizvod relacija 
Kartezijev proizvod skupova 
Kartezijev stepen skupova 
Kaskadna veza sistema 
Kategorički proizvod grafova 
Kauzalne sekvence 

Kauzalni diskretni signali 
Kauzalni sistemi 


Kep (operacija) 

Kineska teorema o ostacima 
Kineski problem poštara 
Kirchoff-Trentova teorema 
Kirchoffovi zakoni 


Klasa čvora (Kruskalov algoritam) 


Klase (izbor uzoraka) 

Klase (teorija skupova) 

Klase ekvivalencije 

Klase ostataka po modulu m 

Klauze (logika iskaza) 

Klauze (predikatska logika) 

Kleene-Dienesova implikacija 

Kleeneov model rekurzivnih 
funkcije 

Kleeneova ternarna logika 

Kleeneova implikacija 

Klika (teorija grafova) 

Ključ (kriptografija) 

Ključ relacije 

Kodirana poruka 

Kodomen funkcije 

Količnik relacija 

Količnik-skup 

Kombinacije (općenito) 


Kombinacije bez ponavljanja 
Kombinacije multiskupova 
Kombinacije sa ograničenjima 
Kombinacije sa ponavljanjima 


Kombinacije skupova 
Kombinacione tablice 
Kombinatorika (općenito) 


Kombinatorna eksplozija 
Kombinatorna optimizacija 
Kombinatorne interpretacije i 
kombinatorni identiteti 
Kompenzacioni operatori 
Kompleksni brojevi 


Komplement grafa 


422 
605 
223 


669 


62,64, 101,102,114, 


316,367 
46,63,672 
148 


510, 581,607 
411,489 
519,534, 544 
519 
509,514, 519,522, 
528,532, 602 
119 

260, 278,292 
418 

426, 489 
461,512, 564 
438 

328,374 

112 


92,117,243,401,408 


243 
27,30 
201 
145 


615,620, 641,658 
133,170 

134, 170 

400, 423 

282,287 

80, 86 

282 

87,326, 651,659 
78,79 

92 

297,302, 307,310, 
315,318, 355 

297, 343,357,370 
308,310,315,320 
310,315,318 
307,310,315,318, 
320, 325, 343, 357, 
370, 397 

297 

13 

1,2,240, 294, 324, 
364, 394, 525, 533, 
552,567 

410 

394 


300, 306, 329, 561 
144 

57,118,218, 501, 
525, 535,547 
410 


Komplement skupa 

Komplementarna relacija 

Komplementarni djelilac 

Komplementarni događaj 

Komplementarni element 

Komplementarnost 

Kompletan graf 

Komponente iskaza 

Komponente jake povezanosti 

Komponente povezanosti 

Komponente slabe povezanosti 

Kompozicija funkcija 

Kompozicija fuzzy relacije i fuzzy 
skupa 

Kompozicija fuzzy skupa i fuzzy 
relacije 

Kompozicija fuzzy relacija 

Kompozicija permutacija 

Kompozicija relacija 

Kompozicija supstitucija 

Kompozicije (kombinatorika) 

Kompresor (diskretni sistemi) 

Komunikacione mreže 

Komutativnost 

Konačna matematika 

Konačna sekvenca 

Konačni grafovi 

Konačni niz 

Konačni skupovi 


Koncentracija fuzzy skupa 
Konfiguracija registarske mašine 
Konfiguracija Turingove mašine 
Kongruencije (općenito) 
Kongruencije višeg (n-tog) reda 
Konkretna matematika 
Konigova teorema 

Konjugirana particija 
Konjunkcija (općenito) 


Konjunkcija (u fuzzy logici) 
Konjunkcija (u ternarnoj logici) 
Konjunkcija po bitima 
Konjunkcija relacionih matrica 
Konjunktivna forma 
Konjunktivna normalna forma 
Konstantne logike iskaza 
Konstanta zlatnog presjeka (0) 
Konstante predikatske logike 
Konstrukcija pravilnih poligona 
Kontakti prekidača 
Kontinualna frekvencija 
Kontinualna matematika 
Kontinualne veličine 
Kontinualni modeli 
Kontinualni objekti 
Kontinualni signali 
Kontinualni sistemi 
Kontinuum 
Kontradikcija 
Kontradiktorni izrazi (predikatska 
logika) 
Kontrakcija grafa 
Kontrapozicija 
Kontura (teorija grafova) 


Kontura (Veitchovi dijagrami) 
Konvergencija 


Konverzni graf 


64,120 

74 

218 

365,374 
119,142 

66, 119, 147 
400, 420, 448 
9 

403, 433 
401,431,491 
403 

89, 117, 510, 642, 669 


157 


155 

152,172 

301 

73 

208 

348,355, 357 

517 

394, 402 

16,66, 119, 142, 185 
294 

89 

395 

87,89 

57,62, 64, 102,177, 
193,217,294 
148,172 

633 

630 

92,243, 254, 259,267 
260,279 

2 

423 

351 

9, 16, 35,47,49, 64, 
119, 120, 123, 176, 
667 

141 

134 

122, 169 

77 

30 

30, 54, 684 

8 


227,565, 572 

182 

222 

130 

505 

1, 141,325,511,525 
2,141,503 

512 

1 

504, 601 

503, 512, 527, 533 
105 

26 


191,201,215 

414 

23 

401,407, 408,413, 
423,426, 431 

678 

196, 324, 348, 508, 
525,532, 534, 531, 
603, 623 

410 


Konvolucija 


Koordinate uređenih n-torki 
Korijen stabla 

Korijenski čvor 

Kostur grafa 


Kostur najkraćih puteva 
Kraj puta (teorija grafova) 
Kriptografija 


Krisp promjenljive 

Kriteriji djeljivosti 

Kritični put u grafu 

Krivo usmjerena grana 
Križanje uparivanja i puta 
Kroneckerov simbol 
Kroneckerova delta sekvenca 
Kroneckerov delta simbol 
Krunasti graf 

Kruskalov algoritam 
Kuhn-Munkersov algoritam 
Kvadratne Diofantove jednačine 
Kvadratne kongruencije 
Kvadratni neostatak po modulu m 
Kvadratni ostatak po modulu m 
Kvadriraj-i-množi algoritam 
Kvanti 

Kvantifikatori 

Kvantizacija 

Kvantni računari 

Kvantori 

Kvaternarna logika 

Kvocijentni skup 


L, Ł, À 


À-izrazi 

A-operator (Churchov) 
\-operatori (fuzzy logika) 
A-račun 

Lagrangeova formula 

Lamćova teorema 

Lanac (teorija grafova) 

Lanac (teorija skupova) 
Laplaceova transformacija 
Larsenov implikacioni operator 
Las Vegas algoritmi 

Legalno uvrštavanje 
Legendre-Jacobijev simbol 
Legendreov simbol 
Legendreova formula 
Leibinzova definicija jednakosti 
Leibinzovo pravilo 
Leksikografski poredak 
Leksikografski proizvod grafova 
Lepeza (graf) 

L'Hôpitalovo pravilo 

Lijevo dijete čvora 

Lijevo podstablo 

Linearna logička operacija 
Linearna relacija 

Linearne diferencijalne jednačine 
Linearne diferentne jednačine 


Linearne Diofantove jednačine 


Linearne kongruencije 
Linearni diskretni sistemi 


520, 542, 556, 560, 
573,602 

69 

483 

441 

426,432, 434,451, 
489,571 

451 

400 
221,242,247,267, 
272, 279, 282, 293 
157 

219 

461 

462,465 

467 

271 

503, 601 

503 

424 

435, 445, 448, 492 
476 

232 

267,293 

268,274 

268,274 

248,255 

5 

175, 198,208, 618 
5,6 

629 

175 

121 

92 


652,671 

90, 180, 502, 651 
144 
615,651,671 
273 

229 

401,461 

94 

533 

161,167 

254 

181 

270 

268 

273 

210 

546, 560 

97,118 

411 

571 

590 

484 

484 

50 

75, 195 

583 

518,555, 562,582, 
592 

232, 245, 255, 350, 
578 

254, 286,291 
515,518, 520,525, 
544, 556, 602 


Lingvističke vrijednosti 

Lingvističke promjenljive 

Linijski graf 

Link State protokoli 

LISP (programski jezik) 

Lista 

Lista susjedstva (adjacencije) 

Listovi stabla 

Literal (logika iskaza) 

Literal (predikatska logika) 

Logička algebra 

Logička kola 

Logička operacija koja zadržava 
istinu 

Logička operacija koja zadržava 
neistinu 

Logička posljedica (logika iskaza) 

Logička posljedica (predikatska 
logika) 

Logičke funkcije 

Logički ekvivalentni izrazi (logika 
iskaza) 

Logički ekvivalentni izrazi 
(predikatska logika) 

Logički izvod (derivacija) 

Logički zaključak 

Logičko diferenciranje 

Logika iskaza 

Logika predikata 

Lokalno konačan skup 

Loto (igra) 

Lucas-Lehmerov test 

Lukasiewiczeva ternarna logika 

Lukasiewiczeva implikacija 

Liikovi grafa 


M, u 


-operacija (U-rekurzija) 

MacMahonova formula 

Mađarski algoritam 

Majoranta skupa 

Maksimalni element uređenog 
skupa 

Maksimalni podgraf 

Maksimalno uparivanje 

Maksimum uređenog skupa 

Maksterme 

Mala Fermatova teorema 

Mamdani implikacija 

Mamdani implikacioni operator 

Mamdani rezonovanje 

Maple (programski jezik) 

Marginalna tendencija potrošnje 

Markovljevi algoritmi 

Mašinski jezik 

Matematička analiza 


Matematička logika 
Matematičko zaključivanje 
Materijalna implikacija 
Mathematica (programski jezik) 
Matijasevičeva teorema 
Matrica admitancije 

Matrica incidencije 

Matrica susjedstva (adjacencije) 


Matrica valencije 


140,157 
157,162 
426 

459 
91,659 
69, 405 
405,489 
484 

30 

182 

11 

133 


8,57,174 
8,174,182 

96, 107,118 

370, 375,381,391 
221,290 

133, 170 

134, 145, 170 
395 


646, 670 
315 

476 

98 


97,117 

401 

466,471 

96 

32,34 
222,242,250 
161 

161,172 
160, 165, 173 
91, 180, 502, 659 
513 
615,649, 670 
633 


1,218,280, 301,325, 


348,387, 508,512, 
536, 544, 583,591, 
623 


407 
404,408, 411,427, 
489 
427 


Matrična z-transformacija 
Max-min kompozicija (vezivanje) 
Max-t kompozicija 
Max-proizvod kompozicija 
Max-prosjek kompozicija 
Max-step funkcija 
Max-zvijezda kompozicija 
MDS funkcija 
Međusobno isključivi događaji 
Meka logika 
Meko računarstvo 
Memorijske lokacije 
Mersenneovi brojevi 
Mersenneovi prosti brojevi 
Meta-iskazi 
Meta-logički simboli 
Metaprogramiranje 
Metapromjenljive 
Metavarijable 
Metod centra suma 
Metod čobana (pastira) 
Metod sredine maksimuma 
Metod ekspanzije domena 
Metod težišta 
Metod zvjezdica i štapića 
Micali-Vazirani algoritam 
Miller-Rabinov test 
Minimalna disjunktivna normalna 
forma 


Minimalna konjunktivna normalna 


forma 


Minimalni element uređenog skupa 


Minimalni kostur 

Minimalni skup instrukcija 

Minimalno povezujuće stablo 

Minimalno rješenje linearne 
Diofantove jednačine 

Minimizacija (rekurzija) 

Minimizacija logičkog izraza 

Minimum uređenog skupa 

Minoranta skupa 

Minterme 

Mirni kontakt 

Mješoviti grafovi 

ML (programski jezik) 

Množenje po modulu m 

Moć kontinuuma 

Moć skupa 

Modalne logike 

Model fizikalne pojave 

Model grafa 

Model relacione baze podataka 

Modificirana z-transformacija 

Modificirani metod težišta 

Modularna aritmetika 

Modularno množenje 

Modularno sabiranje 

Modularno stepenovanje 

Modus ponens 

Modus tolens 

Moguće istine (modalna logika) 

Mogući događaji 

Mogući uzroci događaja 

Moivreov obrazac 

MOM metod 

Monotona logička operacija 

Monte Carlo algoritmi 

Monty Hall paradoks 

Most grafa 


608 

152, 155, 172 
153 

153,172 
153,172 

662 

153 

289 

364 

139 

140 

632 

221 

221 

15 

24 

624 

15 

15 

166 

299, 309 

166 

194,215 

166 

309, 325, 349, 357 
468 
253,272,291 


35,47, 55,674, 678 
35,39, 48, 55,674 
683 


96, 117,628 

435 

636 

435,448, 492, 646 


32,34, 39,672 
130 

395 

91,659 

244 

105 

92 

137 

509 

408 

78 

533 

166 

244,291 

244 

244 
246,248,291 
25,171,202 


383 

526, 535, 548 

166 

50, 56 

254 

372 

402,413, 417,433, 
437,492 


Mreža (algebarska struktura) 
Mreže prekidača 

Mrežno planiranje 
Multigraf (općenito) 


Multilinearni polinom 
Multinomni koeficijenti 
Multinomni obrazac 
Multiplikativne funkcije 
Multiplikativni princip 


M 


= 


iskup (općenito) 


Multivarijabilni diskretni sistemi 
N 


n-arna fuzzy relacija 
n-arna relacija 
n-kompletni graf 
n-mjesni predikat 
n-partitivni graf 
Nabrojivi skupovi 
Nadskup 

Naivna teorija skupova 
Najduži put u grafu 
Najkraći put u grafu 


Najmanji element uređenog skupa 
Najmanji zajednički sadržilac 
Najopćenitiji unifikator 

Najveći element uređenog skupa 
Najveći zajednički djelilac 


NAUTY algoritam 
Negacija (općenito) 


Negacija (u fuzzy logici) 

Negacija (u ternarnoj logici) 

Negacija ekskluzivne disjunkcije 

Negativni test za valjanost izraza 

Nehomogene diferentne jednačine 

Neinvertibilni elementi 

Neispravno uvrštavanje 

Neizračunljive funkcije 

Neizrazita logika 

Neizraziti skupovi 

Neizvjestan događaj 

Nejasna logika 

Nejasni skupovi 

Nekonstruktibilnost 

Nemoguć događaj 

Neodlučivost predikatske logike 

Neopadajuća logička operacija 

Neorjentirani graf 

Neposredni prethodnik 

Neposredni sljedbenik 

Nepotpuna funkcija 

Nepovezan graf 

Nepovezani čvorovi 

Neprebrojivi skupovi 

Neprečišćeni izrazi 

Nepredznačeni Stirlingovi brojevi 
prve vrste 

Neprekidne funkcije 


Nesvodljiva disjunktivna normalna 


forma 
Nesvodljiva prekrivanja 


119,142 

130 

394, 460 

397,404, 416,423, 
489, 630 

127 

305 

305 

241 

295,299, 302, 306, 
313,329,337,341, 
347,370 

60, 64,70, 113,297, 
307,397 

566 


151 

72,78, 115,174 
400 

174 

400 

107 

61 

58,61, 109 
460,497 
427,431,451,460, 
492 

96,117 

121,224, 290 

208 

96 
121,223,230,245, 
251,255, 259, 267, 
290, 665 

410 
9,16,35,47,49, 64, 
119, 120, 123,176 
141 

134 

16 

192 

563, 607 

245,261 

181 

617,627,634 

139 

147 

365 

139 

140 

28 

365 

192 

50, 56 

395 

93 

94 

87 

401,410 

401 
107,118,210,617 
179 


345 
183,200 


38, 55,681 
682 


Netačnost u interpretaciji 
Neupareni čvorovi 
Neusmjereni graf 


Neutralni element 
Newtonov binomni obrazac 


Newtonov metod tangente 

Nezadovoljivi izrazi (predikatska 
logika) 

Nezavisne diferentne jednačine 

Nezavisne konture grafa 

Nezavisni događaji 

Niskofrekventni diskretni signali 

Niskofrekventni (NF) filter 

Niskopropusni filter 

Nivo čvora (u stablu) 

Niz 

Normalizacija baze podataka 

Normalizirani fuzzy skup 

Normalni algoritmi 

Nosač fuzzy skupa 

Nyquistov uvjet 

Nule polinoma 

Nulmjesni predikat 

Nužne istine 


(0) 


Objektivna interpretacija 
vjerovatnoće 

Obostrano jednoznačna funkcija 

Obrat iskaza 

Obrnuta poljska notacija 

Odbijenica 

Odnos (model bruto dohotka) 

Odredišni skup funkcije 

Odskočna sekvenca 

Odvod transportne mreže 

Odziv diskretnog sistema 

Ograničena minimizacija 

Ograničena razlika 

Ograničeni proizvod 

OISC model računske mašine 

Okca grafa 

Opća hipergeometrijska funkcija 

Opća teorija vjerovatnoće 

Operacija dilatacije 

Operacija kap 

Operacija kep 

Operacija koncentracije 

Operacija konsenzusa 

Operacija Łukasiewicza 

Operacija mogućnosti 

Operacija nužnosti 

Operacija pomjeranja naniže 

Operacija pomjeranja naviše 

Operacija rotiranja naniže 

Operacija rotiranja naviše 

Operacija zabrane 

Operacije sa grafovima 

Operacije sa sekvencama 

Operacije sa skupovima 

Operaciona istraživanja 

Operator (generalno) 

Operator apstrakcije 

Opisna teorija skupova 

Opisne vrijednosti 

Ordinalni brojevi 


186 
466 
395, 407,413, 420, 
435 


16,66, 119, 142,245, 


366 

298, 305,316, 326, 
349,551,561 

280 


191 

562 

426 
379,382, 392 
506 

528 

528, 604 

484 

89 

86 

149 
615,649, 670 
149 

6,507 

545 

9 

138 


388 

88 

25 

487 

201 

513 

87 

503 

461 

509, 556, 580, 603 
670 

144 

144 
637,669 
413 

538 

364 

148 

119 

119 
148,172 
138,171 
46 

137 

137 

138 

138 
138,171 
138,171 
56 

410 
502,520 
63 

394 

509 

90, 651 
58 

140 

103 


Oreova teorema 

Original (funkcije) 

Orjentirane grane 

Orjentirani graf 

Osmica (Veitchovi dijagrami) 

Osnovna teorema aritmetike 
(elementarne teorije brojeva) 

Osnovne formule u formalnim 
teorijama 

Osnovni period 

Ostatak pri dijeljenju 

Otisak prsta (kriptografija) 

Otvoren put 

Otvoreni iskazi 


P, I,m 


II-funkcija 

T-funkcija 

P" (programski jezik) 
Padajući stepen 
Palindrom 

Par (Veitchovi dijagrami) 
Paradoks brijača 
Paradoksalne definicije 
Paradoksalne izjave 
Paradoksalni kombinator 
Paradoksalni zaključci 
Paradoksi teorije skupova 


Paralelna veza sistema 
Paralelni spoj prekidača 
Parcijalna funkcija 
Parcijalni graf 

Parcijalno uređenje (poredak) 
Particija skupa 

Particije (kombinatorika) 
Partitivni skup 

Pascal (programski jezik) 
Pascalov identitet 
Pascalov trougao 

Peanovi aksiomi 

Period diskretnog signala 
Periodični diskretni signali 


Permutacije (općenito) 


Permutacije bez ponavljanja 
Permutacije multiskupova 


Permutacije sa ograničenjima 
Permutacije sa ponavljanjima 


Permutacije skupova 
Permutacije totalnog nereda 
Permutaciona matrica 
Petersenov graf 


Petlja (teorija grafova) 
Petrickov metod 
Pierceova operacija 
Pitagorina teorema 

Pivot 

Planarni grafovi 

Plohe grafa 

Pobuda diskretnog sistema 


Pochhammerov simbol 
Početak puta (teorija grafova) 


420 
87 

395 
395 
678 


222 


29 

504, 601 
219 

288 

401 

9,58, 146 


223 
670 

639 

298,340, 344 

666 

674 

58, 108, 619 

58 

8,58 

657 
58,61,92,212 
58,61,92, 100, 106, 
108 

510,607 

131 

87 

398 

94,365 
93,117,336 
348,355, 358, 552 
62,106, 113 

406, 644 

300,337 

300,337 

99,118 

504, 601 

504, 508, 526, 540, 
601 
297,301,304,310, 
312,342, 346,355, 
360,409 

297,356 
305,307,310,312, 
321 
310,312,318,321 
304, 310, 312, 318, 
321 

297 

345, 371, 592 

409 
396,405,407,414, 
491 

395,398, 407 

42 

46,49, 51, 56 

449 

587 

413,423,489 

413 

509, 556, 559, 580, 
603 

298,344 

400 


704 


Početna laž 
Početne vrijednosti (rekurzija) 


Početni uvjeti diferentne jednačine 


Podjela skupa 

Podgraf grafa 

Podskup 

Podskup (fuzzy skupovi) 

Podstablo 

Pohlepni algoritam bojenja 

Pojasnopropusni (pojasni) filter 

Poluodlučivost predikatske logike 

Pćlya-Redfieldova teorija 

Polje (algebarska struktura) 

Poljska notacija 

Pomak (diskretni sistemi) 

Pomaknuta impulsna sekvenca 

Pomaknuta jedinična sekvenca 

Pomaknuti faktorijel 

Pomjeranje naniže 

Pomjeranje naviše 

Ponder grane 

Ponderisani graf 

Ponor transportne mreže 

Pć6saina teorema 

Poset 

Posljednji element uređenog skupa 

Postfiksni oblik izraza 

Postorder obilazak 

Postov problem korespodencije 

Postova mašina 

Postova teorema (izračunljivost) 

Postova teorema o funkcionalnoj 
kompletnosti 

Postovi sistemi zamjene 

Potencijal čvora 

Potomak čvora (teorija grafova) 

Potpodjela grafa 

Potpuna funkcija 

Potpune teorije 

Potpuni graf 

Potpuni graf parova 

Potpuni proizvod grafova 

Potpuni skup (sistem) događaja 

Potpuno binarno stablo 

Potpuno uređenje (poredak) 

Povećavajući put 

Povećavajući lanac 

Povezan graf 

Povezani čvorovi 

Povezujuća šuma 

Povezujuće stablo 

Povoljni događaji 

Pozitivni test za valjanost izraza 

Prave klase (teorija skupova) 

Pravi podskup 

Pravi podskup (fuzzy skupovi) 

Pravila izvođenja u formalnim 
teorijama 

Pravila računanja z-transformacije 

Pravilan graf 

Pravilno binarno stablo 


Pravilo o apsorbirajućem elementu 


Pravilo dvostruke negacije 
Pravilo generalizacije 

Pravilo neutraliziranja negacije 
Pravilo o neutralnom elementu 
Pravilo potpunog sažimanja 
Pravilo rezolucije 

Prazan skup 


10 
331,337 
562, 584, 607 
93 

398, 467,488 
61,94,336 
149 

484 
424,491 
528, 604 
192 
294,324 
119,246 
486 
510,533 
503,520 
503 
298,344 
138 

138 

398 

398 
461,497 
420 

94 

96 

487, 500 
484, 486, 500 
626, 661 
613 

660 


50 

615,648 
446,451, 456 
432,484 

414 

87 

30 

400, 423,445 
400 

411,489 
366, 368, 383 
484 

94 

467,473 

462 
401,410,431 
401 

434 
426,434,489,571 
368 
192,201,211 
112 

61 

149 


29,610 

540 

399 

484 

16,66 

16, 18, 32, 33 
190 

16 

16,66 
16,17,31,36 
25, 191, 202, 207 
61,93, 101,109, 120, 
186, 405 


Prebrojivi skupovi 


Prečišćeni izrazi 
Predak čvora 
Predikati (općenito) 


Predikati višeg reda 

Predikatska logika 

Predikatska logika drugog reda 

Predikatska logika prvog reda 

Predikatska logika prvog reda sa 
jednakošću 

Predikatske logike višeg reda 

Predikatske promjenljive 

Predikatski simboli (predikatska 
logika) 

Preduvjet 

Predviđajući sistemi 


Predznačeni Stirlingovi brojevi prve 


vrste 
Prefiksni oblik izraza 
Preimenovanje promjenljivih 
Prekidačka algebra 
Prekidačke funkcije 
Prekidačke mreže 
Prelazna komponenta odziva 
Preneks normalna forma 
Prenosna funkcija 
Preorder obilazak 
Prepoznavanje stringa 
Presjek događaja 
Presjek fuzzy skupova 
Presjek multiskupova 
Presjek skupova 
Preslikavanje 
Prethodnik broja 
Pretraga grafa po dubini 
Pretraga grafa po širini 
Prihvatanje stringa 
Prim brojevi 
Primitivna klasa ostataka po 
modulu m 
Primitivna rekurzija 
Primitivni korijen po modulu m 
Primitivno rekurzivne funkcije 
Primov algoritam 
Princip bivalencije 
Princip golubinjaka 
Princip kauzaliteta 
Princip matematičke indukcije 
Princip rezolucije 
Princip uključenja i isključenja 


Prinudni završetak algoritma 
Prirodni brojevi 


Prirodni završetak algoritma 
Prirodno spajanje relacija 
Probablistički algoritmi 
Problem analize programa 
Problem automatske verifikacije 
programa 

Problem četiri boje 

Problem ekvivalencije programa 


Problem izbora (uzimanja) uzoraka 


Problem kineskog poštara 
Problem Konigsberških mostova 


1,3, 107, 118,210, 
217,501,617,660 
179 

484 

9,58, 146, 174,208, 
212,213, 618, 669 
212 

8,174, 182, 208, 652 
182,208,217 
182,208,213,217 


188,207,216 
212 
209 


182,209 
38 
510 


345 

486, 500 
179,181, 199,652 
7,120 

123, 169 

130, 170 

559 

198,201,215 
525, 543, 559, 580 
484, 486, 500 

666 

365 

147,159 


427,451 
666 
220 


246, 283,291 

643 

246,283 

644, 669 

443,448, 451,492 
217 

295 

509 

99,208,210 

25, 191,202, 207 
114,296, 315,327, 
346, 367 

649 

57,99, 102, 110,214, 
236,326, 501,628, 
641, 653,661 

649 

78,80, 84 
254,274 

623 


690 
424 
623, 660 
328,374 
418 
416 


Problem optimalnog raspoređivanja 475,499 


Problem particija 

Problem podskupova 

Problem popločavanja 
Problem riječi za polugrupe 
Problem trgovačkog putnika 
Problem maksimalnog protoka 
Problem zaustavljanja 
Procesor 

Procesor Minskog 

Produkt događaja 

Produkt funkcija 

Produkt fuzzy relacija 

Produkt permutacija 

Produkt relacija 

Program registarske mašine 
Programabilne računske mašine 
Programski brojač 

Programski jezik BASIC 
Programski jezik Befunge 
Programski jezik BF (Brainf**k) 
Programski jezik C/C++ 


Programski jezik Haskell 
Programski jezik LISP 
Programski jezik Maple 
Programski jezik Mathematica 


336 

336 

626, 661 
620, 662 
422,460 
461,497 

618 

633 

636, 668 

365 

89 

152 

301,360 
73,404 
633,667 

632 

633 

644 

638 

638, 640, 669 
91,406,618,624, 
639, 644, 659 
91,659 
91,659 

91, 180, 502, 659 
659 


Programski jezik MICRO-PROLOG 174 


Programski jezik ML 
Programski jezik P" 
Programski jezik Pascal 
Programski jezik PROLOG 
Programski jezik SQL 
Programski jezik Unlambda 
Proizvod funkcija 

Proizvod fuzzy relacija 
Proizvod permutacija 
Proizvod relacija 

Proizvod sistema 


Proizvodi grafova 

Projekcije relacija 

Projekcije skupa 

Projekcijske funkcije 

Promjena redoslijeda sumiranja 
Promjenljive logike iskaza 
Promjenljive predikatske logike 
Prosta baza iskazne algebre 
Proste implikante 

Proste klase ostataka po modulu m 
Prosti brojevi 

Prosti faktori broja 

Prošireni Euklidov algoritam 
Proširenje funkcije 
Protivrječnosti teorije skupova 
Protok 

Protokoli razmjene ključeva 
Provarena poruka (kriptografija) 
Prsten 

Prvi element uređenog skupa 
Pseudoprosti broj po bazi b 
Pseudoslučajni brojevi 

Put (teorija grafova) 


Q 


QuickSort 
Quine-McCluskeyjev algoritam 
Quineov algoritam minimizacije 
Quineova teorema 


91,659 

639 

406, 644 

174 

78,81, 139 
638 

89 

152 

301 

73,404 
510,515,521,543, 
581 

411 
78,79,81 

71 

126, 644, 669 
589, 599 

11 

182, 193, 208 
49 

38,672 

245 

219,290 

96, 121, 169,279,286 
230,233, 290 
89 

58, 108 
461,497 


221 
400, 404, 461 


587 

45 

36, 55,672,679 
38 


R 


R-implikacije 

Rabinov kriptosistem 

Rabinova teorema 

Racionalni brojevi 

Računanje na registarskoj mašini 
Računanje na Turingovoj mašini 
Računarska aritmetika 
Računarske mreže 

Računske mašine 


Radna memorija 

Radni alfabet 

Radni kontakt 

Randomizirana varijanta 
Fleuryjevog algoritma 

Randomizirani algoritmi 

Rastava na proste faktore 


Rastojanje čvorova 
Ravnomjerna konvergencija 
Ravnomjerna neprekidnost 
Razilaženje skupova 

Razlika događaja 

Razlika skupova 

Razlika multiskupova 

Realni brojevi 

Rečenica (predikatska logika) 
Red diferentne jednačine 

Red klase ostataka 

Red predikata 

Rédeiova teorema 

Redovi sa prioritetom 
Reichenbachova implikacija 
Referentni čvor 

Refleksivna relacija 
Registarske mašine 

Registri 

Regularan graf 
Regularizirana z-transformacija 
Rekurentne jednačine (rekurence) 


Rekurzivne formule u kombinatorici 


Rekurzivne funkcije 


Rekurzivni skupovi 
Rekurzivno nabrojivi skupovi 
Relacija (općenito) 

Relacija diskretnog poretka 
Relacija djeljivosti 

Relacija djelimičnog poretka 
Relacija ekvivalencije 


Relacija inkluzije 

Relacija kongruencije 

Relacija kvaziporetka 

Relacija paralelnosti 

Relacija parcijalnog poretka 
Relacija poretka 

Relacija potpunog poretka 
Relacija sličnosti 

Relacija strogog poretka 
Relacione baze podataka 
Relacione matrice 

Relacione matrice (fuzzy logika) 
Relativna frekvencija događaja 
Relativna vjerovatnoća 
Relativni komplement 
Relevantna logika 
Reprezentacije grafa 


146 

285, 293 
279 
57,104,218 
633 

630 

247 

458 
613,629, 632, 638, 
641 

632 

630, 664 
130 


417,490 

254,274 
222,241,267,279, 
290 

401 

198 

215 

65 

365 

63 

64 

1,218,224, 501 
181 

513 

246 

212 

420 

450, 454, 476 

145 

441 

75,91,93,98, 115 
632,667 

632, 667 

399 

538 

513 

331,337, 346, 567 
615,620, 641,647, 
655, 658 

59, 108, 622, 660 
59, 108, 622, 649, 660 
72,75,78,91,93,114 
97,107 

121 

94 
91,99,117,243,339, 
342,401 

94,95, 120, 149 
92,243 

98 

92 

94,97 

93,99, 117,120 
94,97, 195 

92 

93,118 

57,60, 78,394 
72,76, 114,404 
152,172 

386 

378 

65 

10 

404, 407 


Rescherova implikacija 
Restrikcija funkcije 

Rešetka (algebarska struktura) 
Rezerva grane 

Rezidualne implikacije 
Rezidualni graf 

Rezonantna frekvencija 

Riceova teorema 

Rijetki grafovi 

RIP protokol 

Robbinsov aksiom 

Roditelj čvora 

Rođendanski paradoks 

Rotiranje naniže (ternarna logika) 
Rotiranje naviše (ternarna logika) 
Rothov algoritam 

RPN zapis 

RSA kriptosistem 

Russelov paradoks 


S, o 


o-funkcija 

s-norma 

S-implikacije 

Sabiranje po modulu 2 

Sabiranje po modulu m 

Sadržilac broja 

Samodualna logička operacija 

Samokomplementarni grafovi 

Savršena disjunktivna normalna 
forma 

Savršena konjunktivna normalna 
forma 

Savršeni brojevi 

Savršeno uparivanje 

Sažimanje (algebra iskaza) 

Schweitzerov proizvod (t-norma) 

Schweitzerov zbir (s-norma) 

Segment (relacije poretka) 

Sekvenca 

Selekcija relacija 

Semplovanje 

Serijska veza sistema 

Serijski spoj prekidača 

Shannon-Nyquistova teorema o 
uzorkovanju 

Shanks-Tonelli algoritam 

Shefferova operacija 

Shematski dijagrami 

Sheme aksioma 

Siguran događaj 

Simbolička kombinatorika 

Simetrična diferencija (razlika) 
skupova 

Simetrična relacija 

Simetrični kriptosistemi 

Sinc funkcija 

Singlton 

Sirjekcija (sirjektivna funkcija) 


Sistemi bez memorije 
Sistemi diferentnih jednačina 
Sistemi linearnih kongruencija 
Sistemi zamjene 
Skolem-L&wenheimova teorema 
Skolemova normalna forma 
Skoro savršeno uparivanje 
Skraćena disjunktivna normalna 
forma 


136, 145,171 
89,116 

142 

462 

146 

463 

530, 604 

610 

406, 441,454 
459 

20 

483 

372 

138 

138 

45 

487 

286, 293 
108,212, 619,628 


223,290, 354, 670 
142 

146 

123, 128 

244 

218 

50 

410,489 


32,36, 54, 124,673 


32,54, 124 
221,290 
466 

36 

144 

144 

96, 105, 117 
89, 501 
78,79,82 
> 

510,607 
131 


6,507 

275 
46,49,51,56 
132, 170 

111 

365 

324 


65, 113, 129,467 
75,91,115,185,395 
287 

6,528 

149 

88, 116, 217, 326, 338, 
359 

510 

566, 568, 607 
259,261,292 
615,648 

210 

207 

466 


37,55 


Skup (općenito) 


Skup algebarskih brojeva 
Skup cijelih brojeva (Z ) 


Skup generiran Postovim sistemom 


Skup kompleksnih brojeva (C) 
Skup matrica 

Skup parnih brojeva 

Skup potpunih kvadrata 

Skup prirodnih brojeva (N) 


Skup prostih brojeva 
Skup racionalnih brojeva (Q) 
Skup realnih brojeva (R) 


Skup složenih brojeva 

Skup Z y 

Skup Z m 

Skupovi sa slučajnim elementima 

Skupovi zadani pobrojavanjem 

Skupovi zadani specifikacijom 

Skupovne promjenljive 

Slaba disjunkcija 

Slaba konjunkcija 

Slaba vještačka inteligencija 

Slabo povezani graf 

Slične funkcije 

Slika elementa pomoću funkcije 

Slika fuzzy skupa pomoću fuzzy 
relacije 

Slika skupa pomoću funkcije 

Slobodne promjenljive 


Slobodno pojavljivanje promjenljive 


Složeni brojevi 

Složeni iskazi 

Slučajni događaj 
Sljedbenik broja 
Solovay-Strassenov test 
Sortiranje razdvajanjem 
SQL (programski jezik) 
Square-and-multiply algoritam 
Sredina maksimuma 
Spoj grafova 

abilni diskretni sistemi 
Stablo (teorija grafova) 
Stablo izraza 

Stablo sa korijenom 

S 

S 


m 


acionarna komponenta odziva 
acionarni disretni sistemi 


mu 


tandardni oblik Žegalkinove 
algebre 

anja Turingove mašine 

atistika 

aza (teorija grafova) 

ek 

epen čvora 


nno 


WD 


epen Diofantove jednačine 
Stepen funkcije 

Stepen ispunjenja pravila 
Stepen istinitosti 

Stepen paljenja 

Stepen povezanosti po čvorovima 
Stepen povezanosti po granama 
Stepen pripadnosti 

Stepen relacije 

Stepen zadovoljenja relacije 
Stepeni redovi 


Stepenovanje po modulu m 


57, 112,297,340, 
405 

118 

3,57, 103,214, 501 
649 

57,118, 501 

185 

102 

102 


57, 100, 102, 214, 236, 


326, 501, 628, 661 
219 

57, 104 

57, 104, 118, 184, 
217,501 

623 


209 
135,170 
135,170 
616 

402 

126 

87 


155 

87 

178,179, 198,214 
178,199,214 
219,623 

9 

365 

99, 642, 653, 669 
212,293 

587 

78,81, 139 

248 

166 

411 

523,532, 559, 603 
401,426, 483 
486, 500 

483 

559 

516,518, 520, 525, 
544, 556, 601 


128, 170 

629,663 

366 

401 

429 

398, 408, 416, 420, 
423,488 

232 

89, 653 

160 

140 

160 

402 

402 

146 

73,404 

151 

322, 325, 327, 544, 
555 

246, 248, 291 


Stepenovanje skupova 

Stirlingov trougao za podskupove 
Stirlingov trougao za cikluse 
Stirlingovi brojevi (općenito) 
Stirlingovi brojevi druge vrste 


Stirlingovi brojevi prve vrste 


Stoneova teorema 
Stranice grafa 
Streličasti dijagrami 
Stringovi (općenito) 


Stringovi bita 

Stringovi generirani Postovim 
sistemom zamjene 

Stringovne promjenljive 

Stroga implikacija 

Strogi proizvod grafova 

Strogo antisimetrična relacija 

Struk grafa 

Strukture podataka 

Subfaktorijel 

Subjektivna interpretacija 
vjerovatnoće 

Subnormalni fuzzy skup 

Substrukturalne logike 

Sugenov komplement 

Suma događaja 

Suma grafova 

Suma multiskupova 

Suma reda u Borelovom smislu 

Suma sistema 

Sumacione jednačine 

Sumiranje 


Sup-min kompozicija 
Sup-proizvod kompozicija 
Sup-prosjek kompozicija 
Sup-t kompozicija 
Sup-zvijezda kompozicija 
Super-stepenovanje 
Superizvor 

Superodvod 

Superponor 

Supremum skupa 
Suprotni događaj 
Supstitucija (predikatska logika) 
Susjedni čvorovi 

Susjedni elementi 

Suženje funkcije 

Svojstvo selekcije 


s 


Š 


Šetnja (teorija grafova) 
Šifrirana poruka 
Šifriranje javnim ključem 
Šifriranje tajnim ključem 
Suma (teorija grafova) 


T, T 


T-funkcija 

t-konorma 

t-norma 

Tablica pokrivanja 

Tablica z-transformacija 

Tablica prelaza (instrukcija) 
Turingove mašine 


88 

337 

341 

336, 340 

336, 337,343, 345, 
355, 358, 576 

340, 343, 345, 578, 
599 

123 

413 

72, 76,94,98,114 
72, 114,617, 631, 649, 
665 

72 


648 

648 

136, 145 
411 

13 

489 

60, 394 
348 


388 

149 

135 

145 

365 

411,489 

64 

537 
510,515,521 
572,573, 587, 608 
180, 518, 521, 534, 
543, 559, 607 
153,155 

153 

153 

153 

153 

647 

466 

466 

466 

98, 117, 153,217 
365,376 

207 

398, 404 

93 

89 

504 


400 
282 
285 
283 
401 


223,290 
142 

142 

39 

539 


614, 629, 663 


Tablice istine 

Tačnost u interpretaciji 
Tag grane (grafovi) 
Tajni ključ 

Tarjanov algoritam 
Tautologija 

Teorema Minskog 
Teorema o kompaktnosti 
Teorema o konvoluciji 
Teorema o rukovanju 
Teorema o totalnoj vjerovatnoći 


13,52,63,672 
185 

397 

287 

429,433 
22,24, 187, 191 
636 

202,211 
542,556, 578, 599 
399 

383 


Teorema Pontrjagina-Kuratowskog 414 


Teoreme u formalnim teorijama 

Teorija algoritama 

Teorija automata 

Teorija beskonačnih redova 

Teorija diferentnih jednačina 

Teorija diskretnih sistema 

Teorija diskretnih slučajnih 
promjenljivih 


29,610 

611 

394 

294,354, 532 

1,2 
1,2,501,511,568 


1 


Teorija formalnih jezika i gramatika 72, 649 


Teorija fuzzy rezonovanja 
Teorija fuzzy skupova 
Teorija grafova 

Teorija grupa 

Teorija integracije 

Teorija izračunljivosti 
Teorija kodiranja 

Teorija kombinatornih struktura 
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